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vj  PREFACE. 

ce  puissant  ressort  à  la  Mécanique ,  celte  science 
a  dû  clianger  de  face ,  mais  en  changer  pour  la 
dernière  fois. 

La  généralité  qu'elle  a  acquise ,  et  qui  per- 
met d'embrasser  beaucoup  d'objets  à  la  fois , 
épargne  un  temps  qu'où  doit  d'autant  plus  mé- 
nager, que  le  domaine  de  nos  connaissances  s'ac- 
croît tous  les  jours.  Néanmoins,  je  ne  pense  pas 
que  ce  soit  là  une  raison  d'être  trop  laconique, 
et  de  laisser  désirer  ces  développemensl  qui  fa- 
cilitent l'intelligence  d'un  ouvrage  de  ce  genre. 
Quelqu'un  a  prétendu  que  les  difficultés  dont  il 
peut  être  hérissé  étaient  avantageuses  à  l'esprit , 
et  qu'en  cherchant  à  les  vaincre  on  le  fortifiait  par 
cet  exercice.  Cette  assertion  ne  doit  pas  déplaire 
aux  écrivains  qui  s'inquiètent  peu  d'être  intelli- 
gibles :  ce  qu'il  y  a  de  certaiD,  c'est  que  ces  tran- 
sitions brusques,  qui  déroutent  le  lecteur,  nui- 
sent rarement  à  l'auteur;  car  le  lecteur  attribue 
presque  toujours  l'embarras  qu'il  éprouve  à  la 
difliculté  inhérente  à  la  matière  qu'il  étudie. 
C'est  une  des  causes  qui  ont  détourné  des  Ma- 
thématiques beaucoup  d'hommes  qui  auraient 
pu  enrichir  cette  science  de  leurs  découvertes,  et 
que  de  pénibles  efforts  ont  découragés.  Il  en  est 
d'autres  qui,  avec  plus  de  persévérance,  se  faussent 
l'esprit,  parce  que,  manquant  des  données  né- 
cessaires ,  ils  ne  peuvent  que  s'égarer.  11  en  est 
bien  autrement  de  celui  qui  s'accoutume  de  bonne 
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ï>i  PREFACE. 

T^es,  je  m'en  sers  pour  déterminer  successive- 
ment le  mouvement  de  rotation  d'un  corps,  les 
propriétés  du  pendule  composé ,  et  le  double 
mouvement  que  prend  un  corps  libre  qui ,  par 
l'action  d'une  force  quelconque,  est  entraîné  dans 
l'espace. 

Le  principe  de  d'Alembert ,  rendu  familier  par 
l'usage  qu'on  en  fait  dans  la  solution  de  tous  ces 
problèmes,  reçoit  ensuite  la  plus  belle  applica- 
tion lorsqu'on  détermine  le  mouvement  d'un  sys- 
tème quelconque  de  corps,  ce  qui  complète  la 
Dynamique  :  aussi  déduit-on  avec  une  extrême 
facilité ,  des  équations  de  ce  mouvement ,  les 
principes  des  aires,  et  ceux  de  la  conservation  du 
centre  de  grayité  et  des  forces  vives,  dans  toute 
leur  généralité.  Ce  dernier  principe  ne  se  dé- 
montre ordinairement  qu'à  l'aîde  du  calcul  des 
variations ,  mais  j'y  suis  parvenu  par  un  autre 
moyen ,  pour  ne  point  sortir  du  genre  de  con- 
naissances qui  peuvent  suffire  à  l'étude  de  cet  Ou- 
vrage. 

La  troisième  partie  comprend  l'Hydrostatique. 
Me  fondant  sur  le  principe  de  l'égalité  de  pres- 
sion, je  démontre  les  équations  générales  de  l'é- 
quilibre des  fluides ,  et  j'en  donne  l'application 
aux  cas  des  fluides  élastiques  et  des  fluides  pe- 
sans.  J'explique  la  théorie  des  pompes,  celle  de 
l'aréomètre,  etc.,  et  je  termine  l'Hydrostatique 
par  une  démonstration  fort  simple  de  la  formule 
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^âiërale  ,  avec  laquellu  on  dét^rmiot:  pur.  J« 
baromètre  la  Jiftuteur  des  diflëi'ens  lieux  de  la 
terre.  J'ai  introduit  dans  cette  troisième  partie  uue 
tbéorie  des  corps  flottans,  qui  manquait  entièi'a- 
nieat  à  la  première  édiliou.  Adoptant ,  CQmme 
Bouguer,  une  marche  ea  quelque  sorte  ge'onié*- 
Irique,  qui  iait  parfaitement  seulir  la  manière 
dont  toutes  les  choses  se  passent,  je  détermine  la 
position  du  metacentre  ;  et  je  déduis  ensuite  les 
conditions  d'équilibre  des  corps  flottans  de  la  Jar- 
raule  qui  donne  la  vitesse  dans  k>  mouveipeQt  (je 
n^tioD.  ■■..,,  ,l:> 

La  quatrième  partie  de  cet  OttVtaige ,  ealtHoi^ 
ment  ajoutée  à  cette  seconde  édition,  coraiprend 
l'Hydrodynamique.  Je  m'y  suis  beaucoup  étendu 
sur  1  écoulement  des  eaux,  daifs  l'hypothèse  du 
parallélisme  des  tranches ,  parce  que ,  dans  cette 
partie  de  la  Mécanique ,  c'est  ce  qui  Cât  le  plus 
utile  et  le  plus  d'accord  avec  lexpérience.  Je  ter- 
mine cet  Ouvrage  par  la  théorie  des  équations  gé- 
nérales du  mouvement  des  fluides,  Cette  matière* 
depuis  Euler ,  ue  me  parait  pas  s'être  beaucoup 
éclaircic,  et  soit  par  de  nouvelles  notations','  soit 
par  des  considérations  géométriques  qui  uovtë 
dirigent  daas  la  majche  de  i'^ualyse ,  jb  cnôis 
être  parreau  à  la  rendre  lout-it-fait  intelligibleJ 

Il  est  beaucoup  dautrea  augmmtatiom  impoor 
tantes  que  j'ai  fait  subir  à  cet  Ouvrage,  :,.sanS 

irler  de  ce  qui  concerue  le  frottement,  ijttF^ 
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neul  servir  A  vérifier  la  loi  de  la  gravité;  démonstratioti  de 
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DE  MÉCANIQUE 


■BKMBBSIpMÉBriÉMl^ditt: 


■  1 


PREMIERE  PARTIE. 


.  t 


STATIQUE. 


NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

f 

1.  La  Mécanique  est  la  science  quji  traite  des  lois  de 
l'équilibre  et  de  celles  du  mouy^mcvtt,  Ia  Mécanique  ap- 
pliquée aux  solides  se  divise  en  Statique  et  en  Djnan^ique, 
suivant  que  ces  solides  sont  en  équilibre  ou  en  mouyement. 

La  Mécanique  appliquée  aux  fluides,  contient  aussi  deux 
parties ,  l'Hjdrostatique  qui  est  la  statique  des  fluides  ,  et 
l'Hjdrodjnamique  qui  nous  fait  connaître  les  propriétés 
qui  résultent  de  leur  mouvement. 

2.  La  Statique  ayant  pour  but  de  déterminer  les  lois  de 
l'équilibre  des  corps ,  cet  équilibre  peut  toujours  être  censé 
produit  par  la  destruction  mutuelle  de  plusieurs  forces. 

3.  On  appelle  Jbrce  ou  puwiuice  toute  cause  qui  im- 
prime à  un  corps  ou  à  un  point  matériel  le  mouyement  ou 
uue  tendance  au  mouvement 

4.  Lorsqu'une  force  agit  sur  un  point  n>atéricl>-clle  peut 
le  faire  de  deux  manières  :  ou  en  entraînant  le  point  vers 
elle,  ou  en  le  poussant  d'un  c^é  opposé.  Nous  adopterons 

KUm,  de  Mécanique*  i 
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la  preniière  hypothèse  toutes  le^  foû  que  nous  ne  prérlea- 
(Irons  pas  du  contraire. 

5.  Un  point  matériel  étant  sollicité  par  une  force  unique, 
doit  naturellement  se  mouvoir  en  ligne  droite  ;  csr  il  n'y 
a  aucune  rais.m  pour  qu'il  aille  plulOt  à  ilroite  qu'à  gauclie. 

6.  Cette  droite  suÎTant  laquelle  une  force  agit,  est  la 
ligne  de  direction. 

•].  L'effet  d'nne  force  dépend,  i".  de  son  intensité;  2".  de 
.son  point  d'application;  3".  de  sa  direction;  4".  du  sens  dans 
lequel  elle  agit  suivant  cette  direction. 

8.  L'intensité  d'une  force  est  sa  faculté  plus  ou  moins 
grande  à  imprimer  le  mouTcment. 

9.  Il  est  certain  que  si  deus  force*  directement  opposées 
tiennent  un  point  matériel  ou  une  droite  Inflexible  en  équi- 
libre, l'intensité  de  l'une  de  ces  forces  peut  être  arbi- 
traire, pourvu  qu'on  donne  à  l'autre  la  même  intensité.  Ce 
que  nous  disons  de  deui  forces  pouvant  s'appliquer  à  plu- 
sieurs, on  voit  qu'il  suffit  de  connaître  les  rapports  des 
forces  et  non  leurs  valeurs  absolues  pour  établir  les  condi- 
tions de  l'équilibre. 

to.  Ayant  pris  une  force  pour  unité,  on  dît  qu'une  autre 
force  lui  est  égale, lorsque, lui  étant  directement  opposée, 
elle  la  tient  en  équilibre. 

Deux  forces  égales  appliquées  à  un  même  point  matériel 
et  agissant  dans  la  même  direction  et  dans  le  même  sens, 
constituent  une  force  double  :  cette  force  deviendra  triple  , 
si  elle  résulte  de  la  réunion  de  trois  forces  égales,  et  ainsi  de 
suite,  de  sorte  que  ces  forces  croissent  comme  leurs  inten- 
sités. Par  conséquent,  si  plusieurs  forces  appliquées  ou 
point  M  (Pig.  i) ,  tendent  toutes  à  entraîner  ce  point  dans 
le  sens  de  M  en  B,  on  devra  ajouter  ensemble  ces  forces, 
parce  que  leur  effet  sera  le  même  que  celui  d'une  seule 
force  qui  agirait  avec  la  somme  de  leurs  intensités.  Par  \d 
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K  réunissant  pour  entrainei-  ce  point,  il  ne  peut  qu'»p4  J 
partcnir  à  la  direction  àe  la  force  unique  qui  est  la  réq  fl 
sultanle  desdeu:i  autres, 

aS.  Les  forces  P  et  Q,  en  concouraut  en  un  point  i 
Cfig.  9),  dctermip^nt  un  plan  PAQ  dans  lequel  la  diiec- 
tion  de  la  résultante  doit  être  comprise.  En  effpt,  si  cettfl 
résultanle  était  située  au-dessus  de  ce  plan,  louLes  lesraisou^ 
qu'on  pouirail  donner  pour  prouver  qu'elle  doit  suivre 
celte  direction  pourraient  .s'appliquer  (içiur  prouver  qu' elle 
doit  suivre  une  direçtlun  située  sjniétriqutmeut  au-dessous; 
donc  la  résultante  ne  suivra  ni   l'une  ni  l'aulre. 

26.  Il  ne  sera  pas  plus  dînicile  de  déinujiti^r  que  cet^ 

,'_  résultante  suivra  la  droite  Ail  (lig.  10,  1 1  et  13)  qui  par-    . 
loge  l'angle  de  ces  forces  en  deux  parties  ég»les.  ,  ,,  | 

En  eriel,  la  droite  AD  partageant  l'angle  PAQ  en  dew  1 
parties  égales,  si  la  droites  Am,  était  la  résultante,  il  cxù*  t 
ferait  une  autre  drpite  An  absolument  située  ,  à  l'égard  do 
AD ,  de  AQ  et  de  AP,  comme  Am  l'est  à  l'égard  tte  AI^, 
de  AP  et  de  AQ  ;  de  sorte  tjue  toutes    les  raisons  qu'on 
pourrait  donner   pour  jirunver  que  Avt  est  la  rcaultantc, 
pourraient  s'appliquer  pour  prouver  que  An  est  aussi  là 
résultante;  d'oJi  l'on  conclundt  qu'il  j  aurait  deux  résu^r 
tantes,  ce  qui  est  impossilile  :  douc.^i^  résultante  ne  peut  J 
être  dirigée  que  suivant  AD.  1 

27.  Supposons  matpti'nant  que  deux  forces  int-gales  P  «  • 
^<  Q  concourent  en  A  (iig    i3),  et  que  le  parallclo^ramnilt 

AIÎCD  ait  pour  oAlôs  les  droites  AB,  AC,  proportionnelle» 
nus  forces  P  et  Q,  et  situées  dans  leurs  directions.  Il  s'agît 
de  démontrer  que  la  résultanle  de  P%t  d<-  Q ,  qui ,  d'apri-i 
ce  qui  précède,  passe  par  le  point  A,  passera  aussi  pâi^  I 
rcitrémité  D  de  la  diagonale  AD.  Pour  cela,  ayant  prbl 
DEt=AB=P,  menons  la  parallèle  EF  h  la  droite  AB ,  Hl 
appliquons  en  E  et  en  F  deux  forces  Q'  et  Q'  «égales  à  Q^J 
et  dirigées  en  sent  contraires  dans  la  direction  de  EF^q 


forces  «e  détruiront ,  ei  pnr  cela  même  nous  seronn  en 
«Iruit  «le  siiljstittier  nus  forces  P  et  Q  les  quaire  force» 
P.  Q,  Q'  et  Q".  En  «iBsidéront  P  et  Q'  comme  Jeux 
forCe»  AjipliquéeB  aun  points  6  et  E  de  la  droite  inilexiblc 
BË,coui'iie  on  a  fat  construction 

'p;Q'  ::DE  :B0, 

il  *uit  dn  dertiipr  ihi'orènx»  q«'i»n  «  (lÉluonlrt-,  que  la 
vêsultante  R  de^  forces  P  et  Q'  passera  par  le  poîat  D. 
D'un  antre  cdtù ,  si  l'on  traiisporte  la  force  Q  au  point  F 
de  sa  direction,  les  fo(ces  ù'^ahs  Q  et  Q"  auront  une  ré- 
sultante S  qui,  divisant  l'angle  QTQ  en  Jcuï  parties  égalesj 
art,  ïG.poMera  par  l'exIréniitcD  delà  Tozenge CDEF ;  nous 
aurons  donc  deux  résultantes  R  et  S  qnf.cancoDrânt  an  point 
D,  passeront  par  cepoiiit.  Il  eipfiu'a  donc  igméntc  de  la  ré- 
fullantedc  Pet  de  Q.qui  nediOere  po^  de  cçtic  dcR  et  de  S, 

tfcaS.  Il  nous  reste  à  dêmoiilier  que  les  coui|>o^ntes  P 
H  Q  iHanl  représentées  en  inlensïtés  pr  les  droites  AB 
>«l  AG  (6g.  t4) ,  la  résultante  doit  l'être  pnr  la  diagUatè  AD.  t'ig.  : 

En  effet ,  si  au  point  A  Clî^;-  '4)  .  et  dam  ta  dirpctiôn 
de  la  diagonale  AD  du  paraUéiogramUe  BaC  dei  forces 
P  =  AB  et  Q=  AC,  on  applique  une  force  inconnue  X 
égale  et  direclemenl  opposée  à  leur  résultante,  l'ôquilibre 
Eubsiiters  entre  ce»  ti-ois  forces.  On  pourra  donc  regarder 
B  son  tour  Q  comme  directement  opposé  i  la  résultante 
des  forces  X  et  P^;  d'oji  il  suit  que  si,  par  l'e\lrcmitc  D 
de  cette  dernière,  on  mène  BË  ^rallèle  à  X,  cette  pa~ 
ralli?le  rencontrant  en  E  la  direction  de  la  diagonale  Q, 
déterminera  B£  pour  le  cûlé  qui ,  dans  le  parai lélogramoïc 
DÀFE,  sera  opposé  ,  et  égal  au  c6té  X;  mais  BE  comme 
côté  du  parallélograoïine  £D,  est  é^al  h  la  diagonale  AD 
du  parallélogrumme  des  forces  P  et  Q;  donc  X  =  AD  : 
ce  qui  jM-ouve  que  l'Intensité  de  la  résultante  se  mesure 
p»r  la  longueur  de  la  diagonale. 
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29.  Uq  des  premiers  corollaires  ^u«  l'att  peut.  tîrflK. 
lie  la  proposition  ilu  parallêlograinme  des  Ibi-ces,  est  U 
relation  Irigonomélriquc  qui, existe  entre  tleux  forces  P  St 
Q  qui  concourent  en  un  point  A  et  leur  résultante  R.  Poup- 
Kg.  i5.  l'oLienir,  prenons  sur  les  directions  de  ces  forces  (fig.  i5^ 
des  parties  AB  et  AC  proportionnelles  à  ces  forces,  et; 
construisons  le  parallélogramme  ÀBDC ,  nous  aurons 

P:q:R;:  AB:  AC:  AD.    ' 

Le  c6té  BD  étant  égal  à  AC ,  on  peut  ne  considérer  que  I^ 
OJtés  du  triangle  ABD  ,  et  la  pro'portion  prccédente  devient 

P;Q  :R;;  AB  :BD;  AD.  '. 

D'une  autre  part,  les  côtés  d' un  triangleélant proportionnels 
aux  sinus  des  onglçs  qui  leur  sont  opposés,  on  a  encore     ■ 

AB:  BD:  AD  :;  sinBDA:  sinBAD:sinABD. 
Où  tire  de  ces  proportions  , 

P:Q:R::sinBDA:sinBAD:sinABp.  .^ 

Le  triangle  des  forces  est  aiusi  ramené  à  la  Trigonométriet 
.  3o.Pai' exemple,  si  l'on  donnait  les  deux  composantes  AC  et 
AB,  et  l'angleBACqu'ellesformentenlreelles,etqn'onvouldt 
lié lerminer  la  résultante,  comme  l'angle  SAC  c^t  supplément 
(le  l'angle  ABD ,  on,  coi^naîtrait  dans  le  triangle  ABD  l'ang|« 
B  et  les  deux  côtés  compris-,  il  serait  donc  facile  de  déter- 
miner par  la  Trigonométrie  le  côté  opposé  AD^B 
reste,   on  calculerait  aisément  R  par  la' farniule  (*)i 


R' 


-  aPQ  cosB, 


3t.  Si  l'on   veut  que  l'angle  qui  entre  dans  cette  for- 
mule   soit  l'angle  B AD  des  forccE,  cet  angle  étant  supplé- 

OPoarlAdtmoiurcr,  le  [mnglt  AED,  rectangle  en  D,  nom  donne 

AD'  =  (BD  — BEj'  +  AE'i 

mdliinl  dan>  celte  <lqiiu lion  AB  cui  C  et  Alt  >iri  B  A  Is  place  de  BE  et  ttl 

AE,  l't  rtmiilaçiiiii  sin"  B  +co«>B  ['»t  rtmilif,  tin  raduira.  I 


couFosiT-iotJ  RI»  Funcr;<.  i3 

ment  de  l'angle  B  ,  on  doit    avoir  cos  li  =  —  eus  A  ;  pdf 
toDScquent  on  a  In  relation  suivante  «mire  la  risullante ,  I 
les  deux  composantes  et  l'angle  qui  est  cutnpr'is  entre  cet   | 

H'  R'  =  P-  +Q'  +  2PQ  cosA. . .  (0. 

^^^ï.  Lorsqu'on  a  plusieurs  forces  qui,  quoique  sîtuM  \ 
ïTuis  ces  plans  itilTérens,  concourent  en  un  point  A, 
en  peut  toujours  déterminer  la  résullimte;  car  il  sufln'l 
(le  composer  ces  forces  deux  h  deux  et  de  leur  substitua  i 
leur  résultante ,  pour  diminuer  successivement  le  nombn  I 
dus  forces  du  syslëine  et  les  réduire  eofin  à  une  seule. 

33.  Il  existe,  sur  la   eomjiosition    de  plusieurs  foréei   ' 
qui  conconrent  en  un  point,  une  construction  graphique 
très  remnrqu aille. 

La  Toici  :  soient  (f.g.  17)  P,  F,  1^,  P",  etc. ,  plusieurs  Viç.  , 
forces  qui  concourent  en  unpointÂ,  et  que  nous  représen- 
terons par  les  parties  Ap,  A.p',  Ap',  Ap" ,  etc.,  de  leurs 
directions  :  on  mènera  à  kp'  la  parallèle  pr  égale  à  A^*, 
et  l'on  formera  le  parallélogramme  kprp' ;  la  diagonale 
Ar^Rserala  résultante  ilePeldeV  :  menant  ensuite  r/ pa- 
rallèle et  égale  à  A/)',  et  formant  le  parallélogramme  Afr'^'. 
la  diagonale  A/  sera  la  résultante  de  R  et  de  P'oudesl'orcej 
PiP*,  P*.  On  Toit  que  par  ce  procédé  oa  construira  un  po- 
Ijgone  h-prr'r',  etc. ,  dont  les  côtés  seront  parallèles  aux  di- 
rections des  forces  P',  P",  P",  etc. ,  et  dont  les  longueurs  res- 
pectives représenteront  les  intensités  des  forces  P,P',  P'jCtCj 
Les  distances  de  A  aux  angles  de  ce  poljgone  seront 

^A^  résultante  de  P  et  de  P', 
Ar' résultante  de  P,  de  P'  et  de  P", 
Ar" résultante  de  P,  de  P',  de  P"  et  de  P". 
En  continuant  ainsi,  l'on  voit  que  la  distance  de  A  i  l'es' 
trémité  r^'î  du  dernier  côté  du  polygone  Arr'r'...   i^'^^ 
a  égale  à  la  résultante  de  toutes  les  forces. 


i4  sTiTiqnijui^i^" 

Desfotves  appliquées  h  un  même  point  et  qui  sont 
situées  dans  un  même  plan. 

l.  34.  Soient  P,  K,  P",  P",  etc.  (fig.  18),  différentes  forces 
situées  dans  un  plan  ,  et  qui  aboutisseut  à  un  point  A  :  nous 
mènerons  par  ce  point  les  axes  rectiinguJiiiresAaret  A^,  et  en 
représentant  ces  forces  P ,  P',  P",  etc. ,  par  les  parties  AP, 
AP',  AP",  etc.,  de  leurs  direoLians,  nous  les  décompo- 
serons cliacunu  en  deux  aulrei>  dirigées  suivant  les  aies 
Ax  et  Ay.  Pour  cet  efTet ,  soient  « ,  «',  «",  etc. ,  tes  finglos 
que  les  forces  P,  P',  P",  etc  ,  font  avec  l'ase  des  x,  et  f ,  ï', 
C,  etc.,  les  angles  qu'elles  font  avec  l'axe  des  y.  Conime 
on  sait  qu'en  général  lorsque  l'ii^potliénuse  AB  (lig.  19) 
d'un  triangle  rectangle,  fait  un  angle  A  avec  l'un  des  côtéSi 
le  cûté  adjacent  a  pour  espression  ABcosA,  tandis  que 
le  côté  opposé  à  l'nngle  A  est  égal  à  AB  siuA  ('),  Pi 
pourra  facilement  calculer  les  composantes  de^  forces  P.> 
P',  P",  P",  etc.,  suivant  les  axes;  car  la  force  P,  rcprésem 
tée  par  AB,  faisant  un  angle  «  suivant  l'axe  des»;,  et  un 
angle  £  avec  celui  desj',  ou  aura  pour  ses  composantes,  ■ 

AC=Pcos«,       BC  =  Pcose. 

On   trouTerait  de  même  que  les  iorces  P',  P",  P",  etc.  ^ 

santés  tlan^'Ie  sens  déi  x, 


:  pou. 


P'o 


et  dans  le  letis  des  y, 

fcosC,     P"rose',     P'cosC,  etc. 
Si   l'on  ajoute  toutes  les  composantes  dirigéei 

;•)  Pour  la  diiiriùnlrer,  îl  inFfit  Jb  remarqner  qu'on  a  In  f 

AB:  AC::  1  :ioiA,    AU;  BC:;  1  i.inA; 
d'où  rnn  lire 

AC=ABro»A,    BC  =  ABiioA. 


I  ti.jis,  xrrt.iQvi.ea  j 


Be   des  «.  et  qu' 


i  U 


>  Tiigard  dn 


composantes  dirigées  suivaiil  l'axe  d»  y,  ea  rf|iiV«ealaAt  1 
ces  sommes  par  X  et  par  T,  nous  aui-ons 

t"  P  cos  ■  +  P'  cos  a'  +  P°  cos  -'  +  etc.  —  X, 

W  PcosC  +  P'  COS--  4.P-C05  C"  +  etc.  =  T, 

Wftiors  toutes  le»  forces  seront  reduitM  à  deux,  l'u 
qui  agira  suivant  l'ase  des  X,  et  l'autre  Y  qui  agira  s)i 
l'axe  tiesy.  Nommant  R  la  résnltanlt;  de  ces  deux  k 
\e  Dous  »era  duntii'«  par  l'iniualioD 

X*  +  T-  =  R'. 

Dans  ce  ([ui  précède,  nous  a*ons  attribué  l>!  signs 
positif  à  tous  les  cosinus,  parce  <]ue  nous  les  avons  conaî- 
dcréseo  général,  mais,  dans  la  pratique,  il  faudra  atuir 
égard  aux  signes  qui  doivent  les  affectei-.  C'est  ce  qui  Vii 
s'éclaircir  par  les  coiisidcrations  suivantes.  Soît  donc  un 
point  M  (  lig.  20  ),  que  sollicite  une  force  représentée 
en  miensité  par  la  droite  MP.  En  décomposant  cette  forcf; 
en  deux  autres  dirigées  suivant  les  axes  rectangulaires  Mi, 
Mj-.'si  l'on  donne  l'aogle  a  que  celte  force  fait  avec  Va\e 
He  ,  ses  composantes  seront  évidemment 

1^  MG  =  MP  siti  -,     MO  ^  MP  cos  m. 

P'En  admettant  que  les  forces  dirigées  suivant  Mx  soient 
^Msîtives  lorsqu'elles  agissent  de  M  en  x,  la  composanti' 
HD  sera  positive,  Si  la  force  MP  prend  ensuite  la  position 
MP',  l'angle»,  mesuré  par  l'arc  AP,  augmentera,  et  le  co- 
sinus diminuera;  de  sorte  que  si  la  force  MP  tomlie  dan» 
l'angledroityMB,  et  devient  MP',son  cosinuschangera  dn 
signe;  et  l'on  voit  qu'en  effet  la  composante  de  MP",  repré- 
sentée par  MD*,  est  alors  négative,  et  tend  à  entraîner  le 
point  M  dans  un  sens  opposé  a  celui  où  elle  le  sollicitait 
quand  la  force  avait  la  position  MP.  et  que  la  composaiilp 
était  MD.  Voilà  donc  deux  forces,  MD  et  MD",  qui  sont  du 


noire 
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«ignéscontraires^ét  l'on  voit  que  pour  dëteritrinflr  crâsîgnrï'f 
il  HLtflit  d'atliibuer  à  00s  «  I.i  valeur  qui  lui  convient,  eu 
égard  à  l'angle  auquel  il  correspond.  De  c<;tle  munière,  nous 
pourrons  admetire  que  toutes  les  force  JVIP,  MP',  etc. ,  qui 
sollicitent  uu  point  Ai,  soient  positives,  pourvu  qu'on  choi' 
sisae  convenablement  le  signe  qui  appariietit  an  cosinus. 

36.  SilaforcequenoosconsîJérons  tombait,  comme  MP", 
au-dessous  de  AB,  il  faudrait  donc  ,  en  mesurant  l'angle'N 
par  un  arc  AL.BP',  ooDsIdérer  un  angle  plus  grand  que  In 
demi-circont'iirence.  Pourévit 
viendrons  de  mesurer  les  angles  •  et  C  indistinctement  de 
cbaque  cûlé  de  leurs  axes  respectifs.  Ai: 
force  tombera  au-dessous  Je  AB,  l'nngle 
parl'arcALCP",  mais  par  l'arc  AP*,  qui  a  le  nifimeci 
De  celte  manière,  nous  n'eiti ploierons  plus  que  des  n; 
n'excéderont  pas  200".  11  est  vrai  que  quand  on  donnera  l'angle 
«j  comme  il  pourra  être  porté  de  A  en  P,  ou  de  A  en  V,  il 
semble  qu'on  ne  pourra  plus  distinguer  entre  elles  les  di- 
rections des  forces  MP  et  MP*;  mais  tout  doute  cessera  à  cet 
égards!  l'on  fuit  attention  que  l'angle  £  déterminera  cccb6ix, 
puisque  cet  angle  est  aigu  pour  la  force  MP,  et  olilus  pou^t 
la  force  MP". 

3"].  En  général,  de  quelque  manière  que  soit  située 
noire  force,  comme  elle  duit  tomber  dans  l'un  de.»  qnalre 
angles  droits  formés  au  tour  du  piiiuLM,clIe  ne  peut  prend  i-a 
à  l'égard  de  ces  angles  que  l'une  des  quatre  posilions  indi- 
quées dans  les  lig.  31,22,23  et  24- 

Dai.sli  ir<,  .ciCaigu» donucnl 

Djus  la  ane,  «  obtus  el  C  Bi(;ii  donneni 

Dam  U  3»',  «  et  C  obtus clonnml 

Dnnii  la  ^t",  ■  aigu  et  C  ohtui  duniiciil 

On  voit  que  tous  ca  angles  sont  mesurés  cliai 
arc  qui  UG  surpasse  pua  200".  .  . 

38.  11  est  à  remarquer  que  les  signes  de  ces  coslnos^  sont 


nilgiilfcicoiCpnutif^ 
npar  up 
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ceux  des  coocdonnées  x  et  y  du  point  B.  Par  exemp]|e|  lorsque 
Se  point  B  est  situé  dans  l'angle  x'ky  (iig.  22)^  x  est  négatif 
et  jr  positif  y  et  Ton  a  aussi  cos  «  négatif  et  cos  C  positif. 

39.  Pour  donner  un  exemple  de  la  déteirmhiation  des  'si- 
gnes des  cosinus ,.  çhçicqhons  la  résultante  des  ibrces  P^  P', 
Vy  P*,  P'^,  disposées  comme  dans  la  iîg.  25  >  et  qui  toutes  Fig.  ^. 
tendent  à  entraîner  lé  i)oiht  A  :  en  attribuant  le  signe  positif 
on  le  signe  n^atif  aux  forces  qui  correspondent  à  des  angles 
aigus  ou  obtus 9  les  composantes 

de  P    ^  r  +  P    cos  «,  -f-  P  cos  C 

deP'   /  \+Fcos/,  —FcosC 

de  P^  l  seront  j  +  P^  cos  «%  —  P*  cos  r 

.  dep^  l  )  —  P*  cos«^  —  P^cosC* 

'  de  F^  J  (.  —  P'^  cos  V^  +  P*''  cos  C'^. 

On  ajoutera  les  composantes  qui  agissent  dans  un  sens ,  et 
l'on  retranchera  de  cette  somme  celles  qui  agissent  en  sens 
contraire ,  et  Ton  obtiendra 


Pcoflr«+Fcôs/ +  P'oos»*  — P^cos  ••~P*' cos  «»' ===X,  Rg.  ji5. 
PcosC+P'^oos^'^— Fcojre'--FcosC'  — F»cosr==Y, 

» 

4o.  Si  l'on  se  réserire  de  déterminer  les  signes  des  cosinus 
lorsque  l'on  passera  à  la  pratique^  on  peut  donner  à  tous 
les  cosinus  le  signe  positif^  et  l'on  aura  en  général 

Pcos«  +  Fco8V  +  P"cos«''4-etc.  =X.  ..(2), 
P cosC  +  F  cosfl'  -f-  P" cosC''  +  etc.  =  Y. . . . (3). 

4^  •  ^^.  ^^'tanteétant  la  diagonale  d'un  parallélogramme 
dont  les  côtés  rectangulaires  sontX  et  T>  sera  donnée  par 
l'équation 

t/x«  +  Y*  =  R.' (4). 


1) 


Il  ne  s'agit. plus  que  d'en. déterminer  la  position.  Pour  cet 
effet,  si,, nous  nommons  a  et  b  les  angles  .que  cette  résul- 
Elém^  de  Mécanique.  2 
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tante  filit  arec  le*  axes  coordonnés,  nousauroni 
X  =Rcosa,     Y  =  Rcos  6, 


g  tirerons 


I 


•sb  =  ^ 


.(5). 


Les  seules  données  du  problème  étaut  P,  F,  P",  etc.  , 
cos«,  C08  t',  cos  •",  etc.,  cos  S,  cos  î",  cos  C",  etc.,  ces 
données  feront  connaître  X  et  Y,  'au  moyen  des  équa- 
tions (2)  et  {3J.  Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  for- 
mule (4)  )  on  aura  la  résultante  R ,  et  la  position  en  sera  dé- 
terminée'par  les  équations  (5). 

4a.  La  ligne  de  direction  passant  par  le  point  À ,  aura 
pour  équation  celle  d'une  droite  menée  par  l'origine.  Cette 
équation  sera  donc 

sin  a 

V  =  ï  tann  a,     ou     y  =  X ; 

■^  "  cos  a 

cliangeant  sin  a  en  cos  b,  parce  que  les  angles  n  et  A  for- 
:.  mes  par  la  résultante  B  avec  les  ax.es  Âjc  et  Ay  (lîg.  36), 
sont  complémens  l'un  de  l'autre ,  nous  obtiendrons 


et  en  mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  cos  a  et  de 
cos  b  données  par  les  équations  (5),  on  aura 
Y 

43.  Dans  le  cas  de  l'équilibre,  l'intensité  de  la  résultante 
R  étant  nulle ,  la  forranle  (4)  devient 

l/X'  +  Y"  =  o,    ou  plutôt  X"  -f-  Y'  =  o. 
Comme  tout  carré  est  essentiellement  positif,  et    qu'une 
somme  de  quantités  positives  ne  peut  être  égale  A  lêro  ,  i 
moinB  que  cliacune  ne  soit  nulle  séparément,  on  a 
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X  =  O,    Y  =  O. 

Telles  sont  les  équations  de  Féquilibre  de  plusieurs  forces 
qui  y  étant  situées  dans  on  roérae  plan,  sont  appliquées 
immédiatement  à  un  point  A. 

44-  Si  X  seul  était  nul,  on  aurait 

r=    Y,    cosa  =  o,     cos&  =  ±:i. 

Ces  équations  font  Toir  que  la  résultante  serait  dirigée  sul- 
mnt  Taxe  iesy. 

On  proureraît  de  même  que  si  Y  seul  était  nul  y  la  résul- 
tante serait  dirigée  suiyant  l'axe  des  x, 

ObservatioTïs  générales  sur  les  forces  situées  dune 
manière  quelconque  dans  Tespaçe. 

45«-  Lorsque  trois  forces  agissent  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace  9  et  concourent  en  un  point  ^  elles  don- 
nent lieu  k  un  théorime  analogue  au  parallélogramme  des 
forces  9  c^est  celui  de  leur  parallélépipède.  La  démonstra- 
tion en  est  très  £icile.  En  effets  soient  AP,  AF  et  AP",  trois 
forces  appliquées  à  un  point  A;  si  l'on  prend  les  lignes  AB, 
AC  et  AD  (fig.  27  )>  proportionnelles  à  ces  forces ,  et  que  Fig.  ti;, 
l'on  construise  le  parallélépipède  D£,  on  voit  d'abord  que 
la  diagonale  A£  de  la  base  de  ce  parallélépipède  est  la  ré- 
sultante des  forces  AC  et  AB.  Remplaçant  ces  deux  forces 
par  AEy  la  résultante  cherchée  sera  celle  de  A£  et  de  AD, 
et  se  terminera  à  l'extrémité  F  de  la  droite  FE  parallèle  et 
^ale  au  côté  AD:  elle  sera  donc  la  diagonale  AF  du  paral- 
lélépipède DE. 

46.  Si  les  trois  forces  sont  rectangulaires ,  l'angle  AEB 
est  droit ,  et  nous  avons 


AE»  =  AB*  4-  BE*j 


a. 
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l'angle  E  du  triangle  AEF  éUmt  également  droit ,  nous  ayons 
encore 

AF»=AE^  +  FE*. 

Remplaçant  ÂE'  par  sa  Taleur  donnée  par  la  préoédenle 
équation ,  nous  trouyerons 

.     .     AF»  =  AB*  +  BE»  +  FE*. 

'     .  .- 

Substituant  les  droites  AC.  et  AD  à  leurs  parallèles  B£  et 
F£^  et  passant  à  la  racine  ^  nous  obtiendrons  enfin 


Ar=  i/AB*  +  AÔHpAD*  n  , 

ou  ■  ^ 

en  désignant  par  B.  la  résultante  de  tios  trois  forces. 

47*  De  même  que  nous  avons  rapporté  à  deux  axes  rec- 
tangulaires les  forces  qui  agissent  dans  un  plan ,  de  même 
nous  rapporterons  à  trois  axes  rectangulaires  les  forces  qui 
agissent  dans  l'espace.  Ainsi  ayant  fixé  trois  axes  rectangu-^ 
Fi^.  39.  lalres  en  un  point  quelconque O^  nous  mènerons  (fig.  29) ,  par 
le  point  d'application  d'une  force  P^  trois  axes  réotàngn-* 
laires  Ajp,  Ay  et  Az,  parallèles  aux  axes  coordonnés;  et 
nommant  «e,  C,  y ,  les  angles  que  cette  force  P,  représentée 
par  AD,  fait  respectivement  avec  ces  axes,  la  direction  de  ' 
cette  force  sera  déterminée  lorsque  ces  angles  seront  connus. 

{*)  Cette  formule  revient  à  celle  qui  exprime  la  disunce  ^es,  pQints  A 
Fig.  a8.  et  F  (fîg.  a8)  j  car  soient  i',  y',  s' les  coordonnées  du  point  A  et  jr. 
Xi  z  celles  du  point  F,  on  a 

AB  =  PQ  =  IL=:OL  =  OL— OI  =  x  — :r', 

AC  =  BE  =  QH  =  HL  — QL  =  HL  — PI  =  r  — r'> 
AD  =  FE  =  FH-EH=.FH  — AP=:2  — «'i 

sub&tiiuant,  il  vient, 

AF  =  [/{x  —  x')*  -f-  {y^r')*  +  (a  —  «';'• 
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48.  Ces  angles  senriront  également  à  faire  connaître  ies 
compo^ntes  de  P  suivant  les  axes  Ax ,  Ay  et  As.  £n  efiet  y 
DC  étant  perpendiculaire  au  planj^Ax,  Fangle  DCA,  sera 
droit  ;  donc  le  triangle  rectangle  ADC ,  dans  lequel  l'angle 
D  adjacent  au  côté  DC,  est  par  bypothèaé  y,  nous  donnera 
{nou  de  l'art.  34) 

DC=  ADcos> (6). 

En  considérant  ensuite  tour  à  tour  les  oomposaptes  AB  et 
CB ,  on  prouverait  de  même  qu'on  a 

ABr=:=ADc08«,     BC  =  AD  cos  ^. . .  (7)  i  ^ 

mettant  P  à  la  place  de  AD ,  les  trois  composantes  rectan- 
gala'res  de  P  seront  donc  P  cos  «r,  P  cos  C  et  P  cos  y. 

49.  Une  propriété  importante  des  axes  rectangulaires 
est  que,  lorsque  deux  des  trois  angles  «,  ^,y,  sont  donnés , 
le  troisième  eh  résulte  néccssàiï*ement.  Pour  lé  démontrer , 
nous  remarquerons  d'abord  que  le  carré  de  la  diagonale  AD 
étant  ^al  à  îa  somme  étts  carrés  des  trois  composantes 
(  art  4^)  9  uous  aurons 

AB'  +  BC«  +  DC*  =  AD\ 

Substituant  dan»  cette  équation  les  valeurs  des  termes  du 
premier  membre,  données  par  les  équations  7  et  6,  et  sup- 
primant ensuite  le  facteur  commun  AD*,  il  restera 

ces*  «  +  cos*  C  +  cos*  y  =  1 . .  .  (8)  {note  seconde). 
Cette  équation  nous  donne 

cos  y  =  ±.  v/i  —  cos*«—  cos*C. . .  (9)  ; 

et  comme  on  tirerait  des  valeurs  analogues  pour  les  deux 
autres  cosinus,  il  en  résulte  que  l'un  des  trois  angles  que 
fait  la  direction  de  la  force  P  avec  les  axes  Ax,  Ay  et  Az, 
ost  déterminé  lorsque  les  deux  autres  le  sont. 
5o.  Le  double  signe  qui  affecte  le  radical  de  l'équation 
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9,  nous  imliquE:  que  le  cosinus  de  l'un  des  angles,  peut  être 
positif  ou  négatif.  Le  premier  cas  arrÎTo  lorsque  cet  angle 
est  aigu ,  et  le  second  lorsqu'il  est  obtus. 

Or,  on  Terra  facilement  que  l'angle  y  sera  aigu  ou  ob- 
tus, selon  que  la  force  P  tombera  au-dessus  ou  au-des- 
sous (lu  plan  xAy,  c'est-à-dire  du  côté  des  s  positifs  ou  du 
cùté  des  »  négatifs. 

La  même  observation  s'applique  aux  cosinus  des  angles 
a  et  C,  considérés  relativement  aux  axes  des  x  et  des^.  En 
général ,  les  signes  des  cosinus  seront  les  mêmes  que  cerne 
des  coordonnées  x,y,7t  comptées  du  point  A. 

5i.  On  emploie  encore  pour  déterminer  les  signes  des 
cosinus,  une  r^glc  qui  est  fondée  sur  l'art,  lo.  En  eOet,  si 
Fip-  3o.  Aa;  (  fig.  3o),  indique  la  direction  de  l'une  des  compo- 
santes, cette  composante  sera  positive  ou  négative,  selon 
qu'elle  agira  de  A  vers  x,  ou  de  A  vers  x'.  Dans  le  pre- 
mier cas  son  effet  est  d'écarter  le  point  A  de  l'origine  O 
des  coordonnées,  et  dans  le  second  de  l'en  rappi'oclier.  C'est 
sur  cette  considération  qu'on  a  établi  cette  règle  .-  Une 
contposiinle  tet  positive  lorsqu'elle  tend  à  augmenter  la  coor- 
donnée du  point  d'application  A;  elle  est  au-  contraire  ni- 
gative  lorsqu'elle  tend  à  diminuer  cette  coordonnée. 

Des  forces  appliquées  à  un  même  point,  et  qui  sont 
situées  dans  l'espace, 

5a.  Soient  P,  P',  P",  etc.,  diverses  forces  qui  sollicitent 
un  point  A;  menons  par  ce  point  les  trois  axes  coordonnés 
ÈLX,  A.y,  Ae  ,  et  nommons 

■■ ,  C  ,y    tesanglesqucP   fait  avec  les  axes  coordonnés, 
*',  C,  y'  lesanglesqueP'faitaveccesaies, 
■" ,  C,  y"  les  angles  que  P"  fait  arec  ces  axes, 


En  décomposant  cea  forces  suivant   les  ; 


coordonnés  , 


romcxs  dams  i^'urACs,  APSUQuiit  ▲  m  foimt.      a3    . 
nous  troQTerons  (art.  48) 

Poo6«,P  cosC^Poosy  pour  les  composantes  de  P, 
P'cos/,FcosC',P'cosy  pour  celles  de  P', 
P^  cos  t»' ,  P*  cos  C%  F  cos  y*' pour  cellesde  P*, 
etc.  etc.  etc.  etc. 

Sî  nous  noQs  résenronsi  comme  dans  l'article  (j^o),  de  dé- 
terminer les  signes  des  cosinus  lorsque  nous  passerons  k  la 
pratique,  et  que  nous  représentions  par  X,  Y,  Z  jles  com- 
posantes de  la  résultante  cherchée  R  suivant  chacun  dçs 
axes  coordonnés ,  nous  aurons 

Pcoa«  +  P'oos«'+P'cos«''  +  etcsX...  (g), 
PcosC+FeosC  +  F'cosC-f.etcsY...  (lo), 
Poos>  +  F  cosy'-i-P*  cosy*  +  etc.  =  Z.. .  (ii). 

53.  X»  Ty  Z  étant  les  trois  projections  AB,  BC,  CD 
de  la  droite  AD  (fig.  ag)  quireprésente  la  résultante  R,  nous  Fig.  29. 
aurons  (  art  46) 

AB*  +  BC*  +  CD»  =  AD*, 

et  par  conséquent 

x«+r*  +  z«=R*. 

Ainsi  l'on  déterminera  Tintensité  de  la  résultante  au  moyen 
de  l'équation 

R  =  V/X*  +  T*  +  ZV  . .  (la). 

D'une  autre  part  »  si  nous  appelons  a,  b^  c  les  angles  que  la 
résultante  fait  avec  les  axes  coordonnés,  les  composantes  de 
H  suivant  chacun  des  axes,  seront 

Rcosa,    R00S&,    Rcosc; 

et  comme  nous  avons  représenté  par  X ,  Y,  Z  ces  compo- 
santes, nous  aurons 

X==Rcosa,    Ys=Rcos6,    Z==Roosc, 


fjf.  ag.  d'où  nous  tirei-oos 


cog  a  = 


R' 


^-^...(>3). 


Lorsqne  les  forces  P,  P',  P",  etc.-,  et  les  anjjles  »,  C,  ) 
"'iC,  y',etc,, seront  donnés, les  formules  (g),  (lo)  et  (ii)    | 
nous  mettront  en  état  de  calculer  X,  Y  et  Z.  Ces  Taleurs    ( 
Étant  sabstUuées  dans  l'équation  C'^),  nous  ferons  connaître  I 
R.  On  pourra  donc  ensuite,  au  moyen  des  équations  (i3)  , 
déterminer  les  angles  «,  i,  c  quiUxent  la  position  de  la  ré- 
sultante. 

54.  Dans  le  cas  de  l'équilibre,  U  résultante  étant  nulle, 
l'équation  (12)  nous  donne 


Cette  équation  [est  la  somme  de  trois  carrés  qui  sont  tous 
essentiellement  positifs  ;  par  conséquent  elle  n'est  possible 
que  d'autant  que  chaque  terme  soit  égala  zéro.  Ainsi  !'< 


B  valeurs  réduisent  les  équations  (9) ,  (  ■  o)  et  (  1 1  )  à 


ïi 


■  C'4). 


P  cos  «+F  cos  --l-P"  cos  *"+?"  cos  a"+  etc.  =  o 
Pcos  ff+P'  cosC'-|-P''cose''+P''co3C''+etc. 
Pcosy+P'cosy'+P'cos/+P°cos 

Telles  sont  les  équations  d'équilibre  d'un  système  de  forces 
sitaées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  et  appli 
quéesà  un  même  point. 

55.  Ces  conditions  étant  remplies,  on  va  prouver  que 
l'une  des  forces  est  égale  et  directement  opposée  à  Iî 
sultante  des  autres.  En  elTet ,  soient  R'  la  résultante  de' 
toutes  les  forces  hors  P  cos  •,  X',  Y',  Z'  ses  composantes ,  et 
a',  V ,  c'  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  trois  axes 
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X'=P'cos«'  +  P*cosa'+  P*cos«*+etc, 
T'  =  Fcosff'  +  P'co«C  +P*cosC*  +  etc, 
Z'^Fcosy  +  F  cosy' +P!'oosy*'+etc.  : 

au  moyen  de  ces  yaleursy  on  réduira  les  équations  (i4)  ^ 

Pcosii  +  X'  =  o, 
PcosC4-T'  =  o, 
Pcosj'+Z' =:  o; 

éliminant  "H,  Y',  7  an  mojen  des  équations 

X'=:R'cosd',    T'  =  R'co8i',    Z'=R'cosc', 

il  Tiendra 

P  cos  •  =  —  R'  cos  a  ^ 
PcosC  =  — R'cosy  >...  (i5). 
Pcosy  =  —  R'cosc'  ) 

Ëlerant  ces  équations  au  carré  et  les  ajoutant ,  on  trouvera 

P'(coà»«+co8*C+oos*y)  =:R'»  (cos*a  +  cos»  &'+«>**Oî 

et  comme  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  qu'une 
force  hit  avec  les  trois  axes  est  égale  à  l'unité ,  cette  équa- 
tion se  réduit  à 

?•  =  R'% 
et  donne 

P  =  R'  : 

on  ne  prend  ici  P  qu'avec  le  signe  positif  y  parce  que  les 
signes  qui  affectent  les  forces  dépendant  de  leurs  positions 
respectiyes ,  doivent  être  déterminés  par  la  règle  des  cosinus 
que  nous  avons  expliquée  art.  35  et  suivans. 

Substituant  la  valeur  de  Pdans  les  équations  (i5) ,  et  sup- 
primant ensuite  le  facteur  R'^  ces  équations  deviennent 

cos  ût  =  —  cos  a' .  . .  (i6) , 
cos  ff  =  —  cos  b\  ..(17), 

cos  y  ir:  —  cos  C  ,  .  .  (l8). 


Si  l'on  fait  COs  a  =  i 


1,  IVquation  (16)  a 


Ces  Taîears  de  cos  a'  et  Je  coa  »  nous  apprennent  que  les 
angles  d  et  m  sont  supplémens  Tun  de  l'autre.  En  effet,  si 
f.  cos  a'  est  représenté  par  AC  (fig.  3i  ),  cos  a.  le  sera  pac 
AC  —  AC ,  et  alors  a'  =  DAC ,  «  ^  D'AC. 

Or  ces  angles  sont  suppléiueus  l'un  lie  l'autre^  car,  à 
cause  de  AC=  AC,  l'égalité  des  ti-iangles  ADC,  D'AC  nou» 
prouvant  celle  des  angles  DAC,  D'AC,  on  peut  changer 
O  AC  en  DAC  dans  l'équation 

D'AC  +  D'AC  =  a  angles  droits  ; 
et  l'on  voit  que  les  angles  D'AC  et  DAC  ou  n'  et  m  sont  3up- 
plénicnî  l'un  de  l'autre. 

On  prouverait  de  même,  au  moyen  des  équations  (15)  et 
(18),  que  ?  et  â'Kont  supplémens  l'un  de  l'autre,  et  qu^ 
en  est  de  même  des  angles  y  et  c, 

II.  résulte  de  ce  qui  précède ,  que  H.'  et  P  sont  directe- 
ment opposés;  car  si,  par  exemple,  R'  était  situé  au-des- 
sus du  plan  des  x,y  dans  la  région  des  x  et  des^  positifi, 
P  serait  situé  au-dessous,  et  dans  la  région  des  x  et  des_)' 

56.  Après  avoir  réduit  toutes  les  forces  à  trois  force» 
rectangulaires  X,  Y,  Z ,  nous  avons  vu  (art.  45)  que  la  ré- 
sultante R  était  la  diagonale  d'nn  parallélépipède  dont  les 
câlés  contigus  AB  ,  AC ,  AD  (fig.  27)  seraient  X ,  Y,  Z  :  par 
conséquent  [pour  déterminer  l'équation  de  la  résultante  R 
représentée  parAF,  il  s'agit  de  trouver  celle  d'une  droite 
AF  qui  passerait  par  l'origine  A  dont  les  coordonnées 
sont  nulles,  et  par  le  point  F  qui  a  pour  coordonnées 
X,  T,  Z. 

5/.  On  peut  donner  plus  de  généralité  à  ce  problème,  en 
suiipoîant  que  le  point  d'application  A  ait  pour  coorâon- 
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Bées  x\  y' 9^\  alors  les  coordonnées  du  point  F  ^fig.  3a)  Fig.  3a. 
seront 

»'+x,  y+T,  *'+Z. 

Gda  posé,  les  équations  de  la  résultante  étant  celles  d'une 
droite  dans  l'espace ,  sont  de  la  forme 

«  =  «*+*,    «  =  a>  +  y...  (19)1 

mettant  dans  ces  équations  les  coordonnées  du  point  F 
à  la  place  de  s^y^  »,  nous  trouverons 


/+Z=aa/+aX+fc,    «'+Z=ay+a'T+6'. . .  (20)  : 


les  coordonnées  x,y',  t!  du  point  A  devant  aussi  satisfaire 
aux  équations  (ig),  nous  aurons 

J  =  ax'  +  h,     J  =  a'y  +  V...  (ai). 

Betranohant  ces  équations  des  équations  (ao) ,  nous  obtien< 

drons 

Z=aX,     Z  =  aTr, 
Xoh  nous  tirerons 

Z       ,       Z 

a=^,    a  ^^. 

lynne  autre  part ,  éliminant  b  et  b'  entre  les  équations  (19) 
et  (ai),  nous  aurons 

a  —  z'z=za{x — x'),     z  —  /=a'  (^— y)  : 

mettant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  a  et  de  a,  il  vien- 
dra enfin  pour  les  équations  de  la  résultante  {note  troisième) 

«-.'=1  (*-,'),    ,-a'=|o'-.y). 


28  STATIQOE. 

•  ■  *  ' 

Des  conditions  d^ équilibre  lorsque  le  point  duquel  sont  ap» 
pliquées  dii^erses  forces,  est  ansujetti  à  rester  constcun^ 

ment  sur  une  surface  dont  Inéquation  est  donnée. 

•  ■  ■    . 

58.  Jns({a^&  présent  nous  avons  suppose  que  le  point  matériel,  auqiKeL 
sont  appliquées  les  forces  P,  P',  F",  etc.,  était  libre  lorsqu'on  le  sou- 
mettait à  l'action  de  ces  forces  j  si ,  au  contraire,  il  était  assujetti  h  rester 
constamment  sur  une  m^nie  surface,  le»équations  (i4)  ne  suffiraient  pas, 
et  il  faudrait  que  la  résultante  de  toutes  ces  forces,  au  lieu  d*étre  nulle, 
fût  normale  h  la  surface  donnée.  Car ,  n  elle  avait  une  autre  BmctioVy 
en  la  décomposant  en  deux  forces  y  l'une  tangente  à  la  8nr£iM:)i{ ,  et 
Pautrc  normale;  la  première  tendrait  à  faire  glisser  le  point  matériel,  et 
la  seconde  scifle  serait  détruite  parla)  résistance  de  la  snrûiee.'Il  suit  de 
ce  qui  précède ,  que  la  résultante  de  tontes  les  forces  agit  sur  lé  point 
matériel  dans  le  sens  de  la  normale  à  la  surface  donnée  ;  et  puisque  la 
résistance  que  ectte  surface  oppose  à  la  force  normale  en  entraîne  la 
destruction,  nous  considérerons  cette  résistance  comme  une  force  qnî 
serait  directement  opposée  à  la  forc^  normale  que  nous  représenterons 
parN. 

Si  Ton  connaissait  rintcnsi té  de  cette  force  N,  et  les  angles  9,  6^,  9% 
qu'elle  forme  avec  des  axes  parallèle»  aux  coordonnées,  on  sent qu'ilsofi- 
rait  d'ajouter  à  nos  équations  d^équilibre  les  composantes  ri.çoft A, 

N  cos  8^,  N  cos  B"  de  la  force  normale ,  ce  qui  féumirait  les  équations, 

» 

K  cos  6  -f-  P  cos  *  H-  P'  cos  «t'-f-  P"  cos  «t*  +  etc.  =  o, 
N  cos  ô'-f-  Pcos  C-f-F  cos  C  +  P"  cos  C" -f-  etc.  =  o , 
N  cos  6"+  P  cos  7  -f-  P'  cos  y'  -+-  P"  cos  y"  -+-  etc.  =  o. 

Sg.  Nous  simplifierons  ces  équations  en  représentant ,  comme  dans 
Fart.  5j  ,  par  X,  par  Y  et  par  Z  les  sommes  des  composantes  parallèles  à 
chaque  axe,  et  ces  équations  deviendront 

Ncpsfl  +  X  =  o,    Ncos0'-+-Y  =  o,    Ncos8"  +  Z  =  o...  (2a). 

Oo,  II  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  inconnues  cos  9,  cos9',  cos 9'' 
et  N.  Pour  cet  eflTet,  soit  L=o  Téquation  de  la  surface^  et  *',  y%  »', 
les  coordonnées  du  point  matériel  auquel  sont  appliquées  ces  forces,,  et 
qui  est  retenu  sur  cette  surface;  la  normale  étant  une  ligne  droite  qui 
passe  par  le  point  a/,  y,  z',  ses  équations  (voyez  ma  Théorie  des  courbes 
du  a«  ordre,  page  a6a}  seront 

a:  — *'=«(«  — a'),    y^ys=:b{z^t'),..  (aS). 

Les  difierenccs  x  —  x',  y —y,  »  —  »'j  qui  entrent  dans  ces  équations , 
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nVtant  autre  chose  que  ks  projections  de  notre  droite  sur  les  axes  coor« 

donnes ,  cherchons  4es  relaiions  qui  cxbtent  entre  ces  projections  et  les 

angles  9,  ^,  6*.  Pour  cela,  soit  MN  (fig.  33  )  notre  droite  donnée  dans  F>S*  33* 

Pespace,  et  rapportée  anx  trois  axes  rectangulaires  réunis  à  un  point  O 

pris  pour  origine,  et  nommons  x\  y,  z\  r,  j^,  s,  les  coordonnées 

des  points  M  et  N  >  si,  par  les  coordonnées 

UD:=m\    BD=yetNE=«,    EC=r, 

on  £ùt  passer  les  plans  DF  et  £G,  ces  plana  seront  parallèles  à  celui  des 
jr,  a,;  et  comme  la  distance  qni  les  sépare  est  mesurée' par  la  partie  inter- 
ceptée BC  ==  jr  — >Vde  Taxe' des  x ,  et  que  tonte  parallèle  &  cet  axe  doit 
Itre perpcndicnlaire  aux  deux  plans,  il  s'ensuit  qu'yen  menant Textrémité 
M  de  la  coordonnée  afy  la  parallèle  MP  à  Taxe  des  x,  cette  parallèle 
s^ia  perpendiculaire  an  plLn  EG,  et  le  rencontrera  à  une  distance 
MP=jr— j/i 

Or»  si  Pou  unit  le  point  P  an  point  T^ ,  oii  la  droite  MN  rencontre  le 
pUn  EGy  on  formera  le  triangle  MNP ,  rectangle  en  P,  puisque  MP  est 
perpen&nlaire  au  plan  EG.  Or,  dans  un  triangle  rectangle,  le  câté  ad- 
îaoent  k  an  angle  étant  ^1  à  l'hypoténuse  multipliée  par  le  cosinus  de 

cet  ansll.  nons  aurons 

MP  =  MNcosM, 
on 

*  —  jc'=  MN  cos  d  ; 

mais  BIN étant  une  droite  qui  passe  par  les  points  Xy  jr^  z  et  3^,  y,  z\ 
on  sait  {voyez  la  note  de  la  page  30)  qu'elle  a  pour  expression 

Mettant  cette  valeur  dans  Téquation  précédente ,  nous  en  tirerons 

COSd  =: 


}/{x  -  x')*  4-  (j-  -y)*  -h  (-  -  :i'/ 

menant  ensuite  par  les  coordonnées  x',  a',  x,  z  et  x^,  y,  x,  'jr  des  plans 
parallèles  aux  plans  des  x,  a  et  des  x,  jr,  on  trouvera  de  même 


cos9'  = 


y -y 


V/(  X  -  x')- -h  (x -y  )>  4- (z  -  z>  ' 


a  — z' 
cosô^'ns 


éliminant  les  valeurs  dex  —  x'  et  de  jr — j/,  h  l'aide  des  équations  (!i3), 
et  supprimant  cnsnite  s  -^xf,  qni  devient  facteur  commun,  on  ohticndi  « 


3o  8TAT1QVS. 

6i.  Ces  Talenrs,  qui  déterminent  la  position  de  la  nonnale  ,  ne  sont 
pas  encore  connues ,  poisqne  les  quantités  a^ec  bf  qui  entrent  dans  leois 
expressions,  ne  sont  que  des  signes  généraux.  Cherchons  donc  à  déter- 


plan  sera  en  général 

Ax+B^  +  Cb  +  D^o; 

et  comme  elle  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées  a/,  j^,  tf,  elle  nont 
.  donnera 

Ax' +  By  4- Cs^^- D  =  o. 

Élîjntnanc  D,  l'équation  du  plan  tangent  k  notre  point  s/,'  j^ftf,  sera 
A(x-.jcO  +  B(r-y)  +  C(«-*')  =  o, 

et ,  en  divisant  par  G  y  nous  mettrons  cette  équation  sous  cette  forme 

ff 

Par  la  condition  de  tangence  à.  la  surface  L  =  o  {voyez  mes  £lé- 
meus  de  Calcul  différentiel ,  pages  5a  et  53} ,  il  faudra  qu'en  tirant  les  va- 

leurs  de  ^-7  et  de  7-7  de  Péquation  de  cette  surface  ,  on  ait 

A_d«'  B_dx' 

■"c'^dl"    ""c""dp*-- ^^'^' 

Or  ,  on  sait  par  la  Géométrie  analytique  (Théorie  des  Courbes^  page 
979)  que  lorsqu'on  plan  dont  Péquation  est  Ajc  +  B^-f-Cs  +  D=  o, 
doit  être  perpendiculaire  à  la  droite  qui  a  pour  équations  x  =  az  +  «e , 

A  B 

jTBmbz-^C,  il  faut  que  Pou  ait  j^  =  a ,  ^='  &î  donc  les  équations  (36) 

se  réduisent  à 
6*2.  Il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  valeurs  de  ces  cocfGciens 
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dîffiârentiels ,  aa  mo/en  de  Tequation  de  la  surface.  Pour  cda,  on  ob- 
tient ,  en  diffiïreotiant  cette  «qaation , 

dL  ,     ,  dL.   ^dL, 
^d'  +  ^*r+^dz  =  oj 

par  oonaéqoent  on  en  tire 

dL  dL 

•r—  "T- 

aooentnant  x^  jr,  Xy  pour  marquer  que  l'on  considère  le  point  de  tan- 

«ence,  on  tnnrre 

dL  dL 

djc'"^      dL*     dp""       dL' 
3?  d? 

substituant  ces  expressions  dans  les  éqnadoQS  (97),  on  obtient 

dL  dL 

«  =  dL'         *  =  ^' 

57  dV 

Menant  ces  Talenrs  dans  les  <fquations  (24)»  et  réduisant,  on  a  enfin 

dL 

cos  0  = 


cosd'= 


Vièy- 

dL 

.  //dL\« 

dL 
/dL\«       /dL\ 

cos  8"= 

Ces  ëqnaiions  étant  sous  deS  formes  peu  commodes  pour  le  calcul ,  on 
les  simplifiera  en  faisant 

=  V...(»8), 


vm*  &*  (©■ 


Sa  STATIQUE, 

ce  qni  les  réduira  à 

COSÔ  =  Vjp,     C08e'=Vgp,     C088«=V2p5  ^        . 

sobslîtnant  ces  valeurs  des  cosinus  dans  les  ëqnations  (aa) ,  on  aura 

NV^+X=o,    NV^+Y=o,     NV^,+Z=o (:«). 

63.  II  nous  reste  maintenant  à  déterminer  la  valeur  de  N.  Or,  c^est  oe 
qui  est  très  facile j  car,  en  faisant  passer  X,  T,  Z  dafis  les  seconds  mem- 
hves  des  équations  (ag)  et  élevant  ensuite  ces  équations  au  carré  f  on  ob- 
tiendra ,  en  réunissant  leur  somme, 

et,  en  réduisant  au  moyen  d«  réqnaiion  (a8)  il  restera 

N«=X«  +  Y'H-Z«, 

d'où  l'on  tirera  . 

N  =  d=l/X*  +  Y»H-Z«...  (3o).. 

Cette  valeur  de  N  est  précisément  la  m^me  que  celle  de  la  résultante  die 
tontes  les  forces  du  système,  mais  elle  doit  être  d'un  signe  différent , 
puisqu'il  faut  qu'elle  Inisoit  opposa.  Ainsi,  lorsque  nous  aurons  déter- 
miné la  résultante  de  tontes  les  forces  P,  P',  P'',  etc.,  nous  prendrons 
le  radical  de  l'équation  (3o}  avec  un  signe  contraire,  et  nous  aurons 
pour  ?ï  la  pression  normale  qu'éprouve  la  surface. 

G4.  Si  la  force  normale  est  dans  la  direction  de  l'axe  des  2,  on  a 

0  =  100%      fl'  =  100®,      9"  =  O  ou   ô"=  200®, 

et  par  conséquent 

cos  6  =  o ,  cos  6'=  o ,  cos  ô"=  db  1 , 

et  les  éqnations  (aa)  se  réduisent  à 

X  =  o,    Y  =  o,    =fcN-|-Z=o, 

ce  qui  nous  montre  que  les  composâmes,  dans  le  sens  du  plan  tangent, 
se  détruisent,  et  que  la  force  normale  doit  contrebalancer  Teffort  de 
toutes  les  force3  dirigées  suivant  l'axe  des  2. 

65.  Enfin ,  la  natnre  dn  problème  peut  être  telle ,  qu'on  ne  nous 
donne  que  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  et  l'équation  de  la  surface,  et 
qu'on  demande  oii  doit  être  situé  le  point  d'application  x',  y' y  z\  de 
toutes  CCS  forces,  dans  le  cas  de  l'cquiiibre. 

Pour  résoudre  cette  question,  on  éliminera  d'abord  N  an  moyen  des 
équations  (29),  le  facteur  V  disparaîtra  en  même  temps ,  et  l'on  aura 
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ces  êqaations,  joii^ces  h  IV^uation  L  =  o,  suffiront  pour  déterminer  les 
coordonnées,  a',  j^,  z%  da  point  d^application  cherche*. 

Des  conditions  d^équilibrs  lorsque  le  point  auquel  sont  ap' 
pliquées  diverses  forces  est  assujetti  à  rester  constamment 
sur  deux  surfaces  courbes,  ou  sur  une  courbe  à  double 
.  courbure, 

66.  Un  pcMnt  matériel  rclena  snr  deux  surfaces ,  ne  peut  rester  en  repos 
à  moinsi  que  la  force  qui  le  sollicite  ne  puisse  se  dccomposiïr  rn  deux 
aotres  qni  soient  respectivement  normales  &  chacune  des  surfaces  don- 
n^  j  car  si  l'une  de  cet  composantes  avait  une  différente  direction,  on 
pourrait  la  de'composer  en  deux  forces,  la  premièie  normale  itTunc  des 
sor£ices,  et  la  seconde  tangente  à  la  même  surface  j  et  Ton  sent  que  cette 
dcraV^  ferait  glisser  le  point  mate'ricl. 

Cda  posé,  soient  donc  IN  et  M  les  deux  forces  normales,  et  6,  6',  6", 
9t  n'y  s',  les  angles  que  leurs  directions  font  avec  les  trois  axes  reclan- 
gabires  menés  au  point  d^appllcation  j  en  ope'rant  de  la  même  manière 
qne  dans  r^rticle  Sq  ,  nous  aurons 

Ncosô-hMcosji+X  =  o  \ 
Wcos8'-f-Mcos/4'Y  =  o   l...  (3i). 
Ncose"4-Mcosii*-hZ  =  o  J 

Le»  équations  L  =  o  et  R  =  o  étant  difftrentit>es ,  nous  feront  connaître, 
comme  dans  Tarticlc  63 ,  les  valcuis  des  quantités  cos  d ,  cos  6',  cos  S*, 
coss,  cos/,  cos»";  et,  en  nous  servant  d\il'reviations  analogues  à 
cei.es  que  nous  avons  employées  art.  63,  nous  supposerons 

=v, 


\/©'-(5r)*(£)" 


et 


V(ë)"+ S)-*  ($>• 


et  nou«  aurons 

fl       ,r  dL  >,  dK 

cos  Q  =  \  3—, ,  cos  »  =  L  -r— , , 

.,      -,  dL  .      --  dK 

cos  S   =^\   y-j  ,  cos  11    =  U   "i— ,  , 

dr  d)r 

.„     -,  dL  „      -,  dK 

cos6=V-r-7,  cosii"  =  U -7-7. 
az  tu 

Klem,  de  Mécanique.  3  ^. 
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Ces  valcuis  étant  substituées  dans  les  équations  (3i;  nous  trouverons 

NV^+Ml)5^  +  Y=o|>...  (3a). 

A*  moyen  de  ces  tiois  équations,  nous  pourrons  éliminer  les  inconnues 
IV  et  M  j  et  si  Ton  fait  attention  que  V  et  U  y  entrent  de  la  même  ma- 
nière que  CCS  quantités,  ils  disparaîtront  avec  elles.  Pour  plus  de  simpli- 
cité, nous  pouvons  regarder  IV V  et  MU  comme  deux  inconnues  qu^on 
éliminera  entre  ces  trois  équations^  ce  qui  nous  conduira  h  une  équation 
de  condition  qui  renfermera  une  on  plusieurs  de  nos  yariablès.  Cette 
équation  combinée  avec  celles-ci  L  =  o ,  K  ^  o»  tafllra  pour  déterminer 
les  coordonnées  x',  ^,  %  do  point  cherché. 

Il  nVst  pas  inntile  de  faire  observer  que  \e%  radicaux,  qui  pouvaient 
compliquer  nos  opérations,  et  qui  étaient  susceptibles  du  donUe  signe  , 
auront  disparu  du  calcul  avec  les  quantités  V  et  U  qui  les  renferment. 

Cv],  Lorsque  le  point  donné  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  \k  double 
courbure ,  cette  courbe  sera  donnée  par  Tinterscction  de  deux  surfaces  ; 
alors,  L  =  o  et  K=o  étant  les  équutions  de  ces  surfaces,  les  coor- 
données des  points  où  elles  se  rencontrent  appartiendront  (paiement  aux 
deux  surfaces.  Donc  il  faudra  regarder  jr ,  ^,  z ,  que  nous  accentuerons, 
comme  les  mêmes  dans  ces  équations.  Nous  avons  encore  entre  ces  coor- 
données réquation  de  condition  dont  nous  avons  parlé  art.  (C>6}  j  par  con- 
séquent, si,  de  ces  trois  équations^  nous  éliminons  successivement  deux 
des  coordonnées,  la  troisième  sera  expiiméc  en  une  certaine  fonction  do 
quantités  connues;  et,  en  appelant  A,  R,  C  les  valeurs  de  cette  fonc- 
tion, correspondantes  h  cliacunc  des  cooi-donnécs,  nous  aurons 

a:'  =  A,     /  =  B,     z'  =  C. 

68.  Il  peut  arriver  que  Tcqualion  r|iii  résulte  de  Félimination  de  IN 
et  do  M  ne  contienne  aucune  variable  \  ce  cas  a  lieu  lorsque  les  équa- 
tions L=  o  et  K  =  o  étant  celles  d'un  plan,  sont  de  la  forme 

Ax  -+-  Br  H-  C«  H-  D  =  o  ;  car  alors  elles  ne  donnent  que  des  constanles 
pour  les  cocifîcicns  di£PéreniieL>.  Dans  cette  circonstance,  les  valeurs  des 
intensités  de  K  et  de  M,  dclei-minées  par  les  équations  (Sa),  dc\ienneiit 
indépendantes  des  coonlonnécs  x\  y' ,  a';  et  comme  ces  coordonné*** 
subsialcnt  néanmoins  entre  les  équations  des  deux  plans ,  on  voit  qu\  r. 
qurlquc  endroit  de  leur  commune  section  que  soit  placé  le  point  de 
concours  des  forces,  les  conditions  d'équilibre  pourront  être  remplit.».. 
Vue  observation  analopiue  peut  être  faite  \\  Tau.  (>5. 
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Des  forces  parallèles. 

69.  IjCS  forces  dont  nous  venons  He  iléterminer  les  coii- 
'ditions  d'équilibre  dam  let  paragraphes  préccdens,  étaient 
aupposées  n'agir  que  sur  un  seul  point  ;  mais  si  eBls  «ont  ap- 
pliquées à  difierens  points  d'uu  corps  ou  svstème  de  corps  ,  ^ 
ces  points  seront  maintenus  à  des  distances  fiiies  par  les  au- 
tres points  qui  occupeat  les  vides  du  corps,  de  sorte  que  ttî 
l'on  fait  abstraction  de  ces  points  intermédiaires,  on  pourra 
concevoir  les  points  d'application  connue  liés  entre  eux  par 
des  droites  infles-ibles. 

^o.  Consid&rons  maintenant  deux  forces  parallèles  P  et 
Q  (G(j.  35j  appliquées  aux  extrémités  d'une  droite  AB  qui  t'ig.  3 
fMupe  leurs  directions  à  angle  droit.  Nous  avons  vu ,  ar- 
tide  22,  que  pour  que  ces  forces  se  fissent  équilibre,  il 
Allait  que  la  résultante  fût  égale  à  leur  somme,  et  que  son 
poÎDt  d'application  O  divisât  la  ligne  AB  en  deux  parties  rr- 
ciproquement  proportionnelles  aux  intensités  de  ces  forces. 
Oest  une  proposition  qui  peut  encore  se  démontrer  de  la 
manière  suivante, lorsqu'on  admet  celle  du  parallélogramme 
des  forces  :  Pour  cela  ,  représentons  (fig.  3:^)  ces  forces  par  Fig-  S 
les  droites  AP  et  BQ  qui  leur  soient  proportionnelles  ',  on 
peut  ajouter  au  système  les  forces  AM  et  BN  égales  et  di- 
rectement opposées,  et  substituer  aux  quatre  forces  AP, 
AM,  BQ  et  BN,  les  diagonales  AD  et  Bl.  Ces  diagonales 
concourant  au  point  C,  il  est  permis  de  transporter  AD 
et  Bl  en  ce  point ,  en  prenant  CE  =  AD  et  CF  =  Bl.  Dé- 
composant ces  forces  CE  et  CF  en  deux  autres  rectangu- 
laires, on  construira  les  rectangles  GIj  et  Hfi.  qui  seront 
égatix  aux  rectangles  MP  el  QN  ;  et  an  lieu  des  forces  CE 
et  CF,  ou  aura  les  quatre  forces  CL,  CR,  CG  et  CH.  Ces 
deux  dernières  sont  ^ales  comme  équivalentes  aux  forces 
AM  et  BN  qui  sont  égales  par  hypothèse;  et,  parce 
qu'elles  agissent  en  sens  contraires,  elles  se  détruiront;  il 


/ 
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direction  de  ces  forces ,  alors  la  force  P  appliquée  en  A  , 
aurait  le  même  eflct  que  si  elle  était  appliquée  en  C*  Il 
en  serait  de  même  de  la  force  Q  à  l'égard  du  point  D;  et 
comme  on  a  ,1a  proportion 

P:Q;:OD:oc, 

le  rapport  de  OD  à  OC  étant  le  même  que  celui  de  OB  à 
OA  à  cause  des  triangles  semblables  OBD,  COA,  on  aurait 
donc 

P:0  -ÔB  :OA. 

Fig.  37.  ij4«  Lorsque  deux  forces  P  et  Q  (fig.  37)  agissent  en  sens 
opposés^  la  résultante  est  égale  à  la  différence  de  ces  forces. 
Pour  le  démontrer^  soit  S  (fig.  37)  la  résultante  de  deux  forces 
P  et  R  qui  agissent  dans  le  même  sens ,  nous  aurons 

S=:P  +  R...  (35); 

remplaçant  S  par  une  force  Q  qui  lui  soit  égale  et  qui  agisse 
en  sens  contraire >  l'équilibre  subsistera  entre  les  trois  forces 
P)  R  et  Q  ;  par  conséquent  on  pourra  considérer  R  comme 
la  résultante  de  Q  et  de  P^  et  Téquatton  (35)  nous  donnera , 
pour  obtenir  l'Intensité  de  R , 

R=:S  — P; 

et  comme  S  et  Q  ont  la  même  intensité ,  en  substituant  Q 

à  S ,  on  trouvera 

R  =  Q  — P. 

D'après  ce  qui  précède,  le  point  O  où  la  force  R  doit  être 
appliquée,  se  déterminera  par  la  proportion 

AB:  BO  ::  R  :Q, 

d'où  l'on  tirera 

Ou ,  en  mettant  pour  R  sa  yaleur , 
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""-  Q  — P  • 

Ce  résultat  nous  apprend  que  plus  la  dîflerence  Q  —  P 
est  petite  y  plus  O  est  éloigné  de  B  ;  donc  dans  le  cas  oii 
Q  et  P  sont  ^aox ,  BO  est  infini  et  R  nulle;  i^oh  nous  con- 
dnrons  qu'ayec  deux  forces  parallèles  égales  et  non  direc- 
tement  opposées,  on  ne  peut  établir  l'équilibre  qu'au  moyen 
d'une  force  infiniment  petite  transportée  à  une  distance 
infinie  :  donc ,  dans  ce  cas ,  il  est  impossible  de  trouyer  une 
force  qui  fasse  équilibre  à  P  et  à  Q  ;  ou  ,  en  d'autres  termes, 
P  et  Q  ne  jpeuTent  avoir  une  résultante  nnique  :  ces  forces 
n'auront  d'autre  effet  que  de  faire  tourner  AB  autour  de 
son  milieu. 

75.  Des  forces  parallèles  ^ales ,  et  non  appliquées  à  un 
même  point ,  sont  ce  que  M.  Poinsot  appelle  couple. 

76.  On  peut  appliquer  à  un  nombre  quelconque  de  forces 
paralicles,  la  tbéorie  que  nous  venons  d'exposer.    Soient 

donc  P,  P",  P*,  P*,  P•^  etc.  (fig.  38)  des  forces  parallèles  Fig.  33, 
appliquées  à  diJTérens  points  A,  B,  C^  D,  £  liés  entre 
eux  par  des  droites  inflexibles;  il  sera  facile  de  trouver  la 
résultante  de  ces  forces  et  son  poiut  d'application.  En  effet , 
on  cberchera  d'abord  le  point  d'application  M  de  la  résul- 
tante des  forces  P  et  P'  par  la  proportion 

AB  :  AM  ::P4-P'  :P', 

et  Ton  en  déduira 

..,_ABxF 

on  mènera  ensuite  une  droite  MC ,  et  l'on  clierclfera  le 
point  d'application  N  de  la  résultante  des  forces  P  +  P' 
appliquées  en  M ,  et  de  la  force  P"  appliquée  en  C ,  par 
la  proportion 

MC  :  MN  ::  p+p'  +  P"  :  P', 
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et  l'on  aura 

en  menant  ensuite  ND ,  et  chercliant  par  le  même  procédé 
le  j>oint  d'application  de  la  résultante  des  forces  P+P'+P' 
appliquées  en  N ,  et  de  la  force  P*"  appliquée  en  D  ^  on  trou- 
vera le  point  O  par  lequel  doit  passer  cette  résultante } 
enfin,  on  tirera  la  ligne  0£ ,  et  par  une  semblable  opériz- 
tion ,  on  connaîtra  le  point  d'application  K  de  la  résultante 
de  toutes  ces  forces. 

77.  Si  quelques-unes  des  forces  sont  dirigées  en  sens 
contraires,  soient  P,  P',  P",  etc.,  les  forces  qui  agissent  dans 
un  sens,  et  Q,  Q',  Q",  etc.,  celles  qui  agissent  en  sens  op- 
posé ;  nous  cbercberons  par  le  procédé  de  l'article  pré- 
Fig.  39.  cèdent ,  le  point  d'application  K  (fig.  3g)  de  la  résultante 
des  forces  P,  P',  P'',  etc. ,  et  le  point  d'application  L  de  la^ 
résultante  des  forces  Q,  Q',  Q",  etc.;  alors  le  système  se 
trouvera  réduit  à  deux  forces  parallèles,  l'une  appliquée 
en  K  et  égale  à  P  +  P'  +  F',  etc. ,  et  l'autre  appliquée 
en  L  et  égale  à  Q  +  Q'  +  Q",  etc. ,  et  l'on  cliercbera  la 
résultante  de  ces  forces  et  son  point  d'application ,  comme 
dans  l'article  74* 

Fig.  40.  78.  Si  les  forces  P,  P',  P'',  P*^,  etc.  (fig;  ^o)  restant  toujours 
parallèles  et  appliquées  aux  mêmes  points,  prennent  les  po- 
sitions AQ,  BQ',  CQ",  DQ'*',  etc. ,  la  résultante  ne  cbangera 
pas  de  point  d'application  ni  d'intensité ,  mais  deviendra 
seulement  parallèle  à  la  nouvelle  direction  des  forces  ;  car 
l'opération  qui  a  fait  trouver  îe  point  d'application  de  la 
résultante,  ne  dépendant  que  des  intensités  des  forces  et 
des  distances  respectives  des  difTérens  points  d'application, 
les  données  restent  les  mémos  lorsqu'on  change  la  direction 
commune  des  forces. 

79.  Par  exemple ,  si  les  forces  P  et  P'  prennent  les  direc- 
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tîons  parallèles  AQ ,  BQ^  on  a  P,  P'  et  AB  pour  détei*mî- 
lier  le  point  M,  et  l'on  Toit  que  les  données  sont  les  mêmes 
qœ  lorsque  les  forces  ayaîent  les  directions  AP  et  BP^^  ainsi 
de  snitè. 

Le  point  par  lequel  passe  la  résultante  de  toutes  les 
forces  parallèles^  quelle  que  soit  leur  inclinaison  commune, 
est  appelé  le  centre  des  forces  parallèles. 

80.  Cherchons  maintenant  les  coordonnées  du  centre  «des 
ibroes  piarallèles.  Pour  cet  effet  soient  M ,  M',  M"^  etc. ,  les 
points  d'application  des  forces  P,  P^  P",  etc. 

s  f  y  j    s  les  coordonnées  du  point  M , 

x',    y\    % celles  du  point  M', 

x*,  jr*,   ** celles  du  point  M", 

Sxf  y\%  '1 celles  du  centre  des  forces  parallèles  ;  Fig.  4 1 

el représentons  par  N  (fig.  ^\)  le  point  d'application  de  la 
résnltante  des  forces  parallèles  P  et  V y  nous  aurons 

MMf:  M'N  ::P  +  F:P; 

f  une  aatre  part  les  triangles  semblables  ML^M',  NLM'  nous 
donnent 

MM': M'N  ::  ml'  :nl. 

On  tire  de  ces  deux  proportions 

ML'riNL::  p  +  p':  p; 

donc 

(P  +  P')  ]SL  =  P  X  ML'i 

ajoutons  dans  les  deux  membres  (P  +  P')  LK,  on  aura 

(P  +  P')  (NL  +  LR)  =  P  (ML'+  LI^)  +  F .  LK  ; 

el,  observant  qu'on  a 

NL+LK  =  ]NK, 
MU  +  LK  =  MH  , 
LK  =  Mlf, 
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a  =«'=«"=«*=  etc.     et      y  =  y  =z y"  =z y"  z=z  tic.  y 

et  les  équations  (36)  et  (87)  se  réduiraient  à 

R  =  P  +  P'4-P''  +  p-'  +  etc...   (39), 

et  il  ne  resterait  plus  que  celle-ci , 

Rav  =  P*  +  Vx'  +  P V  +  F'ar*  +  etc . . .   (40). 

Dans  ce  cas,  on  pourrait  se  dispenser  de  prendre  trois  axes 
rectangulaires;  il  suffirait  de  compter  les  x  par  la  Hgoe 
AB. 

Par  exemple,  si  Ton  avait 

ar=:9,     ar^  =  3,     ar"  — —  3,     x'=  —  ^, 
F  =  -iP,     r  =  -^3P,    P'=2P.  , 

En  mettant  ces  yaleurs  dans  les  équations  (89)  et  (4o),  on 
trouTeratt 

R  =  P  — ^P  — §P  +  2P=^î*P, 
Rar,=9P  — P  +  2P  — 8P=:2P; 

d'où  l'on  déduirait 


ar,  =  I. 


86.  Cherchons  maintenant  les  conditions  d'équilibre  des 
forces  parallèles.  Gomme  on  peut  toujours  disposer  des  plans 
coordonnés  de  la  manière  la  plus  convenable  au  problème , 
nous  supposerons  Taxe  des  z  parallèle  à  la  direction  des 
forces.  Cela  posé,  ayant  réduit  toutes  les  forces  qui  agissent 
Fig  4{.  dans  un  sens,  à  une  seule  résultante  R^  (fig.  44)  >  ^*  tontes 
celles  qui  agissent  en  sens  contraires,  à  une  autre  résul- 
tante R^^,  il  y  aura  équilibre  dans  le  système,  si  ces  deux 
résultantes  sont  directement  opposées  et  égales  en  inten- 
sité, quoique  de  signes  difierens. 

Pour  que  la  première  de  ces  conditions  soit  remplie,  il 
faut  que  la  distance  C/C''  soit  nulle,  ce  qui  exige  que  les 
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coordonnées  jr^  et  y^  du  centre  C  soient  les  mêmes  que  les  Fîg.  {{. 
coordonnées  x^  et  y^  du  centre  C. 
On  aura  par  conséquent  y 

La  seconde  condition  sera  remplie  si  l'on  a 

R,  =  —  Rfl»  •  •  (4')* 

En  multipliant  les  deux  premières  équations  par  la  troi- 
sime^  on  trouvera 

R^^  =  — R^x^...  (42), 

Ky,=  —  '^i,yis'"  (43); 

par  la  propriété  des  momens,  nous  aurons i  en  nommant 
P,  F,  P*,  etc. ,  les  composantes  de  R^,  et  P*,  P*^,  etc.,  celîrs 

de  R% 

R  *^  =  P*   +  Far'    +  P"*"  +  etc. , 

R.*^  =  P^ar*  +  P>V^  +  PV  +  etc.; 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (  4^  )  y  on  la  ré- 
duira à 

P* + F/+  ^x'^  F'x'+  V'W+  P^*^+  etc.  =  o. . .  (44). 

Far  le  même  procédé,  l'équation  (43)  nous  donnera 

py  +  Fy  +  Py+  P^y-l-  P'>*'+  ^Y+  etc.  =  o. . .  (45). 

Enfin  si  dans  l'équation  (4i)  on  substitue  les  valeurs  de 
R^  et  de  R^,  on  obtiendra 

P-f.F  +  P*  +  P*  +  P''  +  P^  +  etc.=:o...  (46). 

87.  Lorsque  les  équations  (44)  >  (4^)  ^^  (4Q  sont  satis- 
faites, les  forces  parallèles  sont  en  équilibre.  Ces  équations 
expriment  donc  les  conditions  suivantes  :  //  y  aura  équi- 
libre dana  le  système,  si  la  somme  des  momens  des  forces j 
pris  par  rapport  aux  deux  plans  rectangulaires  parallèles 
à  la  direction  commune j  est  égale  à  zérOj  et  si  en  même 
temps  la  somme  des  forces  est  également  nulle. 


r 
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88.  Il  y  aurait  encore  équilibré,  si  la  résultante  dei 
forces  parallèles  passait  par  un  point  fixe  ;  car  elle  serait 
détruite  par  la  résistance  de  ce  point. 

Des  forces  situées  dans  \ùn  plan^  et  appliquées 
à  differens  points  liés  entre  eux  dune  manière 
invariable. 

r 

Fig.  45.  89.  Soient  P,  P',  P",  P"',  etc.  (fig.  45)  plusieurs  forces  qui 
agissent  dans  un  plan  que  nous  supposerons  être  celui  des 
X  >  y  y  6*  ^P^  sont  appliquées  aux  points  A,  B  ,  C,  D  ,  si- 
tués dans  ce  plan,  et  inyariablement  liés  entre  eux.  Nous 
allons  d'abord  indiquer  la  construction  qui  est  en  usage 
pour  obtenir  leur  résultante,  lorsque  ces  forces  peuTcnt 
se  réduire  à  une  seule.  Pour  cela,  ayant  pris  les  parties 
ha  y  B&,  Ce,  De/,  proportionnelles  aux  intensités  de  ces 
-•  forces,  on  prolongera  les  droites  Aa  et  B6  jusqu'à  leur  point 
de  concours  G,  et  ayant  transporté  en  ce  point  les  forces 
Aa  et  B&,  on  construira  le  parallélogramme  GG';  alors  là 
diagonale  GG'  de  ce  parallélogramme  représentera  en  iu"* 
tensité  la  résultante  des  forces  Aa  et  B6  ;  on  prolongera  en- 
suite GG'  et  Ce  jusqu'à  leur  point  de  concours  H,  et  ayant 
transporté  en  ce  point  les  forces  GG'  et  Ce ,  on  construira 
le  parallélogramme  IIH'  dont  la  diagonale  HH'  représentera 
la  résultante  des  forces  GG'  et  Ce ,  et  par  conséquent  celle 
des  forces  Aa,  B&  et  Ce.  On  prolongera  ensuite  UH''  jus- 
qu'à sa  rencontre  en  I  avec  la  direction  de  De/,  et  ayant  cons- 
truit le  parallélogramme  IF,  la  diagonale  W  sera  la  résul- 
tante de  tout  le  système. 

go.  Si  dans  cette  suite  d'opérations  il  se  trouvait  des 
forces  parallèles ,  en  les  combinant  deux  à  deux  ,  on  déter- 
minerait leur  résultante  par  les  articles  (71),  (72)  et  (74) ,  et 
celte  résultante  serait  égale  à  leur  somme  ou  à  leur  différence. 

Si  ces  forces  parallèles  étaient  égaies  et  non  directement 
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«pposces^  on  en  composerait  une  avec  los  autres  forces  du 
SfiièmBy  et  Ton  continuerait  les  opérations  comme  nous 
Tenons  de  le  Toir  ;  mais  sî  ces  deux  résultantes  étaient  celles 
de  tont  le  système,  on  conclurait  d'après  Vart.  74 9  qu'il  ne 
peut  se  réduire  à  une  seule  résultante. 

91.  Si  dans  cette  construction ,  la  dernière  résultante 
était  nulle  y  il  est  certain  que  l'équilibre  subsisterait  dans 
le  système. 

92.  On  peut  remarquer  que  la  construction  précédente 
rcrient  à  transporter  au  point  I  les  forces  parallèlement  k 
elles-niémes ,  et  à  composer  en  ce  point  toutes  ces  forces  en 
une  seule. 

£n  efiet^  en  prenant  seulement  trois  forces  P,  Q  et  S 
(  fig.  4^  ) ,  la  résultante  DC  des  forces  P  et  Q  ayant  été  Fig.  jG 
transportée  en  D'C,  on  peut  décomposer  D'C  en  D'P'  et 
en  D'Q',  et  l'on  voit  que  D'P'  et  D'Q'  sont  parallèles  à  DP 
et  a  DQ,  en  yertu  de  l'égalité  des  parallélogrammes. 

gS.  Cherchons  maintenant  les  conditions  analytiques  de 
Féquillbre  de  tes  forces.  Pour  cela ,  considérons  d'abord  trois 
forces  P^  V^,  V,  appliquées  toujours  à  Jifferens  points  fixes 
d'nn  système  y  une  des  conditions  nécessaires  pour  que  ces 
forces  soient  en  équilibre ,  est  qu'elles  concourent  en  un 
point  En  effet ,  si  les  forces  P  et  P'  (  lig.  %']  )  devaient  Flp.  .■7, 
être  mises  en  équilibre  par  une  troisicrme,  il  faudrait  que 
cette  force  fût  dans  la  direction  de  la  résultante  de  P  et 
de  P',  pour  pouvoir  détruire  celle  résultante.  Or  P  et  P' 
concourent  en  D  ;  donc  ce  point  D  est  sur  leur  résultante , 
et  par  conséquent  sur  celle  de  la  troisième  forcer  donc  cette 
troisième  force  peut  s'appliquer  en  D. 

Si  au  contraire  la  troisième  force  ne  pouvait  pas  s'appli- 
quer au  point  de  concours  D  des  deux  autres  ^  cette  force 
P*  (fig.  48)  couperait  la  direction  de  la  résultanlc  DR  de  Fij.  4^, 
P  cl  de  P'  en  un  point  E ,  et  alors  1rs  droites  R  cl  P"  fe- 
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raient  nécessairement  entre  elles  un  angle  P'^ER;  donc  ce^ 
forces  P"  et  R  auraient  une  résultante;  d'où  il  suit  qu'elles 
ne  pourraient  être  en  équilibre. 

94.  Lorsque  les  forces  P,  P',  P*  concourent  en  un  point 
A,  on  le  pourra  prendre  pour  point  d'application  de  ces 
forces,  en  les  transportant  en  ce  point  parallèlement  à 
leurs  directions,  art.  92;  alors  les  conditions  d'équilibre 
seront  les  mêmes  que  celles  des  forces  appliquées  à  un 
point. 

Ces  conditions  seront  qu'on  ait 

P  cos  «  +  P^  cos  «' +  P"  cos  «c"  =  o , 
P  cos  ff  +  P'  cos  S'  +  P"  cos  C"  =  o. 

A  ces  équations,  il  faut  joindre  celle  que  nous  allons  déter- 
miner pour  la  condition  du  concours  des  forces. 

95.  Soient  donc  P,  P'  et  R  trois  forces  qui  concourent 
Fig.  49.  en  A  (fig.  49)«  Si  par  un  point  C,  pris  arbitrairement, 

on  mène  en  A  une  droite  GA,  et  que  de  ce  point  C  on 
abaisse  des  perpendiculaires  CI ,  Cl',  CF^  les  triangles  rec- 
tangles  CAI ,  CAl',  GAI''  auront  une  même'  hypothénuse  ; 
c'est  cette  bypotliénuse  commune  à  ces  triangles ,  qui  cons  - 
titue  la  condition  du  concours;  car  elle  n'appartient  à  la 
fois  aux  trois  triangles ,  que  parce  qu'ils  ont  le  même 
sommet  A. 

Par  ce  point  Amenons  une  perpendiculaire  ABà  la  droite 
CA  ;  et  des  extrémités  des  droites  AP,  AF,  AR  qui  repré- 
sentent les  intensités  des  forces ,  abaissons  les  perpendicu- 
laires PD ,  P'D',  RD"  sur  AB  ;  les  triangles  rectangles  AGI , 
APD  seront  semblables ,  parce  que  les  angles  formés  par 
AP  avec  les  parallèles  A  G  et  PD,  sont  égaux,  comme  al- 
ternes ,  internes  j  nous  aurons  donc  la  proportion 

AG  :  CI  ::  ap  :  aD; 

et  si   nous  faisons  AC=o,  CI  =/?,  cette  proportion  de- 
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Tiendra 

c:/>::P:AD; 

d  0&  nous  tirerons 

c 

en  nommant  de  même  />'  et  r  les  perpendiculaires  Cl'  et 
Cl'ynons  trouTerons 

c  c 

Cela  posé  ^  si  R  est  la  résultante  de  P  et  de  P'^  la  compo- 
sante de  R  suiyant  la  droite  AB ,  sera  égale  à  la  somme  des 
composantes  de  AP  et  de  AP',  suivant  cette  droite  (^)  ; 
par  conséquent  on  aura 

Aiy  =  AD  +  AD'. 

Mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  que  nous  venons 
de  trouver ,  elle  devient 

Rr      P/>  .    Vp' 

et  en  supprimant  le  diviseur  oonmiun,  on  la  réduit  à 

Rr  =  P/>  +  Py...(47). 

96.  Si  le  point  C  était  situé  dans  l'angle  des  forces  P 
etP'^ou  dans  son  opposé  au  sommet^  le  moment  de  la  résul- 
tante R  serait  égal  à  la  différence  des  momens  des  compo- 

(*)  C^est  ce  qa'il  est  facile  de  démontrer  en  construisant  le  parallclo- 
gramme  APRP'  (fig.  5o),  et  en  menant  P£  parallèlement  à  AB  j  les  Fig.  50é 
triangles  P1SR,  ADP  sont  égaux  et  donnent 

AD  =  P'E  =  D'D". 

Mettant  donc  D'U"  à  la  place  de  AD  dans  Tcquation  identique 

AD*'  =  Aiy  +  D'D", 
on  a 

AD''=Aiy+AD. 

Èlem,  de  Mécanique.  4 
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santés  ;  de  sorte  que  Ton  aurait 

Rr  =  P/?  — F/...  (48)  C). 

97.  Nous  avons  tu  (art.  79) ,  que  le  moment  d'une  forcé 
par  rapport  à  un  plan^  était  le  produit  de  l'intensité  de 
cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée, de  son  point 
d'application  sur  ce  plan.  Far  analogie,  nous  appellerons 

Fig.  52.  moment  df  une  force  par  rapport  à  un  point ^  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  ce  point  sur  la  direction  de  cette  force. 
Les  équations  (4?)  et  (48)  nous  apprennent  donc  que  le 
moment  de  la  résultante  de  deux  forces^  est  égal  à  la 
somme  ou  à  la  difierence  des  raomens  des  composantes, 
suivant  que  le  point  C!  qu'on  nomme  le  centre  des  momens  j 
est  situé  hors  des  angles  opposés  au  sommet  PAP'^  LAL'  ' 
(fig.  62)  y  formés  par  les  directions  des  composantes^  ou  se 
trouve  dans  l'un  de  ces  angles  opposés  au  sommet.  - 

98.  On  peut  comprendre  ces  deux  cas  dans  un  seul ,  en 
disant  que  le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  est 
égal  à  la  somme  des  momens  de  leurs  composantes  :  alors  le 
mot  somme  est  pris  dans  un  sens  plus  général ,  et  comprend 
l'assemblage  de  plusieurs  termes,  sans  avoir  égard  awt 
signes  qui  les  affectent. 

99.  La  condition  du  concours  des  forces  vient  de  nous 
conduire  à  la  théorie  des  momens^  il  ne  nous  reste  plus  que 
d'en  déduire  la  troisième  équation  d'équilibre. 

Pour  cet  eifet,  nous  remarquerons  préliminaire  ment  que 

(*)  Dans  le  cas  oii  lo  poiot  C  csi  situé  clans  Tanglc  des  forces,  le»  Irian- 
Fîg.  5i .  glcs  PAD  ei  P'ER  (fig.  5i)  étant  égaux,  on  a 

])ar  conséquent  on  peut  changer  iVquaiion  identique 

AD"— AD'— b'D", 
en  celle-ci 

AD" = AD'  — AD. 
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lorsque  deux  forces  égales  P  et  F'  (fig.  53)  aont  tenues  en  ^^3.* 
équilibre  par  une  troisième  P*,  cette  force  P'  doit  être  égale 
à  la  résultante  R  des  deux  autres  forces ,  et  d'un  signe 
contraire.  Cela  posé,  si  nous  abaissons  une  perpendiculaire      • 
p'  sur  la  direction  de  P'  qui  est  aussi  celle  de  B.|  nous 
aurons  par  le  principe  des  momens, 

Cl  en  remplaçant  R  par  —  P*,  cette  équation  deriendra 

Vp  +  V'p'  +Vp'  =  o. 

Ainsi  les  équations  d'équilibre  de  trois  forces  situées 
dans  un  plan^  et  appliquées  à  diSerens  points  AyB^  D, 
sont 

P  cos  tf  +  P*  ces  «'  +  P*' cos  «"  ==  o. . .  (49), 

P  cos  C  +  P' cos  C  +  P*  cos «*  =  o. . .  (5o), 

Pi>  +  Pji'+F'p'  =  o...  (5i). 

100.  Pour  passer  au  cas  où  plus  de  trois  forces  sont  en 
équilibre»  regardons  P  comme  la  résultante  de  deux  forces 
F**  et  P'%  nous  aurons 

P/>  =  F'/>*  +  PV^ 

Substituant  cette  yaleur  dans  l'équation  (5i)  nous  la  cban- 
gérons  en 

p>'+  py + PV + P*  V = o- 

Par  une  isemblable  opération ,  les  équations  (49)  et  (5o) 
deviendront 

P'  cos«'  +  P"  cos»*  +  F  cos  a'  +  P'^  cos  «»'  =  o, 
P'  ces  C'  +  ?''  ces  C"  +  F'^eos  r'  +  P»^  cos  C"  =  o. 

10 1.  Ce  procédé  pouvant  s'étendre  à  un  plus  grand 
nombre  de  forces,  nous  aurons  pour  les  équations  générales 
de  Téquilibre  des  forces  appliquées  h  différens  points  et  si- 
tuées dans  un  plan, 

r 
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i'  +  r  co.  ••  +  elc.  : 


P  co.  .  +  P'  co!  •'  +  r  co.  ••  +  elc.  =  o. . .  (53), 

r  ooj  C  +  P'  coj  r  +  P-  COI  e"  +  etc.  =  o . . .  (53) . 

Pf  +  P'p  +  P V  +  elc.  =  o . . .  (54). 

102,  Oa    emploie  quelquefois   une  notation    coiumode 
pour  exprimer  ces  équations,  eu  les  écriraut  de  la  manière 


i:(Pco,.)  = 


!;(Pcos£)  = 


i(Pp)  = 


Par  le  caractère  grec  2,  on  entend  une  somme  de  quan- 
tités de  la  forme  de  celle  qui  est  comprise  entre  les  pa— 
renllièscs  (_Nate  quatrième). 

io3.  Le  procédé  qui  nousasprvià  trouTer  rétjnation  (47), 
nous  fournit  les  moyens  de  tlcmoutrer  une  règle  facile 
pour  reconnaître  les  signps  qui  doivent  affecter  les  différens 
momens  des  forces.  En  elFet,  si  l'on  suppose  que  le  centre 

Fig.  54- fiseC  des  moraens  (fig.  54),  soit  situé  lioi's  de  l'angle  des 
forces  extrêmes  ou  de  son  opposé  au  sommet,  et  que  ces 
forces  PiP',  P",  etc.,  agissent  par  pulsions,  el  restent  inva- 
riatilemcnt  liées  aux  perpendiculaires  p ,  p' ,p",p'',  etc.,  ces 
forces  feront  tourner/),^',/*",  etc., dans  le  même  sens  autour 

Fig<  55.  du  point  C  ;  si  au  contraire  le  centre  C  (  lig.  55)  est  dans 
l'angle  des  forces  extrêmes  ou  dans  son  oppo^  au  sommet , 
les  forces  P,  P',  P",  etc  ,  situées  dit  même  côte  de  G,  fe- 
ront mouvoir  p,  p' ,  p",  elc. ,  dans  le  même  sens  autour  du 
point  C,  tandis  que  les  forces  P",  P",  etc. ,  feront  tourner 
p",^",  etc.,  en  sens  contraire  autour  dû  même  point.  Or 

les  expressions    —,    — ^j   etc.,   représentées  par    AD, 

AD',  etc.,  étant  de  signes  différens  que  AD",  AD",  etc.  , 
il  en  résulte  que  les  forces  qui  ont  des  nmmens  de  mêmes 
signes,  tendront  à  faire  tourner  le  système  dans  un  sens; 
tandis  que  les  forces  qui  ont  des  momens  de  signes  con- 
traires, tendront  à  le  faire  tourner  en  sens  contraire. 
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104.  Dans  le  cas  où  les  forces  ne  sont  pas  en  équilibre,  le 
moment  de  la  résultante  sera  égal  à  la  somme  des  momcns 
des  forces  qui  tendent  k  faire  tourner  le  système  dans  le 
même  sens  que  cette  résultante  ,  moins  la  somme  des 
momens  qui  tendent  h  faire  tourner  le  système  en  sens  con- 
traire. 

io5.  D'après  ce  qui  précède  »  l'équation  2  (  Pjo  )  =  o 
nous  dit  que  la  somme  des  momens  des  forces  qui  tendent 
à  faire  tourner  le  système  dans  un  sens,  est^ale  k  celle  des 
momens  des  forces  qui  tendent  k  le  faire  tourner  dans  un 
sens  contraire. 

io6.  Si  dans  le  système  supposé  en  équilibre,  on  supprime 
Pane  des  forces  (  par  exemple  P  ) ,  les  autres  forces  auront 
une  résultante;  cette  résultante  deyant  agir  en  sens  op« 
posé  de  V  qui  tenait  les  autres  forces  en  équilibre  ;\  au  lieu- 
des  équations  (JS2),  (53)  et  (54)>  nous  aurons  celles-ci  : 

Rcos  a^=V^  cos/  +  P*'co8«e*  +  ^^5os«*+  etc., 

R  cosfc  r^F  oosC  +  P^cosC*  +  P^cosC*  +  etc., 

Hr^Vp'  +  Vp'  +  Vp'  +  eXe., 
oa 

R  cos  a=  2 (P  cos  «)  =  X, 

R  cos  Z>=  2  (P  cos  ^)  =  Y, 

Rr=2:(Pp). 

107.  Au  moyen  de  ces  équations,  on  pourra  obtenir  tovt 
ce  qui  est  relatif  à  la  résultante. 

Car  ]K)ur  déterminer  son  intensité,  les  deux  premi^res 
donneront 

R*  (cos ««+  cos C»  )  =  X*  +  Y% 

et  parce  que  la  somme  des  carrés  des  cosinus  est  égale  à 
l'unité,  nous  aurons 

R*  =  X*  +  Y*. 
Les  mêmes  équations  feront  connaître  l'inclinaison  de  la 
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résultante  a  Tégard  des  a?(es  ;  car  ces  équations  nous  don* 


neronè^ 


X  Y 

cosa=:p-«    cosfts^^. 


io8.  Pour  placer  la  résultante  dans  le  système  9  on  ccm^- 
mencera  par  déterminer  la  position  d'une  droite  AB  qui 
passerait  par  l'origine  et  serait  parallèle  à  la  résultante. 
Pour  cet  efiet^  le  signe  de  cos  b  fera  d'abord  connaître 
si  AB  doit  être  situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  Paxe  des  s; 
car  lorsque  oos  b  est  positif  ^  la  droite  AB  deyant  faire  un 
angle  aigu  avec  l'axe  des  j^,  ne  peut  prendre  que  Pune  dés 

Fîg.  56.  positions  indiquées  dans  la  figure  56.  An  lieu  que  lorsque 
C(  s  &  est  r  é^atif ;  la    droite  AB  doit  se  trouver  dans  l'une 

Fig.  57.  àea  positions  marquées  dans  la  fig.  57.  Ainsi  quel  que 
fioit  le  signe  de  cos  ^ ,  la  droite  AB  est  susceptible  de  prendre 
deux  positions  différentes  à  l'égard  de  l'axe  des^^:  dans  l'une 
elle  fera  un  angle  aigu  ayec  l'axe  des  x,  et  dans  l'autre  elle 
fera  ayec  cet  axe  Un  angle  obtu».  Le  signe  de  cos  a  détermi-* 
nera  ensuite  celle  de  ces  deux  positions  qui  convient  au 
problème;  car  si  cos  a  est  positif,  l'angle  formé  parla  droite 
AB  avec  l'axe  des  x,  sera  aigu,  tandis  que  cet  angle  se  trou- 
vera obtus  si  dos  a  est  négatif. 

Ayant  ainsi  fixé  la  position  de  la  droite  AB ,  on  lui 
mènera   par   l'origine    A    une  perpendiculaire   égale    à 

Fig.  58.  r=  -:^.  Cette  perpendiculaire  sera  représentée  (fig.  58) 

par  AO  ou  par  AO',  suivant  le  signe  de  r,  et  la  parallèle 
OR  ou  (yR',  à  la  droite  AB,  indiquera  la  direction  deJa 
résultante. 

109.  Pour  obtenir  l'équation  de  la  résultante,  nous  ob- 
serverons que  dans  le  cas  le  plus  général,  la  résultante  cou- 
Fig.  59;  pant  l'axe  des  ^  en  un  certain  point  B  (fig.  59  ) ,  son  équa- 
tion doit  être  de  cette  forme 
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y=^x  tang  D  +  AB . . .  (55).  *  «S-  59- 

Gomme  l'angle  que  fait  la  direction  de  la  résultante  arec 

l'axe  des  x  est  représenté  par  a ,  nous  ayons  D  =  a ,  et  par 

conséquent  > 

-^        sin  a       cos  à       P  cos  b        Y 

tangD  = = =  ^ =  .=7-. 

^  cosa       oosa        F  cos  a        X 

A  P^rd  de  AB,  sa  valeur  est  donnée  par  l'équation 

OA  =:  AB  cos  OAB. 

L'angle  OAB  qui  entre  dans  cette  équation,  est  égal  à  D , 
paisqne  ces  angles  sont  l'un  et  l'autre  complémens  de  O  AD. 
Noos  pourrons  donc  remplacer  OAB  par  D,  ou  plutôt  par 
a;  et  comme  OA  n'est  autre  chose  qae  la  perpendicu- 
laire qui  a  été  abaissée  du  centre  des  momens  sur  la  di«  \ 
rection  de  la  résultante  et  que  nous  ayons  représentée  par 
r,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédeute , 
nous  trouverons 

r  -=  AB  cos  a , 
et  par  conséquent, 

AB==-^. 
cosa 

Mettant  cette  valeur  de  AB  et  celle  de  tang  D  dans  l'é((ua- 
tiou  (55),  nous  obtiendrons 

_Y       ,    _^  _ Y  Rr      _  Y  l\r 

^       X  cos  a       X  R  cos  a        X  '         X  ' 

Faisant  évanouir  le  di?is^ur  commun  X,  et  réunissaut 
les  termes  en  s  et  en  j^  dans  le  premier  membre ,  on 
trouvera 

j^X  — xY  =  R/-, 

ou  en  remplaçant  R/*  par  sa  valeur  2P/?,  on  aura  pour  Véqua- 
tlon  de  la  résultante. 
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_yX  — *Y  =  zPy^ 

1 1  o.  Dans  le  cas  do  l'équilibre ,  X  et  Y  sonl  nuls ,  et  celte 
équation  se  réduit  à  "ZFp  =  a  ,  résultat  qui  s'accorde  aret: 
ce  qui  précède. 

III.  Les  données  qui  suffisent  pour  pouvoir  déterminer 
la  direction  de  la  résultante  étant,  i".  les  intensités  des 
forces;  2°.  les  angles  desquels  dépendent  leurs  directions; 
3°.  les  coordonnées  de  leurs  points  d'application ,  il  con- 
Tiendrait  de  pouvoir  substituer  h  l'équalion  (54)  >  une 
autre  dans  laquelle,  au  lieu  des  expressions  p,  p', /)",  etc., 
on  fît  entrer  les  coordonnées  des  points  d'application  des 
forces.  Pour  parvenir i à  ce  but,  plaçons  l'origine  ei 
Fig.Go.  (iîg.6o}',  et  soient  jt  etjles  coordonnées  du  point  d' 

plication  M  d'une  force  représentée  en  intensité  par  la  droite 
MP,  les  composantes  de  H  parallèlement  aux  aies  Aj:  et 
&.y,  seront 

MN  ^  P  cos  «, 
MQ  =  Pcose. 

Abaissons  de  l'origine  A  les  perpendiculaires  AO,  AFet  A£ 
snr  les  directions  prolongées  de  MP  et  de  ses  composantes, 
nous  trourerons 

OA  X  MP  =^  moment  do  la  résultante  P , 

AF  X  MN  ;=  moment  de  la  composante  P  cos  « , 

AE  X  MQ  =  moment  de  la  composante  P  cos  £; . 

or,  en  regardant  les  forces  comme  agissant  par  pulsion 
la  résultante  R  et  la  composante  P  cos  «  tendront  a  faire 
tourner  AO  et  AF  autour  du  point  A  dans  le  même 
Nous  affeclerons  donc  du  signe  positif  les  momens  de  ces 
forces ,  et  nous  donnerons  le  signé  négatif  au  moment  de  la 
force  P  C08  S,  qui  lend  à  faire  tourner  AE  en  sens  contraire 
autour  du  point  A.  Ainsi  nous  aurons  l'équation 
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Pour  la  même  raîsoa , 

py  z^yP'  co8«'  — x'F  cosC, 
PV  =yF  00s m'  —x'r  CO8  c*, 
P>* =^TP*  cos  *•  —  *T*  C08  €• , 
etc.  etc.  etc.  î 

en  substituant  ces  Taleors  dans  l'équation  des  momens,  elle 
dcfiendra 

P  Cr  cos  M^x  cos  ff)+P'Cy'cos  tt'— X  cos  C  )+etc=o...  (56)  j 

par  conséquent  nons  aurons  pour  celle  de  la  résultante , 

^X  — xT=S[PO^cos«  — *cosC)]. 

112.  Nous  aTons  tu  que  pour  déterminer  les  signes  des 
momens  P/>,  P/>',  etc.,  qui  entrent  dans  l'équation  (54), 
il  Êdlait  faire  usage  de  la  règle  de  l'article  1 07 ,  qui  est  un 
peu  étrangère  aux  considérations  analytiques;  mais  lorsque 
par  une  transformation  cette  équation  sera  devenue  celle 
que  nous  ayons  indiquée  par  (56),  il  suffira  pour  déter- 
miner les  signes  des  momens,  défaire  usage  de  la  rëglo  des 
signes  (art.  87  et  38),  en  ayant  seulement  le  soin  de  changer 


{*)  Voici  de  quelle  manière  on  pourrait  démontrer  directement  cette 
équation. 

Les  angles  a  et  C  <ftant  ceux  que  la  droite  MD  (  fig.  Sq  )  forme  avec 
les  directions  des  axes  coordonnas ,  ces  angles  sont  compk'mcns  Tnn 
de  Tautrej  etconmie  nous  ayons  tu,  que  l'angle  CEM  était  égal  h  «, 
il  faudra  que  son  complément  CED  soit  égal  à  C.  Cela  posé,  nous 
arons 

AO  =  EC  — FE, 

on 

p  =  ME  cos  CEM  —  AE  cos  FEA. 

Substituant  à  la  place  de  toutes  ces  quautitcs  leurs  valeurs  aoulytiqucs, 
nous  trouverons 

p  =  jr  cos  *  —  X  cos  C. 
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aussi  les  signes  des  coordonnées ,  lorsque  de  positives  elles 
deviennent  uégatiyes. 

Par  exemple^  soit  une  force  P  située  à  l'égard  des  ai^es 
l'ig*  6i.  coordonnés  kx  et  Ky^  comme  nous  Pavons  placée  (  fig.  6t  ). 
Le  moment  de  cette  force  étant  en  général  P  (y  cos  « — xcosC)^ 
pour  le  modifier  convenablement  à  ce  cas  particulier ,  noua 
avons  X  négatif j  y  positifs  cos  «  négatifs  cos  C  négatif;  donc 
le  moment  de  cette  force  ^  en  ayant  égard  aux  signes ,  de- 
viendra 

P  (  "— ^ cos  •— :c  cos C). 

Il 3.  Remarquons  qu'il  y  a  toujours  une  hypothèse  pri- 
mitive faite  tacitement  sur  les  signes.  Gstte  hypothèse  est 
ici;  qu'une  force  dont  la  direction  CD  (fig.  60)  coupe  Faxe 
des  y  y  a  son  moment  Pp  positif. 

1 14*  Les  équations  d'équilibre  (49);  (5o)  et  (5i)  expriment 
la  condition  que  toutes  les  forces  du  système  se  réduisent  à 
deux  forces  égales  et  directement  opposées.  En  effet,  si  nous 
appelons  P  cos  «,  P'  cos  «',  etc.,  les  composantes  parallèles  à 
Taxe  des  x  qui  agissent  dans  un  sens,  et  P*'  cos  <•*,  P*  cos  a"',  etc. 
celles  qui  agissent  dans  un  sens  opposé,  l'équation  (49)  re- 
viendra à  celle-ci  : 

P  cos  <t  +  F  cos  tt  +  etc.  =  P"  cos  <*"  +  P^  cos  oT  +  etc. 
Les  forces  P  cos«,  P'  cos/,  etc.,  étant  parallèles,  nous  pou- 
vons, parla  composition  des  forces,  les  réduire  à  une  seule 
X'  égale  à  leur  somme  et  parallèle  à  leur  direction.  Opé- 
rant de  même  à  Fégard  des  forces  P"  cos  »,  V"  cos  a*,  etc. , 
et  appelant  X"  leur  résultante,  le  système  de  toutes  les 
forces  parallèles  à  l'axe  des  x  se  réduira  à  celui  de  deux 
forces  X'  et  X"  égales  et  dirigées  en  sens  contraire. 

Par  une  même  construction,  nous  convertirons  toutes  les 
forces  parallèles  à  l'axe  des  y,  à  deux  résultantes  Y'  et  Y 
égales  et  dirigées  en  sens  contraire. 

Transportons  les  forces  X'  et  Y'  à  leur  point  de  rencontre 
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M  (  fig.  6a  ) ,  et  les  forces  X*  et  Y"  à  leur  point  de  rencontre  *"g-  ^' 
Nyiious  pourrons  construire  les  rectangles  MA  et  INB ,  clans 
k^veb  ks  côtés  MC,  MD,  NE,  MF  représenteront  les 
forces  X',  Y\  X%  T";  et  comme  les  côtés  homologues  de  ces 
rectangles  sont  égaux,  il  en  sera  de  même  des  diagonales 
MA  et  NB  dont  les  directions  se  trouveront  parallèles ,  eu 
vertu  de  l'^alité  des  triangles  AMD,  BINE. 

Les  équations  X  =  o,Y=o  expriment  donc  cette  con- 
dition, que  les  forces  situées  dans  un  plan  peuvent  se  ré- 
duire «  deuxforces  MA  et  NB,  égales,  parallèles  et  dirigées 
en  aens  contraires;  mais  ces  équations  ne  disent  pas  que  les 
forces  MA  et  NB  agissent  dans  la  même  direction.  Pour  que 
cela  ait  lieU|  il  faut  que  réquation  2P/>  =  o  soit  satisfaite  : 
en  effet,  nommons  R'  et  B'  les  forces  MA  et  NB,  et  r'  et  r" 
les  perpendiculaires  OP  et  OQ  abaissées  d'un  point  O  pris 
Iiors  des  directions  prolongées  de  ces  forces  *,  comme  K  et 
V  agissent  en  sens  contraire,  les  momens  de  ces  forces 
seront  dediSerens  signes,  et  l'équation  2Pp=o  sera  rem- 
placée par  celle-ci , 

RV— RV=:o. 

Par  hypotlifese,  R'  et  R"  ont  les  mêmes  intensités;  ainsi  en 
supprimant  R' et  K"  comme  des  facteurs  égaux  dans  l'équa- 
tion précédente,  nous  la  réduirons  à 

par  conséquent,  la  différence  des  droites  OP  =  r  et 
OQ^r"  étant  nulle,  il  s'ensuit  que  les  points  P  etQ  coïn- 
cident, et  que  les  forces  MA  et  ]SB  sont  dirigées  suivant 
une  même  droite. 

Une  conséquence  de  ce  qui  précède ,  est  que  lorsque  l'équa- 
tion 2P/?  =  o  n'est  pas  satisfaite,  et  qu'où  a  seulement 
X  =  oet  Y  =  0,1e  système  se  réduit  à  deux  forces  paral- 
lèles MA  et  NB ,  du  genre  de  celles  que  nous  avous  consi- 
dérées art.  (74). 


I 
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'■       1  r5.  Si  au  contraire  l'équation  ZVp  —  a  ûlait  la  i 
quifùtsallGJ'aite,  il  n'y  aurait  pas  équilibre  dans  le  systè 
car  alors  leti  quanlitésX  et  Y  u'ctant  pas  nulles,  ii  c 
de  même  de  R,  qui  at  donnée  par  l'équation 


■  Y'. 


Dans  ce  cas,  l'équation  sP/)  =  o,  ou  plutôt  Rr  — 
pourrait  être  satisfaite  qu'en  faisant  r  =  o,  puisque  ooi 
venons  de  voir  que  K ne  pourrait  ètro  nulle;  or  r  étant  i 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  des  momens  sur  la  t< 
sultante,  il  suit  de  là  que  le  centre  des  momens  serait  si 
résulta  nie. 

Ii6.  Ainsi  lorsque,  des  trois  cqustions  SP  cos  cf=o 
2:PcesC:=o,  SP/)  r=  o,  la  dernière  seule  sera  satisfaite 
il  faudra,  pour  établir  l'équilibre  dans  le  système,  c 
y  ait  un  point  fixe  sur  la  résullante',  par  exemple,  si  les 
forces  P,  P',  P°,  P",  etc.,  sont  appliquées  à  dittcrens  points 
d'un  levier,  etque  le  point  C  par  lequel  passe  la  résultante 
soit  un  obalacle  invincible  qui  détruise  l'effet  de  cette  ré- 
sultante, laseulc  condition  £p/i=a  suITirn  pour  mellre  le 
système  en  équilibre.  Nous  verrons  parla  suite  que  l'inten- 
eité  de  cette  résultante  serait  la  pression  esereée  sur  le 
point  C. 

117.  Lorsque  le  syslfeme  se  réduit  à  deux  forces  paral- 
lèles égales  et  non  directement  opposées,  îl  siiETit  d'ajouter 
une  force  arbitraire  S,  pour  qu'il  soit  susceptible  d'avoir 
une  résultante.  En  elTet,  il  peut  arriver  les  deux  cas  suîvans; 
3.  ou  la  nouvelle  force  S  sera  parallèle  à  PelàQCfig-  63),  ou 
elle  ne  le  sera  pas;  dans  le  premier  cas,  ou  décomposera  S  en 
deux  forces  P'  et  Q',  qui  passeront  par  les  points  A  et  B 
(art.  ^3)  ;  alors  le  système  des  trois  forces  P,  Q  et  S  sera  rem- 
placé par  celui  des  deux  forces  inégales  P  +  ï''  et  Q  —  y,  et 
par  coQsétiueut  nura  unercsultaDlc. 
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Si  la  nouvelle 'force  S  (Gg.  64)  n'était  pas  parallèle  aux  ^îg-  ^< 
^JeaxaatreSy  on  la  prolongerait  jusqu'à  sa  rencontre  A' avec 
k  direction  de  l'une  de  ces  forces.  Transportant  les  points 
f  application  de  ces  deux  forces  en  A'^  on  construirait  leur 
firallélogramme,  et  l'on  déterminerait  la  résultante  R  qui 
Kocontrerait  la  direction  de  la  troisième  force  >  et  par  con- 
léqoent  pourrait  se  composer  arec  elle. 

De^  forces  qui  agissent  dune  manière  quelconque 

dans  Vespace. 

11 8*  Soient  P'yP'yP*,  etc.,  etc. >  diverses  forces  situées 
dans  l'espace, 

^  ^y' ,  s'  les  coordonnées  du  point  d'application  de  P, 
si'jy'i  »'  les  coordonnées  du  point  d'application  de  P', 
^ijTf  ^  les  coordonnées  du  point  d'application  de  P*, 
et&  etc.  etc. 

•  j  ftj  y   les  angles  formés  par  P'  avec  les  axes, 
«*,  /S*,  y'  les  angles  formés  par  P*  avec  les  axes , 
tTf  fT,  y*  les  angles  formés  par  P*  avec  les  axes , 
etc.  etc.  etc. 

Nous  allons  chercher  les  conditions  d'équilibre  de  ces 
forces,  et  tâcher  de  faire  dépendre  ces  conditions  de  celles 
que  nous  avons  exposées  dans  les  théories  précédentes.  En 
conséquence,  examinons  si  nous  ne  pouvons  pas  décompo- 
ser toutes  les  forces  en  deux  groupes,  les  unes  parallèles, 
et  les  autres  situées  dans  un  même  plan.  Gomme  nous 
pouvons  disposer  des  axes  coordonnés  de  la  manière  la  plus 
convenable  au  problème,  nous  tâcherons  de  décomposer 
une  partie  des  forces  dans  le  plan  des  x,  y,  et  de  faire 
en  sorte  que  toutes  les  composantes  qui  ne  peuvent  pas  êtro 
comprises  dans  ce  plan,  soient  parallèles  à  l'axe  des  z. 
119.  SI  parmi  les  forces  du  système  il  ne  s'en  trouvait 
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aucune  qui  fût  parallèle  au  plan  des  x^'y^  il  serait 
facile  d'obtenir  la  décomposition  proposée  -,  car  soit  P'  Pune 
de  tses  forces,  que  nous  supposerons  appliquée  au  poiuft 
Fig.  65.  M'  (fjg.  65);  on  prolongera  sa  direction  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  le  plan  des  Xy  yeauik  point  C,  et  transportant 
en  G'  le  point  d'application  de  cette  force  ^  on  la  décompo^ 
sera  en  deux  autres ,  l'une  Ch  parallèle  à  l'axje  des  s,  et 
l'autre  C^N  située  dans  le  plan  des  Xy  y, 

1 20.  Mais  lorsque  la  force  P^  est  parallèle  au  plan  des  s, 
y  y  une  pareille  décomposition  ne  peut  s'efiPectuer.  Ainsi 
nous  allons  chercher  un  autre  mode  de  décomposition  cpii 
ne  présente  pas  cet  inconyénient. 

Fig.  ^G*  Pour  cet  effet,  menons  par  le  point  M'  (fi^L  66)  une  pa- 
rallèle à  l'axe  des  2,  et  prenons  sur  cette  parallèle  des 
parties  égales  M'O,  M'CX;  ces  droites  M'O  et  M'O''  pour- 
ront représenter  deux  forces  ^  et  —  ^  égales  et  directe- 
ment opposées.  L'introduction  de  ces  deux  forces  '^  g 
et  —  g  ne  troublera  pas  l'équilibre ,  puisqu'elles  se  dé- 
truisent mutuellement;  et  alors,  au  lieu  de  la  force  P', 
on  aura  les  trois  forces  P',  g'  et  —  g»  On  petit  composer 
P'  avec  — g  y  et  en  nommant  R'  la  résultante  de  ces  deux 
forces,  la  force  P'  sera  remplacée  par  le  système  des  deux 
forces  R'  et  g^,  l'une  et  l'autre  appliquées  en  M';  la  force 
g  y  représentée  par  M'O,  restera  parallèle  à  l'axe  des  z, 
et  la  force  R'  aura  la  faculté  de  pouvoir,  dans  tous  les 
cas,  rencontrer  le  plan  des  ar,  y  y  parce  que  la  composante 
— S  qu'elle  renferme,  et  qu'on  peut  prendre  arbitraire- 
ment ,  est  parallèle  à  l'axe  des  z, 

121.  Nous  entrevoyons  déjà  que  puisque  des  deux  forces 
g  et  R',  Tune  est  parallèle  à  l'axe  des  5 ,  il  ne  s'agirait 
plus ,  pour  parvenir  à  notre  but ,  que  de  transporter  le 
point  d'application  de  la  force  R'  au  point  C,  où  elle  perce 
le  plan  des  x  y  y)  car  alors  on  pourrait  encore ,  comme 
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dbtns  rartîde  i  ig^décomposer  R' à  ce  point ^ en  deux  forces, 
Fane  sîtaée  dans  le  plan  des  x  y  y^  et  l'autre  parallèle  à 
Paie  des  s.  De  sorte  qu'au  lieu  de  la  force  P',  nous  aurions 
trois  ^rces  ;  la  première  appliquée  en  G^  et  située  dans  le 
plan  des  s^j^  et  les  deux  autres  parallèles  à  l'axe  des  s, 
Pane  appliquée  en  C/,  et  l'autre  en  M^ 

122.  Les  coordonnées  des  points  d'application  des  forces 
derenant  nécessaires  lorsqu'on  Teut  exprimer  les  conditions 
iialjtiqiiea  de  leur  équilibre ,  cherchons  maintenant  k  dé- 
terminer les  coordonnées  dn  point  €/. 

Cest  k  quoi  l'on  parviendra  facilement  au  moyen  des 
èpiations  de  la  résultante  R'  qui  passe  par  le  point  x\y\z. 
Pour  les  obtenir,  nous  remarquerons  que  les  équations  d'une 
droite  quelconque  R' assujettie  à  passer  par  un  point  x'^y'^  Zy 
sont  (art  67) 

Dans  ces  équations,  X,  Y  et  Z  représentent  les  projec- 

tiens  de  la  droite  R'  sur  les  axes  coordonnés.  Ces  projec* 

tions  étant  égales  aux  composantes  de  R'  parallèlement 

aox  axes,  il  ne  s'agira  plus  que  de  remplacer  X,  Y  et  / 

par  ces  composantes.  Or  R'  étant  la  résultante  de  P'  et  de 

— ^',  on  peut  substituer  à  P'  ses  trois  composantes  P'  cos  a\ 

P'cos  C,   F' cos  y'*,   et  R'  sera  la  résultante  des  quatre 

forces 

Fcos»,    P'cosC',     P'cosy',    — g. 

Ces  forces  agissant  parallèlement  aux  axes  coordonnés , 
nous  aurons 

XrrzFcOS*',      Y^P'cOsC',      Z  =  P' COS  y'— /   (*)  , 

'*)  On  ne  peut  dans  aucnn  cas  mpposer  que  Z  soit  nnl ,  parce  que 
^'vtant  arbitraire,  ^  le  supposera  toujours  difiPcrent  de  V  cos  >'. 
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et  en  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (5^) ,  on  oIh*    ' 
tiendra  pour  les  équations  de  R', 

,      Fcosy'— j/  , 
•  ""  p^^g^/      (*  —  *  ) 

,     P'cos»'— /,  ,^^-'  ^^• 

Fig.  66.      1^3.  Pour  avoir  les  coordonnées  du  point  G  (fîg.  66)  o2i 
la  droite  R'  perce  le  plan  des  s ,  y,  nous  remarquerona 
qu'en  ce   point  iK  =  o  ;  et  si  nous  appelons  a^  et  b^  le»  . 
deux  autres  coordonnées  ^  il  faudra  supposer  dans  ka 
équations  (58)» 

*  =  «>>     y=^K>     «  =  o, 
et  elles  se  réduiront  à 

F  cos  11      ^  '         ^' 

"""=-p^cos6^      (^-J^)> 

d'où  l'on  tirei*a 

/  P'  cos  «' 
a 


'  P  COS  y  —  g" 

,  a'P'cosÇ'     ^ 


P'  COS  y  —  g' 

telles  sont  les  coordonnées  a^  et  b^  du  point  C,  où  la  résul- 
tante R'  coupe  le  plan  des  x  ,  y. 


Voici   comment  on  pourrait  démontrer  gcomëtriquement  ces  écpa^ 
Fi<^.  Gn .  tions  :  soit  MN  (fîg.  67)  la  résultante  R'  appliquée  en  M  \  les  composantes 
rectangulaires  de  cette  force  seront 

MF  =  P' cos  *',    ME  =  F' cos  C',    MO  =  F  cos  y —g'. 

Par  le  point  G  oii  R'  rencontre  le  plan  des  x ,  y,  menons  la  parallèle  CB 
à  Taxe  des  x  ;  les  coordonaucs  du  point  G  seront  évidemment 


DFS    FORCES   QUI   AGISSENT    DINS   L.*ESPACE.  65 

ia4*  Ia  force  R'  (  lig.  68  )  éUnt  représentée  par  la  Fig  68. 
partie  WK  de  sa  direction ,  on  peut  la  transporter  au 
point  C  en  prenant  CD'^  M'R'.  Décomposant  alors  Ciy 
ta  trois  forces  rectangulaires  appliquées  en  C»  ces  forces 
seront  les  mêmes  que  les  composantes  de  M'R^;  par  oon-» 
léquent  nous  pourrons  considérer  le  point  C  comme  solli- 
cité  par  trois  forces  F  cos  et',  P'  cosC  et  Foos y  — ^;  les 
deux  premières  seront  situées  dans  le  plan  des  x,  y^ei  la 


AQ  =  AP-PQ.    QC=PD  — BD, 

AQ  =  »'— CB,    QC=/— BD. 

11  se  s'agit  plus  que  de  dêienniner  CB  et  BD.  Pour  cela ,  nommoiM 

I  Tangle  que  la  diagonale  ON  fait  avec  la  direction  OL ,  lea  droites 

ON  et  CD  a^nt  parallèles,  puisqu'elles  se  trouvent  siiuoes  dans  des 

pUns  horizontaux  qui  sont  parallèles;  d'oh  il  suit  que  le»  angles  NOL, 

DCB  aont  égaux  comme  formés  par  des  c6tés  parallèles  ;  ainsi  non« 

lorons 

DCB  =  «; 
psr  conséquent 

CB=:CDcos6,    DB  =  CDsin6...  (Sg). 

Cda  pose  J  les  triangles  CMD ,  OMN  lecungles ,  l'un  en  D  et  Tantre 
CB  O ,  nous  donnent  la  proportion 

MO:ON::MD:CD, 

oa 

Fcosy— 5':ON  ::z:CD; 

donc 

CD--^îL^ 

mettant  cette  valeur  dans  les  équutiuns  (5()},  on  obtient 

__         X. ON  ces 6         -.o        s.ONsinfl 
Cd  =  w  > -/  9     ■Jo  = 


Pcosv'  — ^"  Fcosv'-^» 

ranplacant  OK  cos  0  et  ON  sin  6  par  leurs  valeurs  OL  et  NL ,  et 
obiervant  que  OL  et  NL  ne  sont  autre  chose  que  les  composantes 
P  cos  «'  et  P  cos  C  de  MN ,  nous  aurons 

ai^J^T-^,  DB=  *P'^^^ 


Fcos/-^'     *^ Veoéy'^g" 

nlenrs  qu^on  substituera  dans  eeUes  de  AQ  et  de  QC. 

ÉUm.  de  Mécanique,  5 
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Fig.  68.  troisième  éorttra  de  ce  plan  et  agira  parai lëleraent  k  Paxe 
des  s.  Ainsi,  a«  lieu  de  la  forcé  F  appliquée  en  M',  nous 
anroos 

en  M' la  force  gf parallèle  à  l'axe  des  2 , 

en  C  la  force  P'cosy' — g'  parallèle  à  l'axe  des  z, 

en  G  la  force  P'cos  «'. . .  située  dans  le  plan  des  x,  ^, 

en  Cf  la  force  P'cosC^...  située  dans  le  plan  des  x^  j\ 

125.  En  opérant  de  même  à  l'égard  des  forces  P",  P*, 
P'^,  etc. ,  au  moyen  des  forces  g"'— g",  g* — g* 9  g^" — ^'%  etc. , 
qu'on  ajoutera  à  leurs  points  d'application  M*,  M*,  M'^,  etc., 
on  décomposera  le  système  en  deux  groupes  de  forces,  les 
unes  parallèles  à  Taxe  des  s ,  et  les  autres  situées  dans  le 
plan  des  x^^. 

Les  forces  parallèles  a  l'axe  des  z  seront 

/?■'>  ff'  ér^  «*c. 

appliquées  aux  points  M',  M',  M'*,  etc.  ; 

F  cos  y'  —  g  y    P"  cos  y"  —  ^,.  etc. , 

appliquées  aux  points  C\  C",  C*,  etc. 

Et  les  forces  situées  dans  le  plan  des  x ,  y^  seront 

P'cos/,     P'cos «",    P^cos**",     P** ces  y"  —  ^^  etc., 

appliquées  en  C/,  C,  C"',  etc. , 

P'cos^,     P^cos^',     P'cosir;,  etc., 

appliquées  en  C/,  C",  C*,  etc. 

126.  On  va  démontrer  que  pour  qu'il  y  ait  équilibre  cutrc 
ces  forces,  il  faut,  i**.  que  les  forces  situées  dans  le  plan 
des  X f  y  se  fassent  équilibre-,  2°.  qu'il  en  soit  de  même  à 
l'égard  des  forces  parallèles. 

Pour  cela ,  les  points  C,  C,  C,  etc. ,  considérés  comme 
les  points  d'applications  d'une  partie  des  forces  du  système. 
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•mit  inTariaUement  liés  entre  eux.  On  peut  donc  imagî* 
ner  qae  par  deox  de  ces  points ,  on  ait  mené  nne  droite  GC 
qu'on  prolongera  indéfiniment  de  chaque  oùté  ;  si  l'équi- 
libre général  subsiste,  cette  droite  sera  immobile;  par  con- 
séquent aucun  des  points  qui  la  composent  ne  pourra  ta 
mouToir  :  or  cela  suffît  pour  expliquer  la  destruction  mu- 
toelle  des  forces  situées  dans  le  plan  des  x,  y. 

En  effet,  toute  force  située  dans  le  plan  des  »,  y  ren- 
contrera la  droite  fixe  on  lui  sera  parallèle.  Dans  le  premier 
cas  y  nous  représenterons  cette  force  par  AB  (flg.  69),  et  nous  Fîg.  Gg. 
k  prolongerons  jusqu'à  sa  rencontre  O  de  la  droite  fixe  ; 
et  comme  il  suffît  qu'une  force  ait  un  point  fixe  dans  sa  di- 
rection pour  qu'elle  soit  détruite ,  ce  point  O  rendra  nul 
l'efiet  de  la  force  AB. 

D'une  autre  part,  si  une  force  DE  était  parallèle  à  CC, 
elle  ne  pourrait  se  mouvoir  sans  entraîner  C'G*  dans  le  même 
sens,  ce  qui  est  impossible,  puisque  la  droite  G'C  est  fixe; 
par  conséquent  la  force  D£  sera  aussi  sans  effet  (*). 

Les  forces  qui  sont  dans  le  plan  des  x ,  y  étant  en  équi- 
libre ,  il  faut  que  les  forces  yerticales  le  soient  aussi  ;  car 
autrement  l'équilibre  c^énéral  n'aurait  pas  lieu. 

127.  Le  problème  est  ainsi  réduit  à  trouver  los  conditions 
(l'équilibre ,  i".  des  forces  parallèles  h.  Taxe  des  2;  a^  des 
forces  situées  dans  le  plan  des  x,  y. 


{*)  On  pourrait  le  démontrer  plus  rigouieiisemcnt  de  la  man'u^re 
tahrante.  Soit  MP  (fig.  70)  une  force  parallèle  à  la  droite  fixe  AB  ; 
menons  au  point  d^application  M  de  cette  force,  deux  droites  MN  et 
M?i'  égales  et  directement  opposées.  Noos  ne  changerons  rien  h  Pétat 
fin  système ,  puisque  MN  et  M'N'  se  détruisent.  Or  en  composant  MP 
avec  MK',  on  a  la  résultante  MS  qui  est  détruite  par  le  point  O  sitoë 
sur  sa  direction.  La  force  MN  est  aussi  détruite  par  la  résistance  du 
pnint  L;  donc  le  système  des  forces  MN,  MN'  et  MP  n*aynnt  aucun 
^ïïn ,  il  en  sera  de  m^me  de  MP. 

5.. 
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Cwiditionê  df équilibré  des  forcer  parallèles  à  l'axe  des  s. 

128.  Ces  conditions  étant  les  mêmes  que  celles  que 
nous  ayons  prescrites,  article  87,  elles  exigent  qu'on  é^e- 
à  zéro, 

I®.  La  somme  des  forces  parallèles  à  l'axe  des  z  ; 

a®.  La  somme  des  momens  par  rapport  au  plan  des  y,  %  ; 

3**.  La  sonmie  des  momens  par  rapport  au  plan  des  Xy  z\ 

La  première  de  ces  conditions  nous  donne 

rcoSy'-g'  +  ^+P'cosy-«/  +  / 

4-  P*  cos  y*  —  ^*  +  é"*  +  etc.  =  o  ; 

ou,  en  réduisant, 

P'cosy^  +  P''cosy*  +  P*cosy*  +  ctc.  =  o...   (60), 

Pour  remplir  la  seconde  condition,  nous  ayons  deux  sortes 
de  momens  à  prendre. 

I®.  Ceux  des  forces  g  y  g" y  etc.,  appliquées  aux  points 
M',  M%  etc. 

2®.  Ceux  des  forces  P'cosy' — g  y  P^cosy* — ^,  etc.,  ap- 
pliquées aux  points  C,  Cy  etc. 

* 

En  considérant  d'abord  la  première  force  g'  qui  agit  au 
Fig.  71.  point  M'  (fig.  71) ,  le  moment  de  cette  force  par  rapport  au 
plan  des  J',  z,  est  /  X  M'N';  or  M'N'=B'D'=  kG'=x\ 
donc  le  moment  cliercHé  est gs. 

A  l'égard  du  moment  de  la  force  P'  cos  y'  —  g  qui  agit 
en  Cy  ce  moment  pris  par  rapport  au  même  plan  des^,  Zy 
est  évidemment  égal  à  (  P'  cos  y'  —  g^  )  X  E'C,  ou  plutôt 
à  (  P'  cos  y  —  g'  )  a^  \  donc  la  somme  des  momens  des 
forces  g  et  P'  cos  y  "^g  par  rapport  au  plan  des  y  y  z-, 
•st  représentée  par 

/;.'+(P'cosy'-/)a,. 
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Mettant  dans  cette  expression  la  valeur  de  a^  trouyée  ar^^>f*7> 
tîcle  133,  on  aura 

effectuant  la  multiplication  indiquée  et  réduisant ,  im 
trouYC 

*'F  cos  y  —  z'P' cos  «'. 

Prenant,  par  le  même  procédé,  les  momens  des  forces 
parallèles  appliquées  aux  points  M*,  M**,  etc.,  C,  C*,  etc.  • 
et  réunissant  tons  ces  momens,  leur  somme  sera  exprimée 
par  l'éqnation 

P^(j/coay' — z  cos  af) 
+  P'(:r'cosy'  — «*cos**)+  elc.=o...  (6i). 

Pour  obtenir  la  troisième  équation  d'équilibre  des  forces 
parallèles ,  le  moment  de  la  force  g'  appliquée  en  M',  par 
rapport  au  plan  des  «,  s,  sera/x  M!Ur:zg'x  B'G'=/yj 
celui  de  la  force  P^  cos  y  "^  g^  appliquée  en  C,  sera 
^  008  y  '•^^)b,i  ainsi  l'on  aura  pour  la  somme  de  ces 
deux  momens 

/y+(P'co8y'-/)  V 

Mettant  pour  b^  sa  valeur,  art..  i23,  et  réduisant,  oa 
trouTera 

yP'cosy'  — s'P'cosC. 

Déterminant  de  même  les  momens  des  autres  forces  pa- 
rallèles par  rapport  au  plan  des  »,  s,  on  aura  pour  la 
troisième  iSquation  de  condition 

P'  (y  cos  •  —  s' cos  C) 
+  P'(ycosy''— «"0080+ etc.  =  0...  (6a), 
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Conditions  d*équilibre  des  forces  situées  dans  U  plan . 

des  Xy  ]f( 

129.  G»  conditions  étant  les  mêmes  que  celles  des  forces 
qui  agissent  dans  un  plmp^^  il  iaut^ 

1®.  Que  la  somme  des  forces  parallèles  à  l'axe  des  x  soit 
égale  à  zéro^ 

2®.  Que  la  somme  des  forces  parallèles  à  l'axe  des  y  soit 
égale  à  zéro  ; 

3®.  Que  la  somme  des  momens  dés  forces  par  rapport  à 
rbrîgine  soit  égale  à  zéro. 

Les  deux  premières  de  ces  conditions  donnent  lieu  aux 
équations 

P'cos» +P''cos«"  +  P*cps«*  +  etc*  =  o...  (6i), 
P'oo8C4-P'cosr  +  P*cosC*  +  etc.  =  o...  (64). 

.  A  l'égard  de  la  troisième  condition^  en  considérant  d'sbord 

Fig.7iVle  poiût  G  (fig.  71^);  nous  ayons  les  deux  forcés  V  joo^J 

et  P'  cos  V  appliquées  à  ce  point.  Prenant  les  momens  de 

ces  forces  par  rapport  à  l'origine  A^  le  moment  de  la 

force  P'  cos  J  sera 

P'cos-'  X  AE'  =  F  cos«'  X  C'F  =  F  cos-  X  b,  ; 

de  même  le  moment  de  la  force  P'  cos  ^  par  rapport  à 
l'origine  A  sera 

P'cosCxCE'  =  FcosC'XAr  =  P'cos?Xa^ 

Ces  momens  doivent  être  de  signeâr  contraires ,  parce  que 
les  forces  P'  cos  »  et  P'  cos  C  'tendent  à  foire  tourner  le 
système  en  sens  opposé  autour  de  l'origine  A.  Ainsi  en 
r^ardapt  coi^i^me  positif  le  moment  où  entre  la  force 
P  cos  m  qui  tend  à  pousser  l'axe  des  y^  nous  écrirons 

P'  cos  *'  X  i,  —  P'cos  ff"  X  «,  ; 
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BietUnt  dans  cette  expression  les  valeurs  de  a,  et  de  b^  F*S*7<' 
trooTées  article  i23,  nous  aarons 

effectuant  les  multiplications  indiquées  et  réduisant,  on 

trouTera 

yFcos*'  — x'P'cosC. 

Opérant  de  la  anèaie  manière  à  Pégard  des  forces  qui  sont 
appliquées  aux  points  C|  C,  etc. ,  nous  trouTcrons  oette 
dernière  équation  d'équilibre 

+  P'(/cosn'-»'oosff')4.etc  =  o...  (65), 

i3o.  On  peut  écrire  ain#i  les  équations  (60) ,  (61) ,  (62), 
(€3) ,  C64) ,  (65)  i 

2Pcos«  =  o  1  « 

2PoosC  =  o  [...  (66). 
XP  cos  y  =  o  ) 

SPCycos«  —  jrcosC)  =  o  \ 
2P(«cosy— ^«co8«)  =  o  >. . .   (67). 
iPCycosy  —  «cosC):=o  J 

i3i.  Lorsqu'il  7  a  un  point  fixe  dans  le  système  1  toutes 
œs  équations  ne  sont  pas  nécessaires.  En  effet,  si  l'on  place 
forig^ne  en  ce  point ,  on  Toit  d'abord  qu'il  7  aura  équilibre 
entre  les  forces  situées  dans  le  plan  des  x,  y,  si  le  système 
de  ces  forces  ne  peut  tourner  autour  du  point  fixe.  Cette 
condition  sera  remplie  si  l'on  a 

2P  Cy  cos  «  —  «  cos  6)  =  o. 

Vue  s'agit  donc  plus  que  de  tiouver  les  conditions  d'équi- 
libre des  forces  parallèles  à  l'axe  des  s.  Pour  cet  effet. 


*' soient  *,,  v^  et  o  les  coordonnées  du  point  où  la  résul- 
tante des  forces  parallèles  rencontre  le  plan  de»  x,  y,  en 
quelqne  part  ([h'cIIc  soit  sitiiiie,  il  suit  de  la  pvopriiité  de» 
forces  purallcles  que  le  moment  de  cette  résultante ,  par 
rapport  à  l'un  des  plans  des  jr,  a,  et  des  y,  x,  est  égal  à  !■' 
somme  des  mooiens  des  forces  parallèles  par  rapport  k  ce' 
plan;  par  conséquent  nouj  avons 


Ea,^ 


:  2P  {x  c. 


u'il  y  ait  équilibre  entre  les  forces  parallèles,  il  faut 
ir  résultante  passe  par  le  point  iJie  qui  est  à  i'ori- 


tlièse  réduit  les  équatît 


s  précédentes  à 


.  Cette  liypo-' 


2P  (»  CMS  y  — 

rPO-cosy- 


'  2  COS  t)  =  O  , 


Ainsi  lorsqu'il  y  a  un  point  Exe  dans  le  système,  il  y  aur»^ 
équilibre  entre  toutes  les  forces ,  quand  les  équations  (6^) 
seront  satisfaites. 

i32.  S'il  y  a  deux  points  fixes,  et  qu'on  place  l'un  de» 
ases  cordonués  dans  la  direction  de  ces  points ,  cet  aie  de- 
viendra Ese,  le  système  ne  pourra  que  tourner  autour;  et 
nous  tomberons  dans  le  cas  suivant. 

i33.  Si  le  système  est  asaujetli  à  tourner  autour  d'un  axe 
Ëse,  en  prenant  cet  axe  pour  celui  des  s,  toutes  les  forcet 
qui  lui  seront  parallèles  se  dëtiuiront,  et  il  ne  restera  pluj 
que  les  forces  dirigées  dans  le  plan  des  x,  y.  Or,  pour  qua 
ces  forces  soient  ça  équilibre,  il  suffit  que  leur  résultants 
passe  par  le  point  A.  qui  est  Exe,  comme  appartenant  à 
l'axe  Ai.  La  condition  nécessaire  pour  que  la  résultante 
pasie  par  ce  point  est, comme  nous  l'avons  vu,  qu'on  a 

IP  (j  C08  *  —  X  ces  C)  =  o. 
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Cette  seule  équation  sufiBt  pour  qu'il  y  ait  équilibre  Jans  l'*6-7> 
le  système ,  lorsqi^e  Paxe  des  s  est  fiie. 

i34>  Si  Ton  rendait  fixe  l'axe  des  y  ou  celui  des  x , 
on  démontrerait  de  même  que  pour  que  le  système  fût  en 
.  équilibre  ^  il  &udrait  qu'on  eût  dans  le  premier  cas 

ïP  (* oos y  —  «  cos  rt)  =  o, 

et  dans  le  second, 

2P  Cy  oos  y  —  s  cos  C). 

i35.  On  a  besoin  d'une  condition  d'équilibre  de  plus , 
lorsque  le  corps  peut  glisser  sur  l'axe  fixe  ;  cette  condi- 
tion est  que  l'on  ait 

SP  cos  y  s=  o. 

i36.  En  comparant  la  condition  d'équilibre  d'un  système 
qui  se  meut  autour  d'un  axe  fixe ,  à  celles  qui  ont  lieu 
lorsque  ce  système  est  mobile  autour  d'un  point  fixe ,  on 
peut  énoncer  ainsi  ces  dernières  conditions  :  Il  y  aura  équi- 
libre autour  d'un  point  fixé ^  ai  en  regardant  auccessipemenù 
chaque  axe  comme  fixe,  l'équilibre  a  lieu  dans  chacun  de 
ces  cas,  i 

137.  APégard  des  forces  qui  agissent  sur  un  plan  fixe» 
il  est  éyident  que  celles  qui  lui  sont  perpendiculaires  sont 
détruites  par  la  résistance  de  ce  plan  ;  donc  les  conditions 
d'équilibre  se  réduisent  alors  à  celles  des  forces  situées  dans 
nn  plan ,  et  l'on  a  par  conséquent 

2Pcos«=:o, 
2P  ces  C  =  o , 
XP  (j  cos  a  —  j:  cos  ff)  =  o. 

i38.  Si  un  corps  repose  sur  un  plan  et  peut  être  ren- 
versé, il  faut  ajouter  à  ces  trois  conditions,  celle  que  la 
résultante  des  forces  perpendiculaires  au  plan  passe  par  un 
point  commun  à  ce  plan  et  au  corps ,  ou  rencontre  le  poly- 
gone formé  ayec  les  points  de  contact. 
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iSg.  Nous  termiDeroDS  cette  matière  par  la  wlntion  dt 
ce  problème  :  Trouver  Véquaiion  de  condition  qui  doit  ai^air 
lieu  pour  que  plusieurs  forces  situées  dans  If  espace  aient 
une  résultante  unique.  Il  y  aura  une  résultante  ionique  dans 
le  système,  sî  la  résultante  des  forces  parallèles  à  l'axe  des . 
z  perce  le  plan  des  âr,  ^  en  un  point  qui  soit  sur  la  résultante 
des  forces  situées  dans  le  plan  des  Xy  y.  Pour  exprimer 
cette  condition  ^  il  faut  remarquer  d'abord  que  lorsque 
l'équilibre  a  lieu,  il  existe  aussi  entre  les  forces  paral- 
lèles à  l'axe  des  z*  Les  conditions  d'équilibre  de  ces  forces 
sont,  art.  128, 

P  cos  y  +  P'  cos  y'  +  P*  cos  y"  -{-  etc.  =  o , 

P  (jp  cosy  —  a  cos  «)  +  P'  (  ^'  cos  y  —  t!  cos  J)  +  etc.  =  o; 

P(^cosy  —  «cosC)  +  F  (y  cos  y'  —  a' cos  C)  +  etc.  =  o. 

En  regardant  la  première  de  ces  forces  comme  égale  et  di- 
rectement opposée  à  la  résultante  P  cos  y  de  toutes  les  an- 
tres ,  nous  aurons  pour  déterminer  la  résultante  des  forces 
parallèles 

P  cos  y  =  P'  cos  y  +  P"  cos  y  +  etc. , 

P  (  JF  cos  y  —  2  cos  «  )  =  P'  (  af'  cos  y'  —  a'  cos  «'  )  +  etc. , 

P  i^y  cos  y  —  z  cos  ff  )  =  P'  (  y  cos  y'  —  z'  cos  C  )  +  etc. 

Si  le  point  d'application  de  cette  résultante  est  sur  le  plan 
des  *  ,  y  y  soient  x^^  ^^  et  o  ,  les  coordonnées  de  ce  point  ; 
en  mettant  ces  valeurs  à  la  place  de  a; ,  de  ^  et  de  is  dans 
les  premiers  membres  des  équations  précédentes ,  on  aura 

P  cos  y     =  P'  cos  y  +  etc. , 

P  cos  y:r^  =:  P'  (  a;'  cos  y  —  a'  cos  ii'  )  +  etc. , 

P  cos  yy^  ==  P'  (y  cos  y  r—  J  cos  ^'  )  +  etc. 

Hoprcsenlons  par  Z  le  facteur  P  cos  ^  ,  et  par  M  et  N  les 
seconds  membres  de  deux  de  ces  équations;  elles  devien- 
dront 
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Z  =  F  coi  ^'  +  elc. , 

foi  Pon  tirera 

_M  _N 

Ayant  ainsi  déterminé  les  coordonnées -o:^  et  y^  du  point 
o&  la  résultante  des  forces  parallèles  rencontre  le  plan 
des  X,  j^f  H  f&nt  maintenant  exprimer  la  condition  né- 
cessaire pour  que  ce  point  se  trouTC  sur  la  résultante  des 
fiirces  situées  dans  le  plan  des  x,  y  :  l'équation  de  cette 
résultante  est ,  art.  1 1 1 , 

3ty  —  xT  =  SP(^co8«  —  «cosQ; 

d  en  faisant,  poui^  abréger, 

SP(ycos«  —  «cosC)  =  L, 
de  derient 

Xj.  — *Y  =  L; 

remplaçant  dans  cette  équation  xety  par  les  râleurs  de  x, 
et  de  j^^  que  nous  menons  de  déterminer  y  nous  exprimerons 
la  condition  demandée ,  et  nous  trouTerons 

XN      MY      ^ 

-z"--z"=^' 

diassant  les  dénominateurs  et  transposant,  nous  aurons 
enfin 

XN  =  LZ  +  MY...  (68). 

Lorsque  cette  équation  sera  satisfaite,  les  forces  se  rédui- 
ront k  une  seule  résultante ,  hors  cependant  le  cas  où  l'on  a 

X  =  o,    Y  =  o,    Z  =  o. 

i4o.  Dans  le  cas  oii  toutes  les  forces  agissent  dans  un 
même  plan ,  et  que  ce  plan  est  mobile  autour  d'un  point 
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|Rg.  7a.  fijje,  l'équation  (66)  est  nécessaire  ment  satisfaite, 

quantités  N  et  M  qui  repréieiittnt  la  somme  des  momeni 
par  rapport  aux  plans  des  i ,  1  et  des  y,  x ,  étant  nulle». 
ainsi  ([ue  la  quantité  Z  qui  exprime  les  coinposanlesPcos  y, 
P'cosy',  P"cosy',  etc.,  il  en  résulte  que  la  condition' 
exigée  par  l'équation  (66),  pour  qu'il  y  ait  une  résultai 
unique,  est  remplie. 

i4i-  D'après  ce  que  nous  avons  vu  ,  art  ti4]  les  équa- 
tions X^  o  et  T  =:^  o  expriment  la  condition  que  les  ' 
Kituées  dans  le  plan  des  x,  y,  peuvent  se  réduire  à  deii% 
composantes  R' et  R"  égales  et  agissant  en  sens  contrairei. 
Parmi  procédé  analogue,  un  pourrait  aussi  réduire  les  forces^ 
])arallëles  à  l'axe  des  *,  à  deuxToices  Z' cl  Z"  égales  et  agis- 
sant en  sens  contraires.  Ainsi  dans  le  cas  où  l'on  a  seule- 
ment X^o,  T  =  o,  Z=:o,le  système  de  toutes  nol 
forces  reviendra  à  celui  de  quatre  forces  R',  R",  'Il  et  Z' 
qu'on  pourra  réduire  à  deux  forces  égales  et  dirigées  en  seul 
contraires.  {Note  cinquième.) 

Théoiie  du  plan  principal,  et  analogie  qui  existe  entre  let 
projections  et  les  moniens. 

■  41.  La  iLe'orie  (lu  plan  principal,  qui  présente  des  analogi 
[lantu  ■>'«:  celle  dei  >ni)mi:DS,  cscirap  uiîte  dans  les  hautes  queitinna  da 
Mécanique ,  pour  que  noua  la  psaiions  »om  silence  ;  elle  reposa  aar  na 
llicorime  q«i  en  démontré  ilana  la  note  7*  de  mes  Ëlémena  de  CbIcoI 
ÏDti^ral,  ecdonlToid  l'énonce:  La  projection  iT  une  surface  pi 
un  plan  est  égale  à  l'aire  île  cette  surface  niidtipUce  par  le 
Je  ion  inclinaison,  (Note  liilimc.) 

U  suit  <le  ce  théorème  qoe  ai  l'on  nomiue  «  l'angle  fotmè  par  deux 
pinns ,  ri  ».  l'aire  d'nnp  lurfacE  renfermée  dans  le  premier  plan ,  b  prè- 
(«clion  de  celte  aire  inr  le  9e<:anil  plan  aara  poar  exprciBion  A  cas*.  Oi 
an  «ît  (noie  septième)  qoe  l'angle  *  formé  par  dcui  plant  MF  el  bPI 
E>^  ;i.  (liy.  71J ,  le  mesure  par  deux  perpendicoliiin  s  qui ,  [larunt  d'mi  ro^ma 
point  C ,  "inl  uboiuiùs  sur  cliacan  des  plans.  Lorsque  l'un  de  ces  pli 
KN  ,  par  ci.-mple  ,  est  cdoi  iUb  t  ,  y,  I»  perpendiculaire  AH  qui  lui  eit 

lalive   devient   pnraliclu  h  l'aie  ilrs  ;.   Donr  l'unKk  l'niuié  («r  le  pLta 
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NF  afcc  Je  plan  des  x ,  /-,  a  pour  mesure  Paugle  compris  entre  la  per-  Fig«  79. 
pcndicnlaiie  BK  qui  Ini  est  men«fe|  et  la  parallèle  AU  à  Taxe  des  a. 

En  ^tnénï ,  si  Ton  nomme  «,  C,  > ,  les  angles  qu'une  perpendiculaire 
nplan  àonné  forme  rrspectÎTement  avec  les  directioos  des  axes  des  x,  des 
/  et  des  s  ,  ces  angles  mesureront  toujours  les  inclinaisons  de  ce  plan 
nte  les  plans  des  /*,  a,  des  x,  a,  et  des  x,  y 

i43-  $oient  maintenant  « ,  C,  > ,  et  t ,  %',  t*^  les  angles  formes  res- 
pecthcmcnt  par  deox  plans  quelconques  avec  les  plans  coordonnes , 
et  que,  diaprés  Particle  précédent,  on  connaîtra  en  mesurant  les  angles 
fM  chacnne  des  perpendiculaires  aux  plans  donnes  fait  avec  les  axes 
cooidoiinés.  Les  cosinus  de  ecs  angles ,  introduits  dans  une  formule  que 
BOUS  alloua  bientôt  emp]o]rer,  nous  mettront  en  e'tat  de  conclure  im- 
ntTiliiHiini  m  la  Taleur  du  cosinus  de  Tangle  p  qui  est  forme  par  ces 
inx  plana;  c'est  cette  formule  que  je  Tais  démontrer  de  la  manière  sui- 
«iBte  par  on  procédé  nouveau. 

Menona  par  le  point  C  (fig.  78)  les  droites  CA,  CB,  perpeodicubires  Fig.  73. 
i  nos  deoz  plans,  ces  droites  comprendront  entre  elles,  comme  nous 
hmias  TU  ,  nn  angle  égal  Ji  Tangle  p  qui  existe  entre  nos  deux  plans. 
pNnona  enanite  les  parties  CA  et  CB  égales  ;  représentons-les  Tune  et 
Psntie  par  r  ;  menons  par  les  extrémités  de  ces  droites  la  ligne  AB  ;  et , 
ihaissant  snr  CB  la  perpendiculaire  AE ,  nous  aurons 

CAcost=:CE  =  CB— EB, 
on 

r cos  f  :=  r  —  EB. . .  (69). 

Pour  déterminer  EB,  abaissons  la  perpendiculaire  CD  sur  le  milieu  de 
AB  ;  les  triangles  rectangles  CDB,  EAB  qui  ont  un  angle  commun  B , 
sont  semblables  et  donnent  la  proportion 

cb:bd::ab:eb, 

on 

r:^::AB:EBi 

donc 

EB  =  - AB». 
ar 

Substituant  cette  valeur  diins  Péquation  (69},  nous  aurons  ' 

rcosf=:r .AB»...  (70^ 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  l'expression  analytique  de  AB*.  Pour 
cela,  nous  remarquerons  que  les  droites  CA  et  CB  faisant  avec  les  axes 
rerungulaires  des  angles  «,   C,   y,    et   t,   «',    «*,  les  projectious  <1e  ces 


^8  STATIQUE. 

<lroites  seront  respecûvement  (art.  4?)  r  cot  « ,  r  cot  C,  reoêy^ttr coi  §, 
rcoi  f',  rcos  f'';  cron  autre  côte ,  si  nont  appelons  X,  Y  et  Z  1m  coor- 
«lonnifcs  du  point  G  y  celles  do  point  A  seront 

X  +  rcoêAf    Y+rcosC,     X  +  rcosy^ 

et  celles  da  point  B  seront 

X  +  rcosfy    T;+rcos«',    Z-f-rcost*^ 

substituant  ces  valeurs  des  coordonniSes  des  points  A.  et  B  dans  rezpressioa 
da  qnarrë  de  la  distance  de  deox  points  x',  y',  tf^  et  x",  y"^  9^^  tçA^ 
comme  l'on  sait ,  est 

nous  trouTcrons  ' 

AB"  =  (rcos«t — rcosij^  +  Ci'cosC— rcos  0* +('•<»■>-"  ^c<*0"; 
mettant  le  facteur  commun  r  en  dehors ,  et  déyeloppant ,  nous  anront 

AB"  =^  r*  (cos*  «  -h  cos»  C  -#-  cos»  y) 
'  -4-  r*  (cos*  f  -H  cos*  «'-H  cos*  «") 
—  ar*  (cos  t  cos  «t  +  cos  «'  cos  C  +  cos  •"  cos  7^). 

La  somme  des  quarrés  des  cosinus  étant  ëgalc  à  Tunilé  (art.  49)  »  celte 
4<{uation  se  re'duit  à 

AB*  =  ar*  —  ar*  (cos  •  cos  «  •♦■  cos  i'  cos  C+ cos  •"cos  y)  ; 

mettant  cette  valeur  dans  Tequation  (70),  rcdmsant  et  supprimant  le 
iacteur  commun  r,  on  trouvera 

cos  ^  =  cos  f  cos  A  -f-  cos  t' cos  C  -4-  cos  %  cos  y»,.  (71). 

^\\.  Si  Tanglc  f  est  droit,  cos  ^  =  o ,  et  Tequation  devient 

cos  f  008  A  -f-  cos  il  cos  Q  -f-  cos  t"  cos  y  =  o. 

145.  La  formule  (71)  va  nous  conduire  à  un  théorème  fort  remarquable 
sur  les  projections.  Eu  effet,  soient  deux  plans  dont  le  premier  fait  avec 
les  plans  coordonnes  des  angles  a,  h,  c,  et  dont  le  second  fait  avec  les 
mêmes  axes  des  angles  a  ,  C,  y\  nous  aurons,  diaprés  la  formule  (71;! 
pour  le. cosinus  p  de  Tanglc  formé  par  ces  plans,  Tëquation  suivante, 

cos  p  =  cos  a  cos  tt  -f-  cns  b  cos  C  +  cos  c  cos  y. 

Or,  si  Ton  repicscntc  par  x  une  surface  plnnc  renfermc'e  dans  le  premier 
plan ,  et  qu''on  multiplie  Tequation  pre'cédcntc  par  x,  on  aura 

X  cos  9  =  cos  X  cos  a  cos  «  -4-  x  cos  h  cos  C-f-  x  cos  c  cos  y, . .  (7a). 

Le  produit  XC0S9  est,  d'aprf-s  i^art.  \\9.,  la  projection  de  Taire  x  sur 
le  second  plan ,  et  les  produits  x  cos  a ,  xcos  h  j  x  cos  r  ,  i>ont  de  même 
les  projections  de  Taire  x  sur  les  trois  plans  coordonnes. 

1  \Vu  On  peut  déduire  de  Téquaiion  (7a)  l'énoncé  de  ce  tlicortme  : 
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La  projection  d'une  turfmte  plane  x  sur  un  plan  est  égaie  k  la 
tumme  des  projections  sur  chtmun  des  plans  coordonnés,  multipliées 
mpeetii^ement  par  les  cosinus  des  angles  « ,  C,  y^  qui  mesurent  les 
Minaisons  du  plan  de  projection  sur  les  plans  coordonnés. 

Ce  chéorème  prend  un  nonTran  dogrd  de  çc'ncralité,  Iorsqu*aa  lien 
^ime  aire  x  projette  snrnn  plan,  on  contîd^Tc  les  atrrs  x,  x%  x",  etc. , 
phoéei  dans  diflSrens  plant,  et  projetées  sar  nn  plan  dont  les  încli- 
•UMNit  sar  les  plant  coordonnes  sont  a,  C,  > ;  appelons  ce  plan  de  pro- 
jectioB  y  «  »  C,  y,  ponr  ériter  les  circonlocntions ,  et  nommons 

•  et      1    ....      .  j    t»  •     .   f  *"'•  ^c  plan  « ,  C,  >,  et  sur 

^^         >  les  meanaiMons  de  l  aire  x  <       ,       ,  ,'     . 

^»  ^»  ^»  J  l       les  plans  coordonnes, 

e^iff  e  J  l       /«  pfans  coordonnes, 

/,.    -    \  les  indênaisons de  l  aire  \   {        ,     ^,  ,        . 

€  ,*  ,e  ,  J  i       les  plans  coordonnes. 

etc.  etc.  etc. 

Opérant  comme  nons  Pavons  fait  ponr  Ti^uation  (7a),  nous  anrons, 
<a  érrivant  cette  équation  la  première , 

X  cos  #  =  X  cos  a  eos  «  +  x  cos  h  cos  C-f-  ?«-  cos  r  rns  y , 
x'  coa  #'  =  x'  cos  a'  cos  «  +  x'  cos  ^  cos  C-H  x'  cos  c'  cos  > , 
x'^coa #*=x*co8  a* cos  «  +  x^cos  5" cos  C-f-  x*  cos  c''cos  > , 
-f-  etc.  etc.  etc.  etc. 

A'i  -ntant  œs  équations  par  ordre  de  colonne,  nons  trouverons 

(x  cos  f  +  x'  cos  a'  4-  x"  cos  ff  -f-  etc.)  \ 

=  (X  cos  «  +  x'  cos  a'  H-  x"  cos  a"  -+•  etc.)  cos  a  T      ^^^ 
4-  (x  cos  b  4-  x'cos  i'-f.  x"  cos  &"  -f-  etc.)  cos  C  r  "   '  '  ' 
-I-  ■  X  cos  c  -H  x'  cos  c'  •+■  x"  fos  c"  4-  etc.)  cos 7-  ; 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  somme  des  projections  des 
îiJTei  X,  x',  x",  etc.,  sur  le  pian  «e,  C,  y;  et  les  termes  renfermes  entre 
les  parenthèses  désignent  les  sommes  des  projections  dvs  mcnics  aln'S 
sur  les  plans  coordonnés. 

Par  conséquent  Ténoncé  dn  théorème  de  Part.  i4^  ne  sn>)it  d^anire 
laodification^  pour  le  cas  prt'scnt ,  si  ce  n'est  que  fa  snrface  qui  doit 
lire  projetée  sur  le  plan  «e ,  C,  t*  ,  au  lieu  d'*étrc  Paire  x ,  se  compose  de 
piasiears  aires  X,  x',  x",  etc.,  pincées  dans  divers  plans,  c«;  qui  est  bien 
plus  général. 

147.  Pour  simplifier  la  dernière  équation,  représentons  par  P  la 
sranme  des  projections  des  aires  x,  x',  x",  etc.,  sur  le  plan  «,  C,  ^,  et 
pr  A  ,  B,  C ,  la  somme  des  projections  des  aires  x,  x',  x",  erc. ,  sur  les 
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trois  pluiscoorduniufSy  IVquacion  précédente  se  re'daira  à 

P=rAco8«-f>Bc<MC-HCc(»>...  (74). 

148.  Il  eai  h.  obsenrer  que  qaand  on  prendra  la  somme  dea  aires  , 
comme  les  cosinos  qui  entrent  dans  leurs  expressions  sont  positifs  ou 
négatifs,  suÎTant  que  les  angles  a,  b,  c;  a\  V^  </\  a",  h" y  c^y  etc.  ^ 
sont  moindres  ou  plus  grands  qu'un  angle  droit,  ces  sommes  se  chan- 
gent quelquefois  en  diflPe'rences.  C'est  pourquoi ,  dans  l'e'uoncc  du  tlufo- 
rème  précc'dent,  nous  ne  devons  entendre ,  par  le  mot  de  somme ,  que 
la  somme  algifbrtque  des  projections. 

i49*  Supposons  donc  qu'on  projette  ensuite  les  aires  x,  x',  x",  etc., 
sur  deux  autres  plans  qui  forment  avec  les  plans  coordonnés  des  angles 
*',  C,  y,  et  *",  C*,"  >"j  et  que  l'on  nomme  Y'  et  P"  les  projections  de 
X  -f-  x'  -f-  x",  etc. ,  sur  les  plans  «',  C,  >',  et  «",  C",  >",  on  aura ,  en  y 
comprenant  Téquation  (74)  C[ne  nous  écrirons  la  première,  et  en  dési- 
gnant toujours  par  A ,  B ,  C ,  les  projections  de  x  +  x^-f-  x^etc. ,  sur  les 
pLns  coordonnés, 

P  =  A  cos  A  +  B  cos  C  +  C  cos  y  "\ 

P'  =  Acos*'-f.Bcosr-+-Ccos>'  i...  (75). 

P"=  A  cos  *" -f.  B  cos  C'-h  C  cos  y"  J 

i5o.  Si  les  plans  de  projection  P,  P,  P"  sont  rectangulaires,  il  en 
sera  de  même  de  leurs  intersections,  qu'on  pourra  regarder  comme  trois 
axes  rectangulaires  qui  se  rencontrent  en  un  point  O.  Par  conséquent , 
en  représentant  par  Qx\  par  O^  et  par  Qi'  ces  trois  nouveaux  axes  * 
ils  seront  respectivement  perpendiculaires  aux  nouveaux  plans  coordon- 
nés ^  mais  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z  l'étaient  aux  anciens,  donc 
les  angles  formés  par  ces  anciens  axes  avec  les  nouveaux  mesureront 
les  inclinaisons  des  anciens  plans  coordonnés  sur  les  nouveaux.  Ces  in- 
clinaiiions  sont,  par  hypothèse ,  «>  C,  >-;  a',  C,  >'j  a",  C",  y"\  et, 
comme  chacun  des  anciens  axes  coriespond  aux  mêmes  lettres  grecques, 
quoique  difféicmuient  accentuées ,  cela  suffira  pour  nous  faire  reconnaître 
que 

L'axe  des  x  fait  ai^ec  les  nouveaux  des  angles  «e,  «',  **, 
L'axe  des  y  fait  avec  les  nouveaux  des  angles  C,  C,  C, 
TJ'axe  des  z  fait  avec  les  nouveaux  des  angles  y,  y\  y"\ 

par  conséquent  il  y  aura  entre  ces  nouveaux  axes  rectangulaires  (art  49) 
les  rcl.  lions  suivantes  , 

cos»  tt  -I-  cos'  a!  4-  cos*  «,*  =  i 

=  1    J  . . .  (76^ 


ros*  a.  -f-  eus*  a.  t-  co»-  a   =^  i    > 

cos'  •  4-  cos»  C  -f"  cos'  C"  =  I     I 

cos"  y  H-  cos»  >'  +  eo»^  y"  2=^1  j 
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D*an  aatn  cAlé ,  en  Gonàd^rant  à  part  ces  noafeaaz  nm  recungu- 
Jaim,  on  yem  que  Tangle  formé  par  deux  dVntre  eux  aéra  droit,  et 
fjat  û  ptcmier  membre  de  rëqnation  (  71  )  ie  réduisant  à  zéro  ,  nous 
aamiM 

cDB«ooaC-f*coa«'cot  r4-co8«t''coar'  =  o  \ 
coa«coa>4-coê«'co8y4-cos**'coi>''=o  I...  (77). 
coaCooa^+coarcoay-f-cosCcoa^'iso  j 

i5i.  Si  Ton  ajoute  ensemble  ks  carrés  des  équations  (75),  qu'on  fasse 
h  rédaction  an  moyen  des  équations  (76)  et  (77},  et  qn^on  rassemble  les 
tcmcs  affectés  des  mêmes  produits  des  quantités  A,  B,  G,  on  trouvera 

p.4.p'.  +  P'.=-A«  +  B«4-C«...  (78); 

ce  qui  iwniB  annonce  qne  la  somne  des  carrés  des  projections  des  aires 
X,  k\  x\  etc. ,  sur  trois  ]^ans  rectangulaires ,  est  tonfours  la  même. 

i5s.  Nous  allons  tirer  des  conséquences  importantes  de  ce  tliéorème  : 
PMohnmt  réqnation  (78)  par  rapport  à  P ,  on  trouve 

La  pins  grande  valeur  que  puisse  comporter  ce  radical  est  évidemment 
lorsque  P'  et  P*  sont  nuls.  Dans  ce  cas,  la  somme  P  des  projections  de 
K  H-  x'  4-  x*«  etc. ,  sur  le  plan  dont  les  inclinaisons  sont  «,  C ,  y,  par- 
venue à  son  maximum ,  sera  donnée  par  Péqnatio 

P=r  1/A«-4-B«4-C»...  (79). 

Or,  ks  angles  «,  «',  ti",  étant  ceux  qui  sont  formés  par  Tancien 
axe  des  x  avec  les  trois  nouveaux  axes  qui  sont  rectangulaires ,  on  doit 

a^r 

A  =  P  cos  «  +  P  ces  *  ■+■  P*  cos  a"  j 

en  considérant  les  autres  angles /on  obtiendrait  de  même 

BrsPcosC-f.P'cosr-f-P'cosr, 
C  =  Pcos7.  +  P'cosy+P''cos>''  (*). 

Par  conséquent ,  dans  Phypodi^se  actuelle  de  P'  =s  o ,  et  de  P"  =  o ,  los 
équations  précédentes  se  réduisent  H 

A=:Pcos«,    B  =  PcosC,    C=Pcosy...  (80)  j 

{*)  On  peut  déduire  immédiutement  ces  équations  des  équations  (^S), 
en  multipliant  la  ir«  par  cos  «,  la  2  par  cos  a',  la  3"  par  cos  «e*,  et  en 
rédaisant  la  somme  à  Taide  de  Péquation  cos*  «  -f-  cos*  «'  +  cos«  ei":=.  1 , 
et  des  quantités  multipliées  par  B  et  par  C  ,  qui  sont  nnllcs. 

Éitm.  de  Mécanique,  6  j 
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c«  qui  ddnttc 

^  A  -     B  C 

*««*=p^      co«C=p,      co«>=p. 

Et  en  metcant  pour  P  sa  valeur  donnée  par  Véquaûotk  (79} ,  on  aora 

A    ^  B 

Ï/A.+B.  +  C»  l/Â!»4.fe.  +  C-     .        ,„  , 

..  .  C  f  •"  ^**''* 

K'A'-^B«4-C• 

Telles  seront  les  inclinaisons  du  pian  et  la  plus  grande  projection,  00 
plan  principal. 

On  toit  que  la  détermination  deoe  plan  ne  dépendant  qnedet  anglat 
dont  nom  Ycnons  de  donner  la  taleiir,  lont  plan  parallèle  à  cdni-  d  jouit 
de  la  mène  propriâé. 

t53.  On  démontra  encore  qne  la  scmime  des  projections  des  aiita  x, 
x',  X*,  etc.,  «st  U  même  ponr  tons  les  plans  également  inclina  sur  le 
plan  principal.  En  eflRst ,  soit  Q  la  somme  des  protections  sur  un  plan 
qnelconqne  qni  ait  a,  6,  c  ponr  inclinaisons  avec  les  plans  coordon- 
na i  si  nous  représentons  tonjours  par  A,B,  C,  les  protections  des  mâlies 
«îres  snr  ces  plans  coordonnés ,  nous  aurons 

Q  =  A  icoa  a  ^Bcoa&«f-Ge6se; 

mais  si  «  y  C,  >  désignant  les  faiclinAiaiMia''da  plan  principal ,  les  équa- 
tions (80)  qui  sont 

AssPeostt,        BssPcosC,       .C=:Poas7., 

réduiront  Téquation  précédente  h 

Q  =  P  (cos  a  cos  A  -f-  cor  b  cos  C  +  cos  c  cos  y). 

La  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  équivalant  au  cosinus  de 
Tan^^e  formé  par  le  plan  principal  a,  C,  y,  et  le  plan  quelconque  a, 
b,  c,  si  nous  nommons  8  cette  inciinaisun,  nous  aurons 

Q  =  P  cos  9 , 

et  comme  P  représente  la  somme  des  projections  sur  le  plan  principal, 

qui,  art.  i5a,  est  P=  V^A*4-B*  -f-C*,  nous  obtiendrons,  en  resti- 
tuant cette  valeur , 

Q  =  \/a*  4-  B*  h-  C«  .  cos  B. . .  (8a). 

Or,  les  projections  Ay  B,  C  restant  les  mêmes  pour  tous  les  plans 
également  inclinés ,  il  suit  de  Téquation  (81)  que  la  valeur  de  Q ,  c'est- 


TilioKI£   I>V    PLAN    PRINCIPAL.  83 

Mire  la  tomne  des  proicctions  lor  un  plan,  sera  la  même  pour  tons 
kt  plana  qm  fomerant  le  mtoe  angle  avec  le  ^an  principal. 
On  toit,  en  ootre,  qoo  cette  aonme  croit  on  diminue  proportion- 

acucmeiK  a  coa  «• 

i54-  Enfin,  on  peut  remarier  que,  pour  tout  plan  perpendienlaire 
ao  plan  principal ,  la  aomme  des  projections  est  éf^  à  zéro  ;  àmr  l'hy- 
pothèse de  9  =:  loo»  annulant  le  second  tcrmejde  Péqoation  (89) ,  donne 
Q=o- 

i55.  Tona  les  thcopàmet  qni  Tiennent  à*étn  démontres  sur  les  projec- 
tîoas  et  sur  le  plan  princi|[»al  peuvent  s'appliquer  aux  momens.  En  effet, 
plaçons  le  centre  des  momens  li  Tori^De  des  coordonnées ,  et  supposons 
qac  le  plan  «,  C,  y  passe  par  celte  origine  j  si  par  les  points  d'application 
dés  fefCet  eidans  leurs  directions,  nous  prenons  des  droites  proportion- 
■dfes  à  letts  itttensiiéi,  nofas  pourrons  représenter  ces  droites  par  les 
Isttrea  P»  P',  F*,  etc.  Cela  posé ,  le  centre  C  des  momens  peut  être  re- 
wrde  comme  le  sommet  des  triangles  dont  P,  P,  P",  etc. ,  seraient  les 
nsseï;  les  projections  de  ces  triangles  snr  le  plan  «,  C,  >,  et  sur  les 
^laM  GOordimnés ,  tferont  d'antres  triangles  qui  auront  pour  hases  les 
pnijcctioiia  p^  ^,  ^,  etc.,  des  côtés  P,  F,  P*,  etc. ,  et  pour  hauteurs 
les  perpendiculaires  h ,  h',  hf,  etc.,  abaissées  du  centre  C  sur  les  droites 
p,  p\  p",  etc.;  de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans  réquntion 

(73),  qoi  revient  à 

(projections  sur  les  plans  \ 
eoord,  multip,  respectif.   )  , 
par  les  cosin,  des  inelin.  / 
flis  se  caMn^n  an 

/  projections  sur  les  plans  \ 

îpfc  +  ïA''^'*!- î  P*^'+etc.  =  S  [   coord.  multip,  par  les   J...(83}. 

\  cosin,  des  inclin.  / 

Lé  second  membre  contenant  des  produits  analogues,  on  voit  que  \  sera 
factenr  common  ;  donc,  en  le  supprimant ,  le  premier  membre  de  celle 
équation  se  réduira  k 

ph  -f.  p^h'  i4-  p^'h"  4.  etc. 

Or,  p,  p',  p",  etc.,  étant  les  projeclions  des  droites  P,  P,  P",  etc., 
les  produits  ph ,  p^h\  p''^",  etc. ,  seront  les  momens  des  droites  /», 
p',  p",  etc. ,  pris  par  rapport  h  Toriginc.  Ce  qne  nous  disons  dn  pre- 
mier membre  de  réqiiation  (83)  pouvant  s'appliquer  au  second,  on 
voit  que  la  somme  des  momens  des  projections  des  forces  snr  le  plan 
«,  C,  V,  qui  passe  parrorigine,  est  égale  aux  trois  sommes  des  mo- 
mens des  projections  des  mêmes  forces  sur  les  plans  eoonlonnrs  ,  mul- 
tipliés respectivement  par  les  cosinus  des  incHnnisons. 

G.. 
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i56.  En  faitam  clea  sulistitiuions  semblables  dans  l'Jquaiion  (78)  on 
troaTcra  de  même  qne  les  sommes  des  carri's  des  momens  de  dtffii- 
rentes  forces  ,  par  rapfiorc  ii  trois  plans  rectangulaires ,  est  conitante. 

Les  équations  (80;,  à  leur  tour,  nous  feront  connaUrc. la  positioo  du 
plan  pour  lequel  la  somme  des  momens  est  le  plus  grand.  Enfin ,  l'é- 
quation (79)»  modifiée  dans  le  même  sens,  nous  donnera  la  valeur  de  la 
somme  des  momens  sur  le  plan  principal. 

Du  centre  de  gras^ité. 

157.  Toutes  les  parties  de  la  matière  sont  soumises  à 
une  force  qui  les  entraiiiB  yers  la  terre  perpendicolaire- 
ment  à  sa  surface.  Cette  force  est  la  gravité  ou  pesanteur. 

La  terre  étant  presque  spliérique^  les  directions  des 
liiffércns  points  matériels  qui  la  composent,  concourent  k 
peu  près  à  son  centre  ;  et  comme  ce  centre  est  très  éloigné 
de  la  surface  de  la  terre,  on  peut,  sans  erreur  sensible, 
supposer  CCS  lâivrctions  parallèles. 

•  -* 

i58.  On  a  observé  (|ue  lorsqu'on  s'écartait  du  centre 
de  la  teiTC ,  la  pesanteur  diminuait  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  qui  se  trouve  comprise  entre  ce  centre 
et  le  lieu  où  Ton  est.  Par  exemple  ,  si  un  corps  est  placé  à 
une  distance  du  centre  de  la  terre  ,  prise  pour  unité  , 
et  qu'il  soit  ensuite  transporté  à  des  distances  représentées 
par  les  nombres  2,   3,   4>  etc.,  la  pesanteur  deviendra 

successivement  ^'  3I»  71»  ^^^'y  °^*  Z'  q'  76'  ®^^'>  "®  ^® 
quelle  était  lorsque  le  corps  se  trouvait  à  l'unité  de  dis- 
tance. 

iSg.  La  terre  étant  aplatie  vers  les  pôles,  et  renOéc  à 
réquateur,  il  suit  de  là  qu'en  allant  vers  les  pôles,  on 
s'approcbe  du  centre  de  la  terre ,  et  que  par  conséquent  la 
pesanteur  doit  augmenter  d'intensité.  Nous  verrons,  lors- 
que nous  parlerons  de  la  force  centrifuge,  qu'il  est  une  autre 
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cause  c|ui  fait  que  l'intensité  de  la  pesanteur  est  plus  grande 
au  pôle  qu'en  tout  antre  lieu. 

t6o.  La  pesanteur  transmettant  son  action  à  toutes  les 
molécules  d'un  corps,  les  soumet  donc  à  des  forces  dont  on 
peut  regarda  les  directions  comme  parallèles;  la  résultante 
de  tontes  ces  forces,  qui  est  égale  à  leur  somme,  constitue 
le  poids  du  corps. 

II  suit  de  cette  définition  que  dans  les  corps  homogènes, 
les  poids  sont  proportionnels  à  leurs  yolnmes. 

i6i,  La  densité  d'un  corps  est  la  plus  ou  moins  grande 
quantité  de  matière  qu'il  renferme  sous  un  Tolume  donné. 
On  a  pris  pour  unité  de  densité  le  gramme,  qui  est  la 
quantité  de  matière  que  contient  le  centimètre  cube  d'eau 
distillée  au  maximum  de  la  condensation.  Si  l'on  com- 
pare  le  gramme  au  centimètre  cube  d'une  autre  subs- 
tance qoe  Fean  distillée ,  ce  centimètre  cube  renfermera 
Iç {gramme  un  nombre  de  fois  que  je  r^sprésenterai  par  ^  , 
et  qui  «  suivant  le  cas,  sera  au-dessus  ou  au-dessous  de  Tu- 
liité.  Qs  coefficient  ^  est  ce  qu'on  appelle  la  eUnaité  c/e  la 
vùfBtanct  à  laquelle  il  se  rapporte.  Par  exemple ,  si  ç  est  la 
densité  de  l'or,  nous  aurons  réquation 

un  centimètre  cube  d^or=^  ç  X  '//'  grainmt  ; 

d'où  nous  tirerons 

un  centitnètre  cube  d*or 

Ç= • 

un  grammt* 

162.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  i\ui)  la  ma- 
tière comprise  dans  le  centimètre  cube  que  nous  avons  pris 
pour  unité  de  mesure;  mais  si  nous  voulons  évaluer  la  quan  - 
tité  de  matière  comprise  dans  un  corps  bomogpiie  dont  le 
volume  V  est  donné ,  il  faudra  répéter  le  nombre  ç  de 
grammes  renfermés  dans  l'unité  de  mesure,  autant  de  fois 
que  le  volume  V  contient  d'unités ,  ce  qui  nous  donnera 
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l'é<]UBtion 

M  =  V,...   C84). 
M  est  ce  qu'on  appelle  la  masse;  on  roît  que  c'est  la  quan- 
tité de  matière  reiirermée  dans  uu  corps. 

i63.  Si  la  pesanteur  ne  variait  pas  d'un  lieu  à  l'autre,  J« 
poids  d'un  corps  pourrait  en  représenter  la  masse^  dans  cgi 
cas,  il^serait  permis  de  poser  l'équatioa 

P  =  M...  (85); 
mais  si  eu  transportant  la  masse  AI  à  une  autre  distance  da 
centre  de  la  terre,  le  poids  P  change  d'intensité,  il  faudra 
pour  maintenir  l'égalité  dans  l'équation  précédente,  muiti 
plira*  M  par  un  certain  coefficient  que  j'appellerai  g;  de 
sorte  que  nous  aurons  l'équation 

P  =  M^...  (86); 
et  alors  g  sera  un  coefScient  dont  la  valeur  se  njodifiera 
suivant  le  lieu  oii  le  corps  sera  trans^iorté,  tandis  qae  A 
sera  toujours  constant  et  représentera  le  poids  du  corps 
dans  le  lieu  qui  se  rapporte  à  l'équation  (  85  )  ;  i 
qui  est  la  iitéme  cliose,  dans  le  lieu  où  ce  coefficient  g;  est 
égal  à  l'unité. 

Ce  coelEcient^  est  la  mesure  de  la  pesanteur. 

1 64-  Des  deux  équations  (84)  et  (85)  on  tire  celle-ci , 
P  =  Yk, 
ce  qui  nous  indique  que  le  poids  varie  proportionnelle- 
ment à  la  pesanteur  g,  à  la  densité  ;  et  au  volume  ^ 
du  corps. 

i65.  Par  exemple,  la  pesanteur  et  le  volume  étant  It 
mêmes  dans  deux  corps ,  celui  dont  la  densité  serait  n  ta. 
plus  giandc ,  aurait  un  poids  a  fuis  plus  grand. 

Dans  un  même  Lieu,  la  pesanteur  étant  constante , ^ aui^ 
ia  même  valeur  pour  chaque  poids, 
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166.  Sî  k  diSérens  points  liés  entre  enx  d'mie  muiièra 
iDfirlaUe,  et  dont  les  cocurdonnées  sont  respectÎTement 
%,  y,  %\  x\  y,  ^\  x",  y^  M^,  etc.,  on  applique  les  poids 
Fj  P',  P*^  etc. ,  en  oonsidérsnt  œs  poids  oomme  des  foroes 
parallèles ,  nous  pourrons,  art.  80  et  8i^  déterminer  les 
coordonnées  x^ ,  y^^  \  du  centre  des  forces  parallèles,  et 
nous  aurons 

Px  +  Vx'  +  Vx'+elc. 
''^     P+F  +  P'  +  etc.     ' 
_Pj^-fyy+P*/+etc. 
^'~     P+P^+P'  +  etc.     ' 

_?z  +  PV 4-  V"*'  +  etc. 
*'"■     P-f F  +  P^-t-etc    ' 

i(>7.  Lorsque  les  forces ,  comme  dans  le  cas  présent  > 
agissent  par  l'effet  de  la  pesanteur ,  le  centre  des  forces 
parallèles  porte  le  nom  de  centre  de  gravité.  Soient  m, 
»,  ]»',  etc.,  les  masses  qui  correspondent  aux  poids  P, 
F,  P'j  etc.,  on  aura 

V  =  mg,     F  =  m'g,     V  =  mrgx 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes  > 
et  en  divisant  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  g^ 
on  obtiendra 

mx  +  m'x'  +  rn'x^  +  etc. 
'  m  +  m'  +  /»''  -f-  etc.      ' 

n^  +  m  y  +  m^y"  +  etc. 

•^'  ""      m  +  OT'  +  OT''  +  etc.      ' 

?7ta  +  m'/  +  ''ï''*"  +  etc. 

'  TU  +  m' -1-1»''  + etc.      * 

ce  qui  nous  apprend  que  la  position  du  centre  de  granité 
est  indépendante  de  la  pesanteur. 

168.  Si  les  corps  sont  d'une  substance  homogène ,  en 
appelant  ç  leur  densité,  et  t^,  /,  v",  etc.,  leurs  rolumes , 
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on  aura,  art.  162^ 

m-^zif^ ^     m  =z  i>'^  ,     m"  =  p'^y     etc  ; 
et  en  opérant  comme  précédemment,  on  trourera 

ê 

__  px  -f-W  4-  y V  4-  etc. 
'  1;  -f-  V  -^  ^  -4-  etc. 

_»y+^y+^y+etc. 

y^—     ^4.^' 4.^"^  etc.     ' 

i'»  +  pz' -^  if^z'  +  etc. 

*'  ■""      i'^-  /+v'  +  ctc.  "' 


et  en   nommant  V   le  yolmne  de  tout  le  système,   ces 
équations  deviendront 


/»• 

=1 

i^X 

■h 

/*' 

+  etc. 

^/ 

V 

^%J 

— • 

py 

• 
-r 

^y 

+  etc. 

Jj 

V 

«y 

^^K 

PZ 

±_ 

PZ 

■XT 

+  etc. 

169.  On  peut  déterminer,  par  une  expérience,  le  centre 
de  gravité  d'un  corps,  de  la  manière  suivante.  On  suspend 
f*»g«  74-  (^îg«  74)  ce  corps  à  un  fd  CA,  et  le  prolongement  AB 
de  la  direction  du  fil  passera  par  le  centre  de  gravité.  Pour 
connaître  ensuite  sur  quel  point  de  la  droite  AB  est  situé  le 
centre  de  gravité,  on  suspendra  le  corps  par  un  autre  point , 
et  la  verticale  £F  dirigée  sulvaut  le  prolongement  du  ili , 
devant  contenir  le  centre  de  gravité,  il  sera  au  point  d'in- 
tersection G  de  ces  deux  lignes. 

Dans  cette  expérience ,  le  corps  n'étant  retenu  que  par 
celui  de  ses  points  auquel  est  attaché  le  fil,  il  faut  que  fa 
résultante  passe  par  ce  point;  et  comme  elle  est  verticale  , 
sa  direction  est  celle  du  fil. 

Fig.  75.       170.  Le  centre  de  gravité  d'une  droite  AB  (fig.  75)  est 
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à  son  milieu  G  ;  car  en  la  considérant  comme  chargée  de 
points  matériels  pesans,  chaque  molécule  m  située  d'un 
côté  du  point  G,  correspondra  à  une  autre  molécule  m\ 
paiement  distante  de  G  ;  par  conséquent  les  momens 
m  X  Cm  et  m'  X  Cm  seront  égaux.  Ge  que  nous  di- 
ams  des  molécules  m  et  m'  pouTant  s'appliquer  à  toutes 
ceUes  de  la  droite  AB,  prises  deux  à  deux,  il  en  résuUe 
que  la  somme  des  momens  de  toutes  les  molécules ,  par 
rapport  au  point  G,  est  ^ale  à  zéro;  donc  le  moment 
de  la  résultante  sera  nul,  et  par  conséquent  la  résul- 
tante passera  par  le  point  G  qui  se  trouve  au  milieu  de  la 
droite  AB. 

171.  Le  centre  de  gravité  d'un   parallélogramme  AD 
(iig.  76)  est  à  l'intersection  G  des  droites  £F  et  HK  qui  Fig.  7G. 
partagent  les  côtés  parallèles  en  deux  parties  égales. 

En  effet,  si  l'on  conçoit  que  toutes  les  molécules  du  pa- 
rallélogramme soient  disposées  sur  des  parallèles  à  AB,  les 
centres  de  gravité  de  toutes  ces  parallèles  se  trouveront  sur 
la  droite  EF  qui  passe  par  les  milieux  £  et  F  des  côtés  op- 
posés CD  et  AB;  car  EF  coupe  toutes  ces  parallèles  on 
deux  parties  égales.  Il  suit  de  là  que  le  centre  de  gravi tr 
du  parallélogramme  doit  se  trouver  sur  £F.  On  prouverait 
de  même  que  IIK,  qui  divise  CA  et  DB  en  deux  parties 
^les,  contient  aussi  le  centre  de  gravité  du  parallèle^ 
gramme  ;  donc  ce  centre  de  gravité  est  au  point  d'intersec- 
tion G  des  droites  EF  et  HK . 

17a.  Le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  triangle  ABC 
(fig.  77)  se  trouve  en  menant  une  ligne  CD  sur  le  milieu  Fig  ^^. 
de  la  base  AB ,  et  en  prenant  la  partie  DG  égale  au  tiers 
de  CD.  Pour  le  démontrer,  on  va  d'abord  faire  voir  qu'il 
est  sur  cette  droite  CD.  En  effet,  CD  passant  par  les 
milieux  de  toutes  les  parallèles  à  AB,  contient  le  centre  do 
gravite  de  l'aire  du  triangle  :  il  en  est  de  même  d'une  droite 
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AE  qui  passerait  par  le  milieu  de  Cb;  doue  le  cêifl 
gravité  de  l'aîrc  du  triangle  est  au  point  d'intersection  G 
de  ces  droites.  Il  reste  à  prouver  que  G  est  au  tiers  de  CD.J 
à  partir  de  la  Iiase.  Pour  cela ,  ayaut  mené  la  droite  D£ 
les  triangles  ACB,  DKB  sont  semblables;  car  les  càtés  ï 
et  £B  étunt  les  moitiés  de  AB  et  de  Cil ,  ces  triangles  qn^ 
ont  un  angle  compris  entre  deux  côtés  proportionnels , 
sont  semblables  ;  d'où  il  suit  ijue  DE  est  parallèle  à  AC  ; 
donc  les  triangles  ACG  et  DEG  sont  aussi  semblables  et 
donnent 

CG  :  GD  ::  ac  :  de  ::  ab  :  bd  ; 


et  par  conséquent , 


CG  +  GD  =  3GDi 


GD  =r  i  CD. 


1^3.  Pour  trouver  le  cetib-e  de  gravité  d'une  pyraniida 
triangulaire,  on  mènera  par  le  sommet  et  par  le  centre 
'.  gravité  de  la  base,  une  droite  AG  (IJg.  ^8),  et  en  prenant* 
GO  :=^  AG  ,  le  point  O  sei'a  le  centre  de  gravité  de  la 
pyramide. 

Pour  le  démontrer ,  imaginons  que  cette  pyramide  soît 
partagée  en  tranches  }»arallèles  à  la  hase  IICD;  la  droite 
AG  passant  par  les  centres  de  gi'aviLc  de  toutes  les  tranches, 
contiendra  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide.  De  mémo 
par  le  sommet  D  de  l'anyle  D,  et  par  le  centre  de  gravite  G' 
(le  la  face  apposée  ABC,  menons  la  droite  DG'  :  cette  droite 
contiendra  le  centre  de  gravité  de  la  pyramidei  par  consé- 
quent lors(|u'on  aura  prouvé  que  ces  droites  se  rencontrent 
en  un  point  O,  on  pourra  conclure  que  le  centre  de  gravité 
cherché  est  en  ce  point. 
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Or  pow  4éiiMMitrer  que  les  droites  AG  et  DG'  se  ooapeut 
flB  vm  wAwn  point ,  il  safi&t  de  reinan|uer  que  œs  droites 
ayant  dMfnpe  leurs  points  extréniiBS  situés  dâos  le  plan 
ÂgD  f  d)os  7  sont  comprises  l'une  et  l'autre,  et  par  oonsé- 
q|Mi4  ^es  doivent  ae  rencontrer  en  un  point  O. 

Vum  détenaainer  ce  point  i  menons  la  droite  GG'  :  les 

triapgifla  GXG  et  AED  sont  semblables;  car  iUont  un  aiigie 

eomprU  entre  deux  côtés  proportionnels,  tu  que  £Gs=4  ED, 

et  qw  EG'  =  ^£A;  donc  GG^  est  parallèle  à  AD.  Cela 

poaéy  à  cause  des  triangles  semblables  OGG'  et  OAD, 

on  a 

GG':  AD::GO:OA; 

les  trianf^  semblables  EGG'  et  E AD  nous  donnent  aussi 

GG'  :  AD  ::  eg  :  ED. 

Eo  comparant  les  seconds  rapports  de  ces  proportions , 
on  en  oondnt  cette  troisième , 

GO  :  OA  ::  £G  :  ed  ::  i  :  3  -, 

donc 

3GO==OA; 

ajoutant  GO  de  part  et  d'autr« ,  on  a 

4GO  =  OA  +  GO  r=  AG  i 
donc 

GO  =  \  AG. 

1 74-  En  général ,  le  centre  de  graTÎté  d'une  pyramide 
polygonale  ABCD  (fig.  79)  est  au  quart  de  la  droite  SF,  Fig.  7(;^ 
qui ,  du  centre  de  gravité  de  la  base,  est  menée  au  sommet 
de  la  pyramide.  Tour  le  démontrer,  ayant  pris  FO=:  \  SF, 
et  mené  par  le  point  O  un  plan  parallèle  à  la  base  de  la 
pyramide,  ce  plan  contiendra  le  centre  de  gravité.  En  effet, 
si  par  le  centre  de  gravité  F  de  la  base,  on  mène  les  droites 
FA,  FB,  FC,  FD ,  etc.,  au  sommet  des  angles  du  polygone , 
on  formera  autant  de  triangles  qu'il  a  de  côtés;  ces  triangles 
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pourront  servir  de  bases  à  un  égal  nombre  de  pyramidei 
triangulaires  qui  aiuront  le  même  sommet  S.  Tontes  les 
lignes  menées  du  sommet  S  aux  centres  de  gravité  de  ces 
triangles  seront  coupées  proportionnellement  par  ie  plan 
qu'on  a  mené  parallèlement  k  la  base  ;  d'où  il  suit  que' 
CCS  lignes  seront  toutes  coupées  par  ce  plan  an  quart  de 
leurs  longueurs,  à  partir  delà  base.  Ces  points  d'intersection 
seront  donc  les  centres  de  gravité  des  pyramides  partielles; 
Ces  centres  de  gravité  étant  renfermés  dans  le  planque  nous 
avons  mené  parallèlement  à  la  base  y  il  en  résulte  qne  le 
centre  de  gravité  de  la  pyramide  polygonale  sera  dans  ce 
plan.  D'une  autre  part,  la  droite  SF  contient  aussi  le  centre 
de  gravité  de  la  pyramide  polygonale,  puisque  cette  droite 
passe  par  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections  pa- 
rallèles à  la  base.  Ainsi  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide 
polygonale  est  au  point  O,  où  la  section  que  nous  avons 
menée  parallèlement  à  la  base  rencontre  la  droite  SF  ; 
c'est-à-dire  est  au  quart  de  la  droite  SF ,  à  parlîr  de  la 
base. 

175.  Trout^er  le  centre  de  gratuité  cfun  pofygone.  On 
Fig.  80.  le  décomposera  (fig.  80)  en  triangles;  et  nommant  a,  a\ 
a",  etc. ,  les  aires  ABC,  ACD,  ADE ,  etc.,  de  ces  triangles, 
on  regardera  a ,  a',  a",  etc. ,  comme  des  poids  appliques 
aux  centres  de  gravité  G,  G',  G",  etc.,  des  triangles  ABC, 
ACD,  etc.  Le  centre  de  gravité  de  l'aire  ABCDA  se  trou- 
vera par  la  proportion 

a  +  a  la  ::  GG  :  G'O. 

On  chercbera  ensuite  le  centre.de  gravité  K  fie  l'aire 

ABCDEA,  en  déterminant  la  résultante  de  a  +  a  agissant 

en  O ,  et  de  a"  agissant  en  G".  Pour  cela  ou  établira  la 

proportion 

a  +  a'  +  a'la"::  OG"  :  OK ,. 

et  ainsi  de  suite. 
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i<]6.  Le  même  problème  pourrait  aussi  se  résoudre  par 
la  consîdératioQ  des  i'orces  parallèles. •  £n  effet ,  soient  x^ 
et  ^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  polygone 
(fig.   81  )  :  la  théorie  des  forces  parallèles  nous  fournit  Fig.  3i. 
ces  équations , 

R  =  P    +    P'   4.    P"  +P^ 

vix,=vx+ p'at' + P  V  +  y^x", 

Ry;=  Py  +  vy  +  py  +  p  V. 

Nommons  toujours  a,  a,  a",  etc. >  les  aires  des  triangles 
ABC  9  AGD ,  ADE  ,  AEF  ,  etc. ,  nous  aurons 

P=:a,     F  =  a,     P"  =  a\     P*=a*, 
et  les  équations  précédentes  nous  donneront 

ax  -i-a  X  -+-  a  x 
a-f-  a  -f-  CL  -^-  a 

Âjant  donc  pris  ensuite  OP  z=i  %,,  on  mènera  la  parallèle 
KG  =  ^^  è  Taxe  des  r,  et  le  point  G*  sera  le  centre  de 
graTÎté. 

177.  Trouver  le  centre  de  graifitê  du  contour  d^un  poly^ 
gone»  On  opérera  comme  précédemment ,  en  remarquant 
que  le  centre  de  gravité  de  chaque  côté  étant  à  son  milieu , 
on  peut  regarder  les  milieux  des  côtés  du  polygone  comme 
chargés  de  poids  proportionnels  à  ces  côtés. 

178.  Trouper  le  centre  de  graifité  d*un  aiv  de  courbe 
plane.  L'élément  mm'  d'un  arc  de  courbe  plane  (Gg.  82)  étant  Fig.  82 

^dx*  +  dy^y  on  peut,  à  cause  que  cet  arc  est  infinime'^* 
petit,  regarder  son  centre  de  gravité  comme  placé  en  son 
milieu  o,  et  mettre  les  coordonnées  x  et  y  du  point  m  a  la 
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p1<ice  ^6  celle  du  point  o;  par  conséquent,  le  momekif  de 
mni\  pal*  rapport  à  l'axe  des  ir,  est 

op  X  mnî  =  y  \/dx^  +  (fy\ 
et  par  rapport  à  l'axe  des  y, 

Nommant  x^  et  y^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité , 
et  s  la  longueur  de  l'arc  MM',  les  momens  de  cet  arc  ^ 
par  rapport  à  chacun  des  axes ,  seront  respectiTement  sx 
et  sy/y  ces  momens  devant  être  égaux  à  la  somme  des 
momens  des  élémens ,  nous  aurons 

8y=fyVd^  +  dy\ 
sx^r=zfx  [/dx^+dy, 

et  la  longueur  de  l'arc  MM^  sera  donnée  par  l'équation 


179.  Cherchons,  par  exemple,  le  centre  de  gravité  d'un 
t\^,  83.  arc  de  cercle  BO  (iig.  83).  Pour  cet  effet,  on  disposera  les 
axes  coordonnés  de  manière  que  cet  arc  soit  partagé  en  deux 
parties  égales  par  l'axe  des  abscisses  ;  alors  le  centre  de 
gravité  de  l'arc  BO  sera  sur  cet  axe,  et  l'on  aura  y^zzzo. 
Pour  le  démontrer ,  remarquons  que  les  centres  de  gra- 
vi lé  ^  et  g'  des  arcs  égaux  BD  et  DO  devant  être  disposés 
symétriquement  à  l'égard  de  l'axe  des  x^  il  faut  que  le  centre 
de  gravité  G  de  l'arc  total  BO  soit  sur  l'axe  des  or,  au  milieu 
G  de  gg\  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  connaître  l'abscisse 
AGz=x^  du  centre  de  gravité  de  l'arc  BD ,  puisque  cette 
abscisse  doit  être  la  même  que  celle  du  centre  de  gravité 
de  l'arc  BO.  Or  x^  est  donné,  art.  178  ,  par  l'équation 


sx^  =fx  X^dx^  +dy\,.    (87). 
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Four  întL'grcr  le  second  membre  de  cette  équation ,  nous  Fig  ^"^^ 
aUoiis  diercher  à  le  rédaire  &  une  seule  Tariable  au  moyen 
de  Fé^pation  du  ceide  qui  est 

^  =  fl^_4f*...  (88); 
en  diffîrentiant  cette  équation ,  nxma  trouverons 

^ob  nous  tirerons 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  ydx^+dy*, 
obtiendrons 


rèdinsânt  âa  Hiojen  de  Féquation  (88)  et  ieltrayant  la 
racme  CÊTtie,  oA  aura 

1/57+1^  =  ^ 

adbsitîtiumt  cette  valeur  dam  Téquation  (  87  ) ,  intégrant 
et  représentant  par  B  la  constante  arbitraire ,  nous  trou- 
verons 

M/3?T^=ay  +  B...  (89). 

ITommons  c  la  corde  BO ,  et  chercbons  l'arc  soutenu  par 
eette  corde.  Pour  cela ,  il  faudra  prendre  l'int^ale  entre 
les  lûnites  y^=ic  et  ^  =  —  ic.  L'arc  s'étendant  de  O 
en  B ,  cette  intégrale  doit  être  nulle  au  point  O ,  dont 
Fordonnée  est  y  =  — ^  c.  Cette  bypothëse  rédoit  l'équation 

(89)  i 

O  =  —  I  ac  -J-  B  : 

éliminant  B  entre  cette  équation   et  l'éqnation  (89) ,  on 
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obtiendra 

/a?  V^5i»"+7fy*  =  rtjr -f.  i flc  ; 

faisant  y  =  lc  pour  prendre  l'intégrale  définie  depuis  le 
point  O  jusqu'au  point  B,  on  obtient 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (87) ,  on  trouvera 


8x^  =  ac , 


d'où  l'on  tirera 

^_:^:on><corde-^      (90)  j 


arc 


ce  qui  nous  apprend  que  Yabscisse  du  centre  de  gravité 
est  une  quatrième  proportionnelle  à  l'arc  j  au  rayon  et  â 
la  corde, 

180.  Trouver  le  centre  de  grapité  d'un  arc  de  courbe 
à  double  courbure^  ou  en  général  celui  d'une  Ugne  quel^ 
conque  située  dans  V espace.  On  sait  que  l'élément  d'une 
courbe  à  double  courbure  a  pour  expression 

V/</x*  +  dy»  +  5?  (*)...   (91). 
Prenons  les  momens  de  cet  élément  par  rapport  aux  plans 


1 

l'i".  84.      (*)  ^ovLV  le  dcmontier,  soient  M  et  M'  (fig.  84)  deux  points  siiiic'i 
dans  Tcspacc,  et  dont  les  coordonnées  sont  x  y  y^  z  et  x\  y\  z\  on 


itiics 
on 
aura 


corde  MM'  =  V^(x  —  a:')*  -f  (/•  —-y')*  -h  (z  —  ^0*  •  •  •  ^9^)* 

Si  la  différence  des  abscisses  x  ei  x*  est  représentée  par  h ,  la  formule  de 
Taylor  nous  donnera 

Substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celle  de   or  «—  jt'  fjiii  est  h  ,  dans 
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coordonnés.  Comme  x,  y,  z  représentent  les  distances  de 
cet  clément  anx  plans  des  j^,  »,  des  x,  z  et  des  x,  ^^  ces 

momens  seront 

X  y/dx^  +  ^v*  4-  rfs*, 

y  V^dx^  +  dy^-Td?, 
M  V/di*  +  dy*  +  dz^  j 

par  conséquent  en  nommant  x^^  y^^  z^  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité,  et  s  Tare  de  courbe,  on  détermi- 
nera ces  quantités  par  les  équations 


8  =  f    ]/dx*  +  dy^  +  dz\ 
sx=fx\/^+^^+d?A^     ^^^ 

«z/=/s  V/dor*  +  dy^  +  dz\ 

i8i.  Appliquons  ces  formules  à  la  détermination  du 
centre  de  gravité  d'une  droite  située  dans  l'espace.  Pour 
cet  effet,  plaçons  l'origine  à  Tune  des  extrémités  de  cette 
droite,  ses  équations  seront 

*  =  «»,    j^  =  ^i...  (94), 

reqnation  (9a) ,  nous  trouverons 


corde  MM'  =  y/  A«  +  ^^  +  etc.^  A*  +  ^g^  +  clc.^  JiK 

Cette  équation  divisée  par  h  nous  donne 

corde  MM'       ^  /         Jjy  \    .    /dz^  ,         \" 

passant  à  la  limite ,  on  obtient 


et  par  conséquent ,  

Elém,  de  Mécanique,  7 
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d'où  l'on  tirera 

dx  •=.  ttdzf       dy  =  &d%. 

Substituant  ces  valeurs  de  dx  et  de  dy  dans  l'expression 
(gi),  nous  trouverons 


et  en  représentant ,  pour  simplifier ,  le  radical  par  A  , 
nous  pourrons  écrire 

Substituant  dans  les  équations  (gS)  cette  valeur,  ainsi  que 
celles  de  x  et  de  ^  données  par  les  équations  (g4)  ;  nous 
obtiendrons 

s  •=  fÈkdz , 

sx^  =  ftiMzdz  I 

sy,  =  fkCzdz, 

sz^  =  fAzdz, 

Fig.  85.  Soit  h  l'ordonnée  z  du  point  M  (  fig.  85  ).  Si  nous  vou- 
lons déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  droite  AM ,  il 
faudra  intégrer  entre  les  limites  «  =  o  et  «=:^,  et  de 
cette  manière  nous  trouverons 

5  =  A//, 
5*^  =  i  Aah*, 
sy^  =  i  ACA% 

Éliminant  s  et  réduisant,  nous  obtiendrons 

Ces  valeurs  sont  précisément  les  coordonnées  du  point  O 
qui  est  le  milieu  de  la  droite  AM;  car  si  AO  est  la  moitié 
de  AM,  les  triangles  semblables  AOQ,  AMP,^  nous  don- 
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lieront 

OQ  =  iMP=:iA. 

Substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (94  )>  nous 
obtiendrons 

182.  Trouiftr  Vaire  d'une  surface  plane  comprise  entre 

un  arc  de  courbe  et  l'axe  des  abscisses.  Soient  x^  et  y^  les 

coordonnées  du  centre  de  gravité,  et  AM  (  fig.  86  )  y  GN  Fîg.  86. 

celles  d'un  élément  MPM'P';  Faire  de  cet  élément  étant  \dx 

{Èlèmens  de  Calcul  intégral j  page  256),  le  moment  de  ydx 

par  rapport  à  l'axe  des  x  sera  GN  X  ydx,  et  son  moment 

par  rapport  à  Taxe  des  y  sera  AN  X  ydx.  On  peut,  dans  le 

PM 
Cl»  de  la  limite^  substituer  AP  à  AN,  et  — ^  à  GN;  par 

conséquent  —  dx  et  xydx  seront  les  momens  de  l'élément 

par  rapport  aux  axes  des  x  et  des  y.  Représentons  par  A 
l'aire  DBMP  ;  cette  surface  ainsi  que  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  ^  seront  déterminées  par  les  équations 

^,=Jxydx..     (95). 

>^y.^pidx. 

i83.  Pour  application  ùes  ces  formules ,  cherchons  le 
centre  de  granité  de  l'aire  d'un  segment  circulaire  CDE 
(fîg.  87  ).  Si  l'on  prend  pour  origine  le  centre  du  cercle  ,  Fig.  87. 
et  pour  axe  des  abscisses  une  droite  AD  ()ui  partage  le 
seclçur  en  deux  parties  égales,  le  centre  de  graiité  du 
segment  sera  sur  cette  droite  :  il  ne  s'agit  donc  plus  que 
de  calciiler  AG  =  x^.  Pour  cet  eflct ,  je  remarque  que  ^ 
et  g'  soilt  lés  centres  de  gravité  des  segmens  CBD  ,  BDE  ; 
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Fig.  87.  ces  segmens  étant  sernUablement  situés  k  l'égard  de  l'axe 
des  X,  g  et  ^  seront  à  égale  distance  de  cet  axe ,  et  le 
trouveront  aux  extrémités  d'une  ligne  gg  coupée  k  anglea 
droits  et  en  deux  parties  égales,  par  l'axe  A «,  et  en  ce 
point  d'intersection  se  trouvera  le  centre  de  gravité  G  do 
segment. 

La  question  se  réduisant  à  trouver  l'abscisse  x^  da  centre 
de  gravité  du  segment  GDB,  la  valeur  de  x^  nous  sera 
donnée  par  l'équation  (96) ,  dont  noua  pourrons  détermi- 
ner Pinlégrale  du  second  membre,  lorsque  nous  aurons 
éliminé  l'une  des  variables.  Pour  parvenir  à  ce  but,  Péqna- . 
tion  du  cercle  étant  différentiée ,  nous  donne 

ycfy  =  —  xdx  : 

tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  xdx,  et  la  substituant 
dans  la  formule  {gS),  nous  trouverons 

xx^^J-^ycfy...  (96); 

intégrant  et  nommant  A  la  constante  arbitraire ,  ndos 
aurons 

—  ydy  =  —  iy'^'hA...    (97). 


/- 


Pour  déterminer  la  constante^  nous  prendrons  l'intégrale 
depuis  le  point  G  jusqu'au  point  D;  or  le  point  C  ayant 
pour  ordonnée  CB  qui  est  la  moitié  de  la  corde  C£  >  si 
nous  nommons  c  cette  corde ,  nous  devrons  prendre  l'in- 

tégrale  depuis  y—-  jusqu'à  ^  =  0.  Ainsi  en  supposant 

que  l'intégrale  s'évanouisse  lorsque  y  z=:  - ,  la  constante 
A  sera  déterminée  par  l'équation 
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f t  féquaiion  (97)  détiendra 


Fiiaiit  y^=o  pour  que  l'intégrale  s'étende  depuis  G  jus- 
qu'ea  D,  on  aura 

Mettant  cette  Taleur  dans  l'équation  (g6)  et  divisant  par  x, 
«i  obtiendra 

)i  représentant  l'aire  GBD,  nous  ayons 

x  =  {aire  GDEB. 

Safaftitaant  cette  valeur  de  A  dans  l'équation  précédente , 

nous  trouYcrons 

-     -  «1 


'~  12.  aires  CDE3' 


oe  qui  nous  apprend  que  la  distance  du  centre  de  gravité  du 
segment  CDEB  à  l'axe  des  y,  est  égale  au  cube  de  la  corde > 
divisé  par  12  fois  l'aire  du  segment. 

184»  Trouver  le  centre  de  grapité  G  du  secteur  CAJS 
(fig.  88).  Il  est  d'abord  évident  que  ce  centre  de  gravité  est  Fig.  88. 
sur  la  droite  AB  qui  divise  le  secteur  en  deuiL  parties  égales; 
il  ne  s'agit  donc  que  de  connaître  AG.  Pour  cela ,  en 
regardant  le  secteur  comme  composé  d'un  nombre  infini 
de  secteurs  élémentaires ,  le  centre  de  gravité  de  chacun 
iora  aux  deux  tiers  du  rayon,  parce  qu'on  peut  les  consi- 
dérer comme  autant  de  triangles.  D'où  il  suit  que  si  avec 
un  rayon  AH  égal  aux  deux  tiers  de  AG,  on  décrit  l'arc 
HK  ,  cet  arc  contiendra  les  centres  de  gravité  de  tous  les 
secteurs  élémentaires  \  par  conséquent  le  centre  de  grs^yltc 
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de  Tare  HK  sera  celui  du   secteur  CAE.   Cela  posé,  «i^ 
l'on  nomme  x^  Fabsclsse  AG  du  point  G ,  nous  aurons , 
art.   179, 

AH  X  corde  HK 


*'  '  arc  IIR 


or  par  la  similitude   des  secteurs  AÏIK  et  ACE,   nous 

aTODS 

AH=5  AC, 

corde  HK  =  \  corde  CE , 

arc  HK=:|a7x?  CE. 

Substiti^ant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente  et^  ré- 
duisant, nous  trouverons 


A 

X 


,  AC  X  corde  CE 


àrc  CE 

Fi  g.  89.       i85.  Trouver  lé  centre  de  grcwité  de  faire  OBO'  (fig.  89) 
comprise  entre  deux  branches  de  courbe. 

Soient  PM  =.  y  et  PM'  =  y  deux  ordonnées  qui  cor- 
respondent à  la  même  abscisse' AP  =  a:.  L'élément  MM'N'N 
de  la  surface  aura  pour  expression 

aire  PN  —  aire  PN'  =  ydx  —  ydx  ^=  (y  —  y)dx  : 

et  si  nous  représentons  par  A  une  portion  de  la  surface 
comprise  entre  deux  cordes  MM',  OO',  nous  aurons 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  de  cette  portion  de  sur- 
face ,  cherchons  d'abord  les  coordonnées  du  centre  de  gra-* 
vite  de  l'élément  M'N;  les  droites  MM'  et  NN'  étant  infi- 
niment  proches,  nous  regarderons  le  centre  de  gravité  de 
l'élément  comme  silué  au  milieu  de  MM';  par  consé- 
quent l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  l'élément  M'N 
sera 
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et  nous  aurons  pour  le  moment  de  l'élément  par  rapport 
à  l'axe  des  x , 

et  pour  le  moment  de  l'élément  par  rapport  à  l'axe  des  y, 

xiy  —  y)dx\ 

par  conséquent  si  nous  nommons  x^  et  y^  les  coordonnées 
du  centre  de  gratité^  ces  coordonnées  seront  déterminées 
par  les  équations 

xx^=fx  (y  — y)  dx, 

^y,=n(y-y')dx. 

186.   Trouver  le  centre  de  grapité  de  la   surface  d'un  ' 

9êtide  de  répolution. 

Soit  une  surface  engendrée  par  la  rotation  de  BM  (fig.  90)  F>g-   9®- 
autour  de  l'axe  des  x  :  l'élément  de  cette  surface  ou  la  zone 
âémentaire  décrite  par  Mm ,  aura  pour  expression  ^'ryda 
{Elimena  de  Calcul  intégral ^  p^c  266);  donc  en  appe- 
lant X  la  surface  entière,  nous  aurons ,  pour  l'expression 

de  cette  surface , 

A  =  f^wyds, 

A  l'égard  des  coordonnées  x^  et  y^  du  centre  de  gravité  y 
nous  obserrerons  d'abord  que  y^^=zo,  parce  que  le  centre 
de  grarité  est  sur  l'axe  des  x  ^  il  ne  s'agit  donc  plus  que  de 
déterminer  la  valeur  de  x^.  Pour  cet  effet,  en  prenant 
les  momens  par  rapport  à  l'axe  des  y  y  celui  du  centre  de 
gravité  sera  exprimé  par  hx^y  et  en  l'égalant  à  la  somme  des 
momens  des  élémens ,  nous  aurons 

XX ^  ■=■  fx  X  nwyds  'y 

d'où  nous  tirerons 

J2wyxds 

mettant  au  lieu  de  ds  et  de  x  leurs  valeurs,  et  suppri« 
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inant  le  facteur  commun    ssr,  nous  aurona  pour  déter'-' 
miner  l'absCisse  du  cenlre  de  graTÎté , 

187.  Pour  donner  une  application  de  cette  formule  f 
cherchons  le  centre  de  grayilé  de  l'aire  de  la  calotte  sphé- 
rique.  Cette  surface  étant  engendrée  par  la  réyolution  de 
Flg.  gi.  Parc  BC  (  fig.  91  )  autour  de*  Taxe  des  x,  il  faudra  éli- 
miner l'une  des  variables  de  la  formule,  au  moyen  de 
l'équation  du  cercle ^  qui  est 

dlfférentiant  cette  équation  et  élcTant  au  carré  le  résultat  ^ 
on  obtient 

donc  

Cette  valeur  étant  mise  dans  les  intégrales  de  l'çquatioB 
(98) ,  on  a 


fxy  X/dx""  4-  dy^  =  frxdx  =  |  rx*  +  C, 
fy  \/dx^  +  dy^  =  frdx  =    rx    +  C 

Prenant  les  intégrales  définies  entre  les  limites  x  =  AD  =  a 
et  jc  =  AB  =:  r,  on  obtient 

fxy\/d^^+^  =  ir{r^^a'), 
fy\/dx^+dy'=r(r  —  a). 

Ces  valeurs  transforment  l'équation  (98)  en 

»,  —  ï(.r  +  a)  =  a  +  l{r'--a)-y 
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donc  le  centre  de  graTÎté  de  la  calotie  spbérique  est  au 
milieu  de  la  flèche  DB. 

188.  Trout^er  lé  centre  de  gravité  d'un  solide  de  rét^o^ 
lution  fi  compris  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe 
des  X. 

Le  centre  de  gravité  de  ce  solide  (fig.  9a)  étant  nécessaî-  ^^S*  9>« 
rement  sur  l'axe  des  x ,  le  problème  se  réduit  k  trouver 
Fabscisse  x^  du  centre  de  grayité  du  Tolume  fê.  Uélément 
de  ce  Tolume  {Élêmens  de  Calcul  intêgralj  page  270)  étant 
9y*ixy  nous  aurons 

lA=firy*dx...   (99). 

Frenant  ensuite  les  momens  par  rapport  à  Taxe  des  y, 
mu  obtiendrons 

f^,  =  f^xy^dx,..   (100); 

divisant  ces  équations  l'une  par  l'autre,  et  supprimant  le 
Acteur  commun  ^,  il  viendra 

Si  au  moyen  de  l'équation  de  la  courbe  on  élimine  y,  ces 
intégrales  devront  être  prises  entre  les  limites  x  =  AP  et 

189.  Appliquons  cette  formule  à  la  détermination  du 

centre  de  gravité  du  cône,  nous  avons  deux  intégrales  à 

d)tenir,  savoir , 

fy^dx    et    fxy^dx. 

m 

Éliminant  y^  au  moyen  de  l'équation  de  la  générati^icc  du 
cône  qui  est  y  =:  ax,  nous  obtiendrons  en  intégrant, 

fy^dx:=:fa'x'dx  =  '^, 

a^x^ 
fxy^dx  -=  fa^x^dx  =  -7—. 

4 


lo6  STATK^inS. 

Nous  n  ajoutons  point  de  constantes ,  parce  qu'à  l'origine 
J^ig*  93*  A  (  fig.  93  )  le  Tolume  est  nul.  Substituant  ces  valeurs 
dans  la  formule  (loi),  on  trouve 


a' 


—    4    --? 


ce  qui  nous  apprend  que  le  centre  de  gravité  du  cône  est 
aux  trois  quarts  de  son  axe  At.^ 

190.  Cherchons  encore  le  volume  du  paraholoïde  de  ré- 
volution qui  est  le  solide  engendré  par  la  révolution  de  l'arc 
de  parabole  AM  (fig.  90)  autour  de  Taxe  kx.  L/équalion  de 
lia  courbe  étant  y^-=.px ,  nous  avons 

fy^dx  =  fprdx  =  i  px^, 
fxy^dx  ^=:fpx''dx=^  hP^' 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (99)  >  on  a 

x^  ^  3  *^* 

On  n'ajoute  point  de  constantes  par  la  raison  expliquée 
ci-dessus. 

191.  Prenons  encore  pour  exemple  Fellipsoïde  allongé 
de  révolution  :  l'équation  de  la  génératrice  est 

Aaettant  cette  valeur  de  y^  dans  les  intégrales  de  la  formule 
(loi),  et  observant  que  les  constantes  sont  nulles,  on  a 

fydx  =.  ^,  /(aWx  -  x^dx)  =  ^,  {a^x  -  |')  , 

jxyhh  ^  -  Jia'xdx  —  x\h)  =  ~  [a^  -~  —  j^ 
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Aa  mojen  de  ces  valeurs^  l'équation  (loi)  devient 

_ia*x  —  ix^_  6a*x  —  Zx\ 
*'~    a^  —  ^x^    ""i2rt*  — 4**' 

et  en  prenant  l'intégrale  entre  les  limites  x=.o  et  x  =:  a , 
il  suffît  de  faire  x  =  a  dans  les  fori!nules  ci -derrière,  et 
l'équation  (loi)  donne  pour  l'abscisse  du  centre  de  gravité 
du  demi-ellipsoïde  allongé  de  révolution, 


-  a. 


193.   Trouver  le  centre  de  grapité  du  volume  engendré 
par  la  révolution  d'une  courbe  BMCM'  (fig.  94)  autour  de  Fig.  94. 
Poe  des  x  situé  hors  de  cette  courbe. 

Soient  MP  =  j^  et  M'P  =  y\  le  Tolume  engendré  par 
fâément  Mmm'Mf  sera  censé  égal  h  la  différence  des  vo- 
lumes engendrés  par  les  rectangles  Mp  et  M/?;  les  expres- 
sions de  ces  volumes  étant  respectivement  Try^dx  et  Tcy^dx, 
le  volume  engendré  par  MM'/w'zn  sera  îr(j'* — y*)  dx\  par 
conséquent  en  nommant  ^  le  volume  total ,  nous  aurons 

prenant  les  raomens  par  rapport  à  l'axe  des  y^  il  viendra 

On  ne  détermine  pas  j^^,  parce  que ,  ainsi  que  nous  l'avons 
observé,  le  centre  de  gravité  étant  sur  l'axe  des  x^  il  faut 
que  y ^  soit  nul. 

De  la  méthode  centrobarique ,  ou  théorème 

de  Guldin. 

193.  Soient   x^  et  y^  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  d'une  surface  plane  MPP'M'  (fig.  g5)  dont  l'aire  Fig.  95. 
est  représentée  par  A.  Nous  ayons  vu,  art    182,  que  le 


1  a8  STATIQUF. 

moment  de  l'élément  de  cette  surface  plane,  par  rapport  à 
l'axe  des  a:,  était  iy.Xydx  y  et  qu'en  égalant  la  somme 
des  momens  des  cîémens  à  celle  du  centre  de  gravité, 
on  avait 

fïy*dx  =  y,}i. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
7.7r  y  elle  deviendra 

l'expression  jTry^dx  est  celle  du  volume  engendré  par  la 
révolution  de  PP'M'M  autour  de  Taxe  des  ar ,  et  awy^  X  A 
est  le  produit  du  cbemin  décrit  par  le  centre  de  gravité 
autour  de  Taxe  des  x  par  la  surface  génératrice  PP'M'M; 
d'où  l'on  conclut  ce  théorème  :  Un.  volume  de  révoluiwn 
est  égal  à  son  aire  génératrice  multipliée  par  le  cJtemin 
que  décrit  le  centre  de  gravité, 

ig/^.  Pour  première  application,  cherchons  le  centre  de 
gravité  du  corps  engendré  par  la  révolution  du  triangle  iso- 
Fig.  96.  cèle  ABC  (fig.  96)  autour  de  l'axe  des  x.  Soient  CD  =  ^  et 
AB  =  a,  l'aire  génératrice  sera  exprimée  par  ^  aîu  D'une 
autre  part,  le  centre  de  gravité  étant  aux  deux  tiers  de  la 
droite  DC,  il  aura  pour  ordonnée  |  h\  par  conséquent  la 
circonférence  décrite  par  *  h  ou  le  chemin  parcouru  par 
le  centre  de  gravité  ,  sera  2'7r.|  h.  Ce  chemin  étant  multi- 
plié par  Taire  génératrice ,  nous  trouverons  que  |  wh^a  est 
l'expression  du  volume  cherché. 

Pour  seconde  application ,  déterminons  le  volume  du  cône. 
La  génératrice  de  ce  solide  de  révolution  étant  le  triangle 
Fi?.  07.  rectangle  ABC. (fig.  97)  qui  fait  une  révolution  autour  de 
l'axe  AB  ;  celte  génératrice  aura  pour  expression  \  AB  X  CB. 
Menons  la  droite  CE  sur  le  milieu  du  côté  AB  ;  le  centre 
de  gravité  G  de  la  génératrice  sera  au  tiers  de  EC ,  ar- 
ticle 172,  et  il  aura  pour  ordonnée  la  perpendiculaire  GD 
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abaissée  sur  AB  :  la  Yaleur  de  GD  s'obtiendra  par  la  pro- 
portion 

EC  :  EG  ::  CB  :  gd, 

on 

3  :  I  ::  CB  :  gd, 

d'où  Ton  tirera 

GD  =  ^  CB. 

Le  chemin  décrit  par  le  centre  de  gravité  sera  3  «CB;  en 
maltipliant  cette  expression  par  Taire  de  la  génératrice  qui 
est,  comme  nous  l'aTous  trouvée,  i  ABxCB,  on  aura 
^  AB  X  TrCb*  pour  le  volame  du  c6ne  engendré  par  la  ré- 
Tolation  du  triangle  CAB  autour  de  l'axe  des  x. 

ig5.  Pour  troisième  application ,  nous  allons  détei'miner 
le  vdume  du  cylindre.  L'ordonnée  G£  (fig.  98)  du  centre  Fîg.  98. 
de  gravité  G  étant  égale  à  l  AC ,  le  chemin  décrit  par  le 
centre  de  gravité  sera  ^AC.  Multipliant  cette  expression 
par  la  génératrice  qui  équivaut  a  AB  X  AC,  on  aura 
vAC  X  AB  pour  le  volume  du  cylindre. 

ig|6.  Une  règle  analogue  à  la  précédente  peut  nous 
KTfir  à  déterminer  l'expression  d'une  surface  de  révolu- 
tion. En  effet,  considérons  une  surface  engendrée  par  la 
révolution  de  l'arc  MN  (fig.  99)  autour  de  l'axe  des  abs-  Fig.  99. 
cisses  9  et  appelons  y^  l'ordomiée  du  centre  de  gravité  G 
de  l'arc  générateur ,  en  prenant  par  rapport  à  l'axe  des  x 
la  somme  des  momens  des  arcs  élémentaires ,  et  l'égalant  à 
celui  du  centre  de  gravité  ^  nous  aurons^  art.  178, 


fy  V^dr*  +  dy^  =  y,  X  arc  MN.  . .  (102)  ; 

multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  2fr , 
on  la  changera  en  celle-ci , 

fiTry  V^5x'  +  dy^  =  2îry^  X  arc  MN  ; 
l'expression   f^Try  \/dx^  +  dy*  étant  celle  qui  est  connue 
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dans  le  Calcul  intégral  pour  représenter  une  surface  de  ré- 
volution, nous  pouvons  en  conclure  ce  théorème  :  Une  sur* 
face  de  rêifoïution  est  égale  au  produit  de  Varc  générateur 
par  la  circonférence  que  dans  son  mouvement  décrit  le  centie 
de  grapité. 

197.  Par  exemple  ,   pour  avoir  la  surface  convexe  da 
Fig.  100.  cône  tronqué  engendré  par  le  révolution  de  CD  (Og.  100) 

autour  des  axes  des  x ,  le  centre  de  grnyîté  de  la  géné- 
ratrice CD  étant  au  milieu  G  de  cette  droite,  l'ordonnée 

EG  du  centre  de  gravité  a  pour  expression  — ; 

AC  -4-  CB 
donc  2v  X  ■  est  le  chemin  décrit  par  le  centre 

de  gravité.  Cette  expression  multipliée  par  la  génératrice 

CD,  donne  2flr ^ —  X  CD  =  2%^ GE  X  CD  pour  la 

surface  convexe  du  cône. 

198.  Les  deux  théorèmes  précédens  peuvent  être  com- 
pris dans  ce  seul  énoncé  :  Le  volume  ou  la  surface  de  ré-^ 
polutlon  que  l'on  cherche ^  équii^aut  au  produit  de  la  géné- 
ratrice par  le  chemin  que  décrit  le  centre  de  gravité. 

Des  Machines. 

igg.  Les  machines  servent  à  transmettre  l'action  des 
forces ,  en  les  faisant  agir  dans  un  sens  qui  n'est  pas  celui 
de  leur  direction.  La  puissance  est  la  force  qui  est  appli- 
quée à  la  machine,  et  la  résistance  est  le  corps  que  cette 
puissance  doit  mettre  en  équilibre. 

Les  macliines  les  plus  simples  sont  au  nombre  de  sept , 
savoir  :  les  cordes ,  le  levier ,  la  poulie ,  ïe  tour ,  le  plan 
incliuc ,  la  vis  et  le  coin. 
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Des  cordes» 

300.  Nous  adopterons  Phypothëse  que  les  cordes  ré- 
duites à  leurs  axes  ,  aient  une  flexibilité  parfaite ,  et  soient 
inextensibles  et  dénuées  de  pesanteur.  Une  corde  sollicitée 
par  deux  forces  P  et  Q  (fig.  loi)  qui  la  tendent,  ne  peut  Fig.  loi. 
être  considérée  comme  une  macbine,  puisqu'elle  ne  change 
ni  la  direction  de  P  ni  celle  Q.  11  est  facile  de  démontrer 
que  lorsque  ces  forces  sont  égales,  la  tension  de  la  corde 
eit  mesurée  par  l'une  d'elles;  car  l'équilibre  subsistant, 
00  peut  regarder  A ,  milieu  de  PQ ,  comme  un  point 
file,  et  effacer  la  ligne  qui  s'étend  de  A  vers  Q^  alors  la 
force  P  agissant  seule  sur  A  ,  mesurera  la  tension  de  la 
eoide.  • 

SOI .  Lorsque  Q  surpasse  P,  une  partie  de  Q  égale  à  P 
est  donc  employée  à  tendre  la  corde ,  et  l'excès  de  Q  sur  P 
Patratnera  dans  le  sens  de  P  vers  Q  ;  donc  la  tension  sera 
mesiirée  par  la  plus  petite  des  forces. 

ao2.  Les  conditions  d'équilibre  qui  existent  entre  trois 
cordes  assujetties  par  un  nœud ,  sont  les  mêmes  que  celles 
qui  existent  entre  ti*ois  forces  qui  sollicitent  un  point  ma- 
tériel. Il  faut  que  l'une  de  ces  forces  soit  égale  et  directe- 
mont  opposée  à  la  résultante  des  deux  autres,  ce  qui  en-> 
traîne  la  condition  qu'elles  soient  dans  un  même  plan^  alors 
il  y  aura  équilibre  si  l'on  a  (fig.  102)  Fig.  loj. 

P  Z  Q  I  R  1 1  sin  />  I  sin  y  :  sin  r. 

2o3.  Cette  proportion  ne  suffît  pas  si  les  cordes  sont 
réunies  par  un  nœud  coulant.  £n  efTet,  en  regardant  P 
et  R  (fig.  io3)  comme  des  points  fixes,  si  la  force  Q,  au  Fig.  io3* 
moyen  d'un  nœud  coulant ,  tire  la  corde  PCR ,  le  point  C 
décrira  une  ellipse;  et  comme  le  plan  de  cette  ellipse  n'est 
assujetti  qu'à  passer  par  les  points  P  et  R ,  il  doit  décrire  en 
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tournant  autour  de  PR,  un  ellîpsoïile  qui  aura  pour  grand 
axe  PC  +  GR.  Le  point  G  sera  toujours  situé  sur  cet 
ellipsoïde,  ou,  ce  qui  reTÎent  au  mêrae^  sur  l'arc  d'une 
ellipse  mobile  autour  de  PR  :  or  ce  point  ne  pouvant  se 
mouvoir  que  lorsque  la  force  Q  a  une  composante  suivant 
l'élément  de  l'arc  elliptique ,  il  en  résulte  que  si  la  direc-; 
tion  de  Q  est  normale  à  l'ellipse  ,  cette  force  sera  détruite 
par  la  résistance  de  la  courbe,  et  le  point  G  sera  en  équilibre.* 
Gherclions  donc  la  condition  nécessaire  pour  que  la  force 
Q  soit  normale  à  l'ellipse.  Pour  cela,  menons  à  la  courbe 
la  tangente  T^ ,  nous  aurons  par  la  propriété  de  l'ellipse 
{T/iéorie  des  Courbes  du  second  ordre j  page  i66) , 

TCP  =  RC/  ; 

si  l'on  i*etranche  ces  angles  des  angles  droits  TGN ,  ^GN ,  il 
restera 

PGN  =  NCR  ; 

donc  l'angle  PCR  doit  être  partagé  en  deux  parties  égales 
par  la  direction  de  Q  ^  et  la  proportion 

P:R  ::  sinNCR  :sinPCN 

devient  alors 

P  :R  ::  siuNCR  IsinNCR; 

ce  qui  montre  que  les  forces  P  et  R  sont  égales. 

204.  Une  machine  funiculaire  est  un  système  de  cordes 
qui  se  font  équilibre  à  l'aide  de  plusieurs  nœuds. 

Fig.  104.  2o5.  Lorsque  les  forces  P,  R,  S,  T,  etc.  (fig.  io4)  sont 
réunies  par  un  même  nœud,  si  l'on  substitue  aux  forces  P 
et  R  leur  résultante  R',  le  système  contiendra  une  force  de 
moins.  Eu  répétant  un  certain  nombre  de  fois  cette  opéra- 
tion, on  parviendra  toujours  à  réduire  le  système  a  celui 
de  trois  forces  réunies  par  un  seul  nœud. 

206.  Co;îsidéron5  maintenant  plusieurs  forces  P^  P',  P", 
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F^y  P'%  etc.  (fig.  io5)  réanies  trois  à  trois  par  des  noeuds  jpig,  1^5^ 
fixes  A  9  B  y  C ,  etc. ,  on  peut  ramener  Téquilibre  de  ces  forces 
i  cdai  d'an  système  assujetti  autour  d'un  seul  point  ;  car 
loît  R  la  résultante  des  forces  P  et  F;  comme  elle  doit  être 
détruite  par  la  troisième  force  qui  agit  suivant  AB ,  il  fau- 
dra que  cette  résultante  se  trouve  sur  le  prolongement  de 
AB  :  or  une  force  pouvant  être  appliquée  à  tout  point  pris 
sar  sa  direction ,  on  aura  la  foculté  de  transporter  R  au 
point  B  ;  alors  on  pourra  décomposer  R  en  deux  forces 
èffie»  et  parallèles  à  P  et  à  P',  et  l'effet  sera  le  même  que 
n  les  forces  P  et  P'  eussent  reculé  parallèlement  à  elles- 
Blêmes  pour  s'appliquer  au  point  B.  Transportant  de  la 
«ème  manière  les  forces  P,  F^  P'  qui  sont  censées  ap- 
flkpées  en  B  au  point  C,  toutes  les  forces  pourront  être 
considérées  comme  appliquées  à  ce  point.  Les  conditions 
de  kur  équilibre  seront  donc 

SPcos«  =  o    et    ZPcosC=o. 

Pour  avoir  le  rapport  de  tensions  extrêmes  P  et  P'^y 
soient  t  et  (^  les  tensions  exercées  suivant  AB  et  BG ,  et 
nommons 

a  Pangle  PAF,    a   l'angle  ABP%    a"  l'angle  BCP*, 
iPangleFAB,    ^  l'angle  P'BC,    6M'angle  P*CP'% 

nous  aurons,  art.  55, 

P  :  /  ::  sin  6  :  sin  a, 
i  :  ^  ::  sîn  b'  :  sîn  a', 
/  :P*'::  sin  b":  sîn  a"', 

multipliant  ces  proportions  par  ordre ,  et  supprimant  les 
tomes  communs ,  on  obtiendra 

P  î  P*'  ;  ;  sin  b  sin  V  sin  b"  l  sin  a  sin  a  sin  a  ; 

on  pourrait  de  même  trouver  le  rapport  de  deux  autres 
forces. 

Élént.  de  Mécanique,  S 


I 


I  l4  6TAT1QUB. 

ao^.  Si  les  f(ircc3  P',  P",  P',  elc. ,  sont  parallèles ,  oli 
a  dans  ce  cas , 

i  •+•  o'  =2  a ,         i'  +  n"  =3  ï  ; 
et  comme  lea  angles   supplémens  l'un  de  l'-iutre  ont  le^ 
mêmes  sinus,  il  faat  que  l'on  ait 

et  la  proportion  précédente  se  réduit  à 

P  :  P"  ;:  sin  h'  :  aîn  a. 
Fig.  106.  Lorsque  P',  P"  et  P"  sont  des  poids  (  fig.  io6  ),  les  forceft 
«ont  dans  un  même  plan  vertical  ;  car  ia  droite  AP'  étant 
Tcrlicale,  le  plan  des  forces  P,  P*  et  ï  est  vertical.  De  même 
le  plan  des  forces  i,  P'ett' sera  vei-ticahor  <  ne  peut  être  S 
la  fois  dans  deux  plans  yerlicaux  sans  que  ees  plans  ne  se 
confondent. 

208.  Les  forces  extrêmes  P  et  P'^  devant  contre 'balancer 
la  résultante  de  toute»  les  autres  ,  il  faudra  que  cette  ré> 
sultante  soit  directement  opposée  à  celle  de  P  et  de  P",  et 
par  conséquent  passe  par  le  point  de  concours  G  de  c 
deux  forces.  Ayant  ainsi  déterminé  un  point  de  la  r 
sultaule  de  toutes  les  forces  du  système ,  comme  cette  ré- 
sultante doit  être  verticale ,  puisqu'elle  est  parallèle  aux 
forces  P',  P",  P*  il  suffira,  pour  Ci:  déterminer  la  dîree* 
tion,  de  mener  par  le  point  G  la  verticaîc  GH. 

20g,  Une  corde  pesante  pouvant  être  considén 
un  polygone  funiculaire  cliargé  d'uuc  infinité  de  petits  puid>, 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l'on  veut  avoir  égard  an 
poids  de  la  corde,  il  faut  mener  (fig.  10^)  les  deux  taS^i 
génies  PG  et  QG ,  et  appliquer  en  G  un  poids  égal  à  celUï 
de  la  corde;  alors  en  représentant  par  G  le  poids  de  cetta 
corde ,  nous  aurons 


P:Q  :G  ::  sînLGQ  : 


nLGP: 


uPGQ. 
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De  la  Chaînette. 

110.  La  duttaette  est  la  conrbo  formée  par  ose  corde  parfaitement 
fleiible  qni ,  antpendoe  à  deux  poiati  fixes  A  et  B  (Ûg.  to8),  art  aban-  ^ Î8*  '^ 
donnée  entièremeot  à  ractîoti  de  la  peiantear.  Nom  sbppowront  celle 
eoida  vmfon&éBienC  pesanla,  raichargée  d'ime  infîniiê  de  poids,  et  bois 
nooBiialiroDSp  comme  dans  Tan.  907,  qu'elle  doit  eut  comprise  dans 
m  plan  vertical.  Cela  pose',  plaçons Torigine  des  coordonnées  en  A,  et 
prenons  pour  axe  des  x  là  ligne  horizontale  AG ,  renfermée  dans  le  plan 
de  la  coarbe.  Alors ,  si  AP  ^  x  est  Talttcisse  d'un  point  quelconque  M, 
Poidonnce  jr  de  ce  point  sera  la  -verticale  PM.  Par  le  même  point  M  y  et 
psr  Porigine  A,  menons  ensuite  les  denx  tangentes  AH,  HM,  qui  se 
reneonirent  en  H^  et  enfin,  par  le  point  H,  éle^ms  la  -verticale  HL.  Nous 
nans  déjà  tu,  arL  aog,  que  ai  nous  supposons  que  le  poids  de  la  conle 
iHlappliqii^  an  poÎBt  H,  on  doit  avoir  là  praponioB 

«ft  A  :  poids  de  la  portion  de  ùbrde  AM  :  :  sînLUM  :  nn  AUM...  (loS;; 

»na  «  l*arc  AM,  A  la  tension  en  A,  laquelle  agit  suivant  la  tan- 
geata  AH 9  et  désignons  par  «t  Pangle  que  cette  tangente  fait  avec  llio- 
■*■*■—'*  AC.  Ces  deoz  quantités  A  et  *  sont  des  coiisUntes  que  nous  ap- 
pwndrona  bientôt  à  déterminer. 

Pénr  le  moment,  il  nous  suffit  de  remarquer  que  la  tension  A  étant  de 
mèuMù  natnfe  que  le  second  terme  de  notre  proportion,  doit  être  ex- 
piai par  nn  poîda^  antremsnl  il  n'y  aurait  pas  liome(((be1té  entre  les 
deux  demien  termes  de  notre  proportion.  Or,  si  nous  reprtfsentons  par 
pFunilë  de  poids,  la  tension  A  sera  de  la  forme  ap,etle  poids  de  la 
CQide  AM  aura  pour  expression  sp^  par  conscqucnt|  les  deux  premiers 
lennca  de  notre  proportion  seront  remplaces  par  ce  rapport  aplsp,  ou 
phlte  pnr  11  ;  « ,  en  supprimant  le  facteur  commun  j  alors  elle  de* 

a  :  •  ::  sid  LHM  :  sln  AHM.  . .  (io4). 

ail.  Déterminons  maintenant  les  expressions  analytiques  des  sinus 
qui  entrent  dans  cette  proportion.  Pour  cela ,  remarquons  d\ibord  que 
le  triangle  élémentaire  mM/i  formé  par  une  parallèle  à  Taxe  dcsx,  pou- 
vant être  regardé  comme  rectiligne,  on  a 

mM  sin  mlSln  ^  mn ,    mM  ces  mlM/i  =  M/i , 
ou ,  en  divisant  par  mM, 


sin  main  =  — =  î  »     cos  mmn  =  — k  i 
mM  toM 


8.. 
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remplaçant  les  lignes  cle'raenCaires  par  leurs  valeurs  analytiques,  ces  ëqm^ 
lions  deviennent 

sin  mM/t  =  -sj*     cos  nM/i  :=  ^- . . .   (io5> 

Or  l'angle  nsMn  étant  comprit  entre  IVk^ment  de  la  courbe  et  la  verticale 
MPy  .comme  cet  élément  ae  confond  avec  la  Ungente  MK,  il  en  réndie 
que  la  même  ungente  fisra  avec  HL  parallèle  à  MP,  on  angle  LHK  qui 
sera  ^1  mMn  ;  mettant  donc  cet  angle  à  la  place  de  Taiilre,  dans  les 
équations  (loS),  on  aura 

sinLHK=~,    cosLHK==^...  (io6). 
La  première  de  ces  équations  revient  à 

sinLHMs^T"*  0^)» 

car  les  angles  LHK  et  LHM  étant  sapplémcns  l'un  de  l'antre-,  on  a 

sin  LHM  =  sin  LHK. 

D'un  antre  cûté,  les  angles  AHIVI  et  AHK.  étant  au^i  supplcmcns  l'un 
de  l'an  ire ,  on  a  encore 

sin  AHM  ==  sin  AHK  =  sin  (LHK  —  LHA) , 

iiu  plutôt ,  d'après  la  formule  connue  de  Trigonométrie , 

sin  AHM  =  sin  LHK.cos  LHA  —  sin  LHA  cos  LHK  i 

éliminant  sin  LHK  et  cos  LHK  à  l'aide  des  équations  (io5)  ^  on  aara 

»inAHiyi  =  ^cosLHA  — ^sinLHA...  (108). 

A  l'égard  du  sinus  et  du  cosinus  de  Tangle  LHA,  le  triangle  ALH,  qui 
est  rectangle  en  L ,  nous  montre  que  l'angle  LHA  est  complément  de 
Pangle  HAL ,  et  que  par  conséquent  le  sinus  de  l'un  de  ces  angles  est  Itf 
cosinus  de  Pautre.  Ayant  désigné  HAL  par  a,  nous  aurons  donc 

cos  LHA  =s  sin  « ,    et    sin  LHA  =  cos  «. 

ai  a.  Substituant  ces  valenrs  dans  réquation  (108),  elle  deviendra 

sin  AHM  =  -7-  sin  «  —  -^  cos  «. . .  (109). 

EnGu  les  équations  (107}  et  (109),  convertiront  la  proportion  (lof),  en 

d.r    dx  .  fJf 

a  l  s  II  -j-  :  -7-  s.n  d  —  -7-  cos  at. 
as     d$  as 

On   tire  de  cette  proportion 
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«  t=atm«  — a^cos*..  .  (110); 

tt  eoBUBe  BOM  aTonc  croit  fAiialilcs ,  novt  en  étiminerons  nnci  en  snbi- 
licoanl  cette  Ytleiir  de  s  dans  la  formule 

IW  oeb»  Boos  différentîeront  rëqaation  (110) ,  ce  qui  nouf  donnera 


«r  =  —  a  cot  «  -~  ; 

dix  ' 


If    coapaïast  cet  ^enii  de  dâ  et  dmaant  par  dx ,  on  obtiendra 


£tMMt  cnanite  par  le  radical  y  il  viendra 

dx* 
i  =  — «coi« 


v'-g 


S  F«i  Bvltîpiîe  let  deux  membres  de  cette  ëqnaiioa  par  dy,  ponr  que 
k  uménieiir  de  la  firaetion  pniite  devenir  la  différentielle  de  la  qaan- 
ùé^cii  aous  le  radical,  nont  obtiendront 

d9rs£«-«-cot«.< 


\A^ 


pu  coBsëqnent,  en  intégrant  (Élémens  de  Calcul  intcgn^i,  page  i8a)  ^ 
•oattroaTCToat  

jr  =  -«cot»y  i+^H-c. 

Celle  cqnation  étant  multipliée  par  dx,  nont  donne 

(«  —  jr)  ilar  =  a  cot  «  V^dx'^hdy*. 

Hetani  let  deux  membret  an  carfë,  rastemblant  let  termes  en  dU  *«  et  ti- 
laatde  nouveau  la  racine  carrée,  on  obtient 

^r  _  ]/(e  — jr)*  —  g»  cot*'^       .,. 
ox  a  cos  « 

ai 3.  Pour  déterminer  la  constante,  remarquons  qn^an  point  A , 

dr 
jr  =  o,    j  =  o,    et    ^  =  tattf[«; 


.  i> 
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ces  dernicrci  valeurs  réduisent  réquaûoo  (i 1 1)  ^ 

1/ c»  —a"  cos"  « 
tang  et  =  -i ■  I  , 

d''oii  PoD  tire 

a  tang  «  cos  «  31  V«*  r^  a*  cob»  «  ; 
mais 

laag  «  eos  «  ac  un  «  ; 
donc  en  éleTBot  au  carré,  on  a 

a*  sin»  «  ==  e«  —  il*  coa  ■«, 

et  par  conséquent 

««  s=  a*  (sÎQ*  «  -f*  coa*  «}  i 

et,  comme  la  quantité'  renfermée  entre  les  parenthèses  est  égale  à  Taniti» 
Téqnation  précédente  se  rédait  à  c*  =:  a*.  I^'ayant  ascnn  égard  aox  tigsra 
parce  que  noos  n'avons  employé  «,  dans  la  proportion  io4 ,  qne  d'une  ma* 
nière  absolae ,  nous  substituerons  a,k\û place  de  e ,  dans  réqnatîon  (m)» 
et  nous  aurons  enfin ,  pour  Téquaiii^  différentielle  de  la  chaînette, 

-/r-  C3  JLf£Z — -i£ Iir —  ...(lia). 

dx  aco8«t 

a  14.  Cette  éqnation  différentielle  nontf  conduit  facilement  à  reconnattrt 
que  la  chaînette  est  une  courba  rectifiable;  car  si,  par  son  moyen,  oa 

dr 
c'iimiae  la  valcnr  de  -/-  de  ré<{Datîon  (iio},  on  tronve 

J=a8inâi — l/(fl"— y)*  —  a"  ces' A...  (n3) , 

équation  qni ,  pour  une  valeur  donnée  de  jTt  fera  connaître  celle  de  Taie 

f  f  lorsque  noos  aurons  déiM»«aé  a  et  «. 

ai 5.  Occupons-nous  maintenant  ^c  l'intégration  de  Téquadon  de  la 

chaînette.  Pour  parvenir  h  ce  but,  commepçons  d'abord  à  la  simplifier 

en  faisant 

â— /=2,    <icos4  =  ^...  (ii4)t 
on  aura  donc 

dx=  —  d!fi 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (119}  de  la  cliatnette,  oa  ob- 
tiendra 

àx  =z ...  (ii5). 


On  parviciulta  ik  intégrer  celle  équation  en  employant  le  procédé  stiivan 


c 
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{EUmemêde  Calcul  intégral,  page  aiS)  :  sM  fera 

(/s*  — i*  =  s-~t...  (ite5)i 
âetant  an  carre  et  rodainnt,  on  obtiendra 

Cette  équation  étant  difiërcntiée  et  divisée  enioitc  [mut  «,  nous  donne 

zdt'^Ulz  =  tdti 
<l'uà  Pon  lire 

-^  — — ^ 

Or,  en  T«rtQ  de  Inéquation  (ii6),  s — C  n^étant  autic  chose  que  le 
ndical ,  ce  dernier  résultat  convertit  réquaiiou  (i  i5)  en 

ttêamc,  «o  iai^ipvit, 

x  =  &lo((f4-e; 

■cttant,  an  mojrai  deTëquation  (iiG),  la  Talcnr  de  t  en  s,  on  obtient 

naplacant  eiiaiiit«  ft  et  s  par  lenrs  valeart  tirées  dea  équalkma  (i  i4)  »  on 
a  enfin 


x  =  tf  cof«log[(«— ^)—  l/(a— j^)*  —  fl«cos»«]+«.--  (il?)- 

ai6.  Ponr  déterminer  la  constante  e ,  remarquons  qu^au  point  A  l*by- 
pothèae  de  or  =  o  et  de  ^  =  o ,  nous  (ait  déduire  de  réqualion  (117) 


«  =  — «cos«log[a(i — ^1— cos»«)]; 
aa  moyen  de  cette  valeur  de  e ,  Téquation  (117)  devient 

t=iicom{ log[(a— 7*)—  V^(tf— j)»— ««cos»  «]— loga(i — V^  1  — cos» a)  }  ; 

ou  y  par  la  propriété  du  logarithme  qui  permet  de  remplacer  n«*e  dilTé- 
mco  par  un  quotient. 


ar  =  acos«Iogr ^ *^  ^  "       ^  ^     = |...  (t'Î"). 

L  a(i  — V^i— cos*iO  J 

Telle  est  Péquation  de  la  chaînette. 

317.  P(ons  ▼eQon3  de  reconnaître  dans  les  constantes  e  et  e  dcsj^nc- 
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lions  des  quantitvs  a  et  a;  mais  josqa^à  présent  ces  quantités  ne  sont  co- 
core  représentées  que  par  des  signes  ge'néranz.  Pour  les  dctcrmiuer,  il  faut 
que  Ton  nous  donne  les  coordonnées  du  second  point  de  suspension  : 
soient  donc  AD  =  x',  et  DB=j^  ces  coordonnées,  et  /  la  longnenr  de 
la  corde  AMB  ;  en  substituant  ces  yaleurs  dans  1rs  équations  (  ii3)  ec 
(ii8)|  nous  obtiendrons 

/  =  A  sin  «  —  V/(a  — j^)«  — a*  cos»  « , 


u  a  (i  —  ^  I  —  cos»  et)  ^         J 

91 8.  Ces  équations  et  celltç-ci, 

oos*  «  -f  sin*  «  =  Oy 

dctermineront  les  quantités  a ,  sin  «  et  cos  « ,  en  fonction  de  x'  et  de  j/. 
Mais  il  se  pr^nte  encore  nnediflkulté  :  c'est  de  savoir  comment  on  doit 
être  dirigé  dans  le  choii  des  signes  qui  contiennent  aux  cosimiay  et 
même  dans  celui  des  radicaux  que  nous  n^ayons  jamaif  afibctés  dâ  double 
signe.  Pour  cela,  nous  alloua cbercher,  par  la  métbode  des  maxima,  les 
coordonnées  du  point  auquel  appartient  la  plus  grande  ordonnée.  Or, 
en  opérant  comme  il  est  prescrit  dans  mes  Élément  de  Calcul  di^ 


rentiel,  page  63,   on  doit  ^ler  à  zéro  la  yalenr  de  ^,  ce  qui  ré- 
duira Téquation  (lia)  à 

Y  {a  — y)»  —  a*  cos*  m. 


«lrC0S« 


=  0, 


et  par  conséquent  donnera 

a— j-rra  C08«. ..  (119). 

« 

Pour  s'assurer  maintenant  que  cette  ordonnée  appartient  à  un  maximum 

plutôt  qu'à  un  minimum ,  nous  chercherons.,  suivant  la  règle  usitée ,  si 

il*Y  dy 

Y^  est  négatif  ou  positif  j  et,  comme  la  valeur  de  ^  que  nous  donne 

Tcquation  (i  la)  est  affectée  d'un  radical,  nous  nous  en  dcl)arrasserons  en 
élevant  cette  équation  au  carré,  ce  qui  nous  donnera 

dr*  (a  — y)*  —  a*  cos*  « 

dx^  ""  a*  cos»  a  ' 

différentiant ,  et  divisant  ensuite  par  ^djr,  on  trouve 

dx*  a»co&»«' 
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iMlunl  duu  cette  ôqùatibii  la  iraJcur  cle  a  -^  v»  que  Tcquaiiou  (i  r%^  de- 
poar  notre  hypotlièie,  noos  QbtieDdroni 


dx*  a  cos  « 

arg.  Cette  équation  prescrit  pour  condition  du  maximum ,  que  a  et 
cot  «  aoient  àt  mêmm  lignes;  or,  ces  signes  doivent  être  positifs,  car, 
•*ik  étaient  natifs,  la  Taieur  de  y  de'teiminee  par  l'cqaation  (i  ig)  se- 
rait n^tm,  ce  qui  est  inadmiuiblf  dans  l'hypothèse  actuelle  dcsjrposi- 
ii6,  sîtncs  an-dessontde  Taxe  horizontal  AC  L^équaiion  (iig)  nous 
aioatre  encore  qne  la  talenr  de  y,  qui  appartient  à  un  maximum,  doit 
are  moindre  qne  a,  et  qu'à  pins  forte  raison ,  il  en  est  de  même  de  toute 
utre  Talenr  de  jr.  Représentons  par  EF  (  fig.  io8  )  Pordonnée  du  maxi-  Fig.  108. 
■om,  on  ^t  qne  depuis  x=:  o  jnsqu*i  x  =  AE,  y  augmenunt,  l'arc 
segmente  aussi.  Or,  Tequation  (1 13)  nous  prouve  que  cet  accroissement 
àtyne  peut  nécessiter  celui  de  Tare,  à  moins  qne  le  radical,  comme 
cik  a  lirâ  dans  la  formule  (i  i3) ,  ne  soit  aJfecie  du  signe  n^tif.  En  ef-  * 
fat,  en  jetant  les  yenz  sur  cette  formule,  on  ^mt  que  plus  y  augmente 
fhi«— -y  est  petit,  et  plus  par  conséquent  le  radical  exprime  une  pe- 
iile quantité ,  mais  plus  le  radical  est  petit,  moins  il  diminue  la  p:irtie 
poaiÎTe  asin*,  et  plus  alors  l'arc  devient  grand;  Tcquaiion  (ii3)  s'ac- 
esnleBonc  parfaitement  avec  Diypoihàse  d*un  arc  s  dans  lequel  jr  n''a 
pss  encore  atteint  à  son  maximum.  Mais,  depuis  x  =:  AE  jusqu^k 
x=5  AD»  Tare  s  doit  augmenter  quand  y  diminue,  ce  qui  ne  peut  être 
qne  loraqne  cette  Talcur  décroissante  de^  fait  augmenter  le  radical  j  donc 
le  radical  doit  être  positif  depuis  x= AE  jusqu'à  x  =  AD,  et  par  cuu- 
sëqneui  changer  de  signe  dans  la  formule  (ii3}. 

JJu  Let'ier» 

220.  Le  levier  est  une  pîcce  oblongue  de  boîs  ou  de  mé- 
tal qui  se  meut  autour  d'un  point  fixe  qu'on  appelle  U  point 
d^appuL  Pour  plus  de  simplicité,  nous  regarderons  1c  levier 
comme  sans  épaisseur  ;  alors  il  pourra  être  représenté  par 
une  ligne  droite  on  courbe.  Soit  donc  un  levier  AB  (fig.  109)  Fig.  109. 
qui  est  sollicité  par  deux  forces  P  et  P^  ;  ces  forces  ne 
peuvent  être  détruites  par  un  point  iixe  G,  à  moins  qu'elles 
ne  soient  dans*  le  même  plan  avec  le  point  C  Lorsque  cela 
aura  lieu,  il  suffira,  pour  qu'il  y  ait  équiliJire,  que  la  somme 
des  momens  par  rapport  à  C  ^  soit  égale  à  zéro. 
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231.  Si  le  levier  était  dans  le  cas  de  glisser  sur  son  poisl 
<l'appu!,  pour  que  l'équilibre  fût  possible,  il  fauilraït  eé 
outre  que  la  résultante  de  la  charge  du  point  d'appui  li^l 
perpendiculaire  h  la  surface  du  levier  ce  C.  , 

'■  223.  Lorsque  le  levier  est  en  ligne  droite  (  fig.  i  ■  i  )  4 
que  les  forces  sont  parallèles,  en  nommant/)  et />' les  pat^ 
ties  AC  et  BC,  la  théorie  des  forces  parallèles  nous  donnq, 
art.  ^3  ,  , 

P-.y.-.p'-.p; 

ce  qui  nous  montre  que  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  les  forcM 
doivent  être  en  raison  inverse  des  bras  de  levier. 

223.  Si  le  levier  est  conrbe  et  que  l'on  mène  une  droite 
iig.  I  lo.  ED  (fig.  I  lo)  par  le  point  C ,  on  peut  concevoir  ces  forces 
appliquées  aux  points  £  et  D  qui  sont  sur  leurs  directions^ 

»  alors  on  a 

224.  On  distingue  des  leviers  de  trois  genres.  Dans  1 
''S- "'■  levier  du  premier  genre,  le  point  d'appui  C  (fig.    ii> 
est  entre  la  puissance  et  la  résistance  î  dans  le  levier  dl 
Fig.  lia.  second  genre,  la  résistance  B  (lig.  112)  est  entre  la  puis 
sance  I*  et  le  point  d'appui  C  ;  dans  le  levier  du  troisiém 
Fig.  ii3.  genre,  la  puissance  (fig.  ii3)  est  entre  la  résistance  et  I 
point  d'appui. 

Les  balances,  les  romaines  sont  des  leviers  du  premiq 
genre ,  les  barres  de  fer  eniplojées  à  soulever  les  fardeaux  . 
sont  des  leviers  du  second  genre^  les  marches  de  certatqj 
rouets ,  celles  des  métiers  de  tisserand  sont  des  leviers  il 
troisième  genre. 

325.  On  peut  avoir  égard  an  poids  du  levier  en  le  c 
sidérant  comme  une  force  S  appliquée  au  centre  de  ^ 
Tg.  114.  vite.  Par  exemple,  soient  P  et  P'  (lig.  u4)  deux  poMysi 
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pepijiu  aax  extrémités  du  levier  ^B  ,  et  G  son  oentre  de 
gnTÎté;  on  aura,  en  yertu  de  l'équation  des  momens, 

F  X  CB  +  S  X  CG  =  P  X  AC. 

Cette  équation  détermine  P  ou  P'^  et  la  charge  du  point 
d'appui  sera 

P  +  F  +  S. 

Si  la  puissance  V  était  dirigée  en  aens  contraire  de  k 
résistance,  il  faudrait  ayoir  égard  aux  sens  dans  lesquels 
les  foroes  tendent  k  fiiire  tourner  le  levier ,  et  l'équation 
des  momens  serait  (fig.  ii5)  Fig.nS-^ 

CAXP  +  CGXS  =  CBXP'...  (120), 
ciFon  aurait  pour  la  charge  du  point  d'appui  (jwie  huitième) , 

P-}.s— r. 

236.  Supposons  que  le  levier  CB  (fig.  1 15 )  soit  homo-  Fig. n5. 
gène  et  partout  de  même  épaisseur  \  représentons  par  m  le 
poids  d'une  portion  de  ce  levier  qui  ait  un  centimètre  de 
longinear.  Celle  du  levier  étant  x ,  son  poids  S  sera  mx ,  et 
devra  être  considéré  comme  concentré  au  milieu  G  du 
levier;  de  sorte  qu'en  nommant  CA.,  a,  l'équation  (120) 
dcTiendra 

ûP  +  i  *  X  /nx  =  P'x. 

On  tire  de  cette  équation 

P'=r  —  +  imx. . .    (121). 

Ainsi  ayant  pris  arbitrairement  x,  cette  formule  donnera 
la  valeur  de  P';  mais  si  Ton  demande  quelle  est  parmi 
tontes  ces  valeurs  de  «,  celle  qui  doit  avoir  lieu  pour 
que  )a  puissance  P'  soit  aussi  petite  qu'il  est  possible ,  il 
faudra  regarder  P'  comme  une  fonction  de  x ,  et ,  sui* 
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vant  la  méthode  des  muximajsl  minima,  égaler  à  zéro 
la  valeur  de  •-;-,  ce  qui  donnera 

d'où  l'on  tire 

*•== et      *  =  %/ . 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (120) ,  on  ob^ 
tient 

réduisant  le  «econd  membre  au  mime  dénominateur,  il 
vient 

V     m 

De  la  Poulie  et  des  Moufles, 

227.  Une  poulie  est  une  roue  dont  la  circonférence^  qu» 
est  creuse ,  se  trouve  en  partie  enveloppée  d'une  corde;  cette 
corde,  par  son  mouvement,  fait  tourner  la  poulie  autour 
d'un  axe  qui  passe  par  son  centre ,  et  qui  est  supporté  par 
rig.  116.  une  barre  de  fer  recourbée  OB  (fig.  i  f6)  ,  à  laquelle  on  a 
donné  le  nom  de  chape. 

On  distingue  deux  sortes  de  poulies ,  la  poulie  fixe  et  la 

poulie  mobile.  La  poulie  fixe  est  celle  dans  laquelle  la  chape 

Fip.  ii6.  OB  (pg.  116)  est  retenue  par  un  point  fixe,  et  la  poulie 

Fig.  ai;,  mobile  est  celle  dans  laquelle  la  résistance  R  (fig    117) 

est  attachée  à  la  chape. 
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228*  DuM  U  poulie  fix^  (%  ii6),  la  puissanoe  P  et  la  Fig.  ii6. 
réùstanoe  Q  ne  pea^nt  se  faire  équilibre  que  lorsqu'elles- 
sont  égales;  car  si  ces  forces  diffisraient  d'intensité,  la  plus 
grande  entraînerait  l'autre.  /' 

Pour  le  démontrer  analytiquement ,  prolongeons  jusqu'il 
£  les  directions  de  P  et  de  Q  qui  agissent  tangentiellemeaty 
ce  point  £  appartiendra  k  la  résultante  des  forces  P  ^  Q  ; 
mais  cette  résultante  derant  être  détruite  par  le  centre  O 
de  la  poulie  9  doit  passer  par  ce  point  :  or^  à  cause  des 
triangles  ég^ux  £PO,  £Q0,  Taugle  P£Q  est  partagé  en 
deux  parties  égales  par  la  résultante;  d'oii  il  suit  que  l'in- 
tensité de  P  est  la  même  que  celle  de  Q. 

239.  Prenons  maintenant  les  parties  égales  E^  et  EA ,  et 
construisons  le  parallélogramme  Egfh}  les  forces  P  et  Q  se- 
ront représentées  par  les  droites  ^f  et  EA,  et  la  résultante 
de  ces  forces  le  sera  par  la  diagonale  £/;  de  sorte  que  nous 
aurons 

i;sr:E4:E/::P:Q:ii; 

et  comme  les  triangles  £^  POQ  sont  semblables  y  parce 
qu'ils  ont  leurs  côtés  perpendiculaires ,  on  peut  établir  la 
proportion 

B^  :  EA  :  E/  ::  PO  :  OQ  :  pq; 

donc 

PO  :  OQ  :  PQ  ::  P  :  Q  :  R; 

d'o&  l'on  peut  conclure  que  dans  la  poulie  fixe,  l'une  des 
forces  est  à  la  résultante  comme  le  rayon  de  la  poulie -est  à 
la  soutendante  de  l'arc  embrassé  par  la  corde. 

On  a  démontré  que  les  forces  P  et  Q  étaient  égales  ;  il 
suit  de  là  que  la  poulie  fixe  n'a  d'autre  effet  que  de  chan- 
ger la  direction  d'une  force  sans  augmenter  ni  diminuer 
son  intensité. 

223o.  G)nsidérdns  maintenant  la  poulie  mobile.  Soit  une 
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3-  corde  QABP  (lig.  1 1 7)  qui  étant  atlachcc  ati  point  i 
embrasse  l'arc  AB  de  ta  poulie,  et  fjui ,  lorsqu'elle  est  soIIh  1 
citée  par  la  puissance  P,  fait  monter  la  résistance  R. 

C  tendant  à  entraîner  Q ,  réciproquement  Q  agit  s 
Si  l'on  considère  donc  Q  comme  une  force  qui  sollicilc  le 
point  C,  on  cherchera  les  conditions  d'équilibre  entre  I 
F,  Q  et  R;  ces  conditions  sont  les  mêmes  que  celles  que  1 
nous  avons  établies  pour  la  poulie  fixe,  si  ce  n'est  que  la  I 
résistance,  au  lieu  d'être  Q,  e&t  ici  R.  Ainsi  le  rapport  de  I 
la  puissance  à  la  résistance  nous  sera  donné  par  la  pro- 
portion 

P  ;  R   ;:   rayon   î  soutendante  de  l'arc  AB, 

La  puissance  élaut  moindre  que  la  résistance,  la  poulie 
mobile  est  avantageuse  à  la  puissance. 

Si  le»  cordoaa  deTÎennent  parallèles ,  la  proportion  pré- 
cédente devient 

P   :  R  ;   rayon  \   diamilre   "    i    '.  1  ; 
dans  ce  cas ,  la  puissance  est  la  moitié  de  la  résistance. 

Si  la  soutendante  est  égale  au  rayon,  la  puissance  est 
égale  à  la  résistance;  par  conséquent  lorsque  la  soutendante 
est  plus  petite  que  le  rayon,  la  poulie  mobile  devient  désa- 
vantageuse. 

23 1.  Par  la  combinaison  de  plusieurs  poulies,  on  peut 
soulever  des  poids  énormes  avec  une  très  petite  puissance , 
comme  on  peut  le  voir ,  en  disposant  les  poulies  de  la  ma- 
nière suivante, 
î-  Le  poids  R  (  ilg.  1 1 8  3  étant  suspendu  a  la  chape  de  la 
poulie  ABD ,  cette  poulie  sera  embrassée  par  uns  corde 
d'une-  part  attachée  au  point  flic  K ,  et  de  l'autre  4  la  chape 
de  la  poulie  A'D'D'.  Cette  seconde  poulie  sera  également 
supportée  par  une  corde ,  d'une  part  attachée  en  K,',  et 
do  l'autre  à  la  chape  de  la  poulie  A"B"D'';  ainsi  do  suite 


I 
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iosqn'i  la  dernière  poulie  qui  sera  embrassée  par  une  corde 
«tiachée  fan  cAté  &  u»  point  fixe  i  et  àe  Faatre  à  la  puis- 
sance P. 

Si  l'équilibre  subsista  entra  çrs  poulies,  et  qu'on  appelle 
T,  T',  T%  etc.;  les  tensions  des  cordons  AË^  A'E',  elc. ,  on 
aura,  en  ne  supposant  que  trois  poulies, 


R  :  T 

::  AB  :  AG, 

T  :  r 

ICATï':  A'C, 

r:  p 

::A'B':  a*c". 

Ces  proportions  mnltiptiéès  par  ordre  donnent 

R  :  P  ::  AB  X  A^y  x  a^b"  :  ac  x  a'c  x  a'C -, 

ce  qui  nous  apprend  que  la  puissance  est  à  la  résistance  R 
comme  le  produit  ^  rayons  des  poulies  est  k  celui  de  leurs 
lontendantes.  Si  les  cordons  sont  parallèles ,  les  soutendantes 
defiennent  des  diamètres  ^  et  l'on  a 

R  t  P  ::  2^  :  I , 

et  en  général  pour  n  poulies, 

R:p  ::  a»:  i. 

232.  Cette  disposition  est  peu  employée ,  parce  qu'elle 
demande  un  trop  grand  emplacement.  En  effet ,  lorsque  le 
centre  de  la  poulie  fiOG  (fig.  119)  s'élèTC  d'un  nombre  AFig.  ii> 
de  pieds,  BC  vient  en  Ac ,  et  la  corde  DCBX  s'accourcit  de 
(jC  +  Bbi  c'est-è-dire  de  ^h  de  pieds  ;  par  conséquent  la 
poulie  E  doit  s'élerer  d'autant  au-dessus  de  X  :  or  par  un 
laAme  raisonnement,  on  démontrera  que  quand  la  poulie 
E  i^élève  de  %h  de  pieds ,  la  troisième  poulie  doit  s'élever 
de  4A;  et  ainsi  de  suite.  De  sorte  qu'avec  un  nombre  n 
de  poulies,  la  puissance  doit  s'élever  de  2*"'^;  car  la  puis- 
sance tient  la  place  d'une  poulie  :  on  perd  donc  en  espace 
ce  qu'on  gagne  en  puissance. 


I 


A.  l'égarj  iIib  prtJSîions  (jue  supportent  les  poùit;  D,  D', 
D°,  etc.,  appelons-les  Q,  Q',  Q",  etc.,  et  nommons  S  et  X 
les  tensions  des  cordons  SA  et  XB,  el  supposons  que  les 
rayons  des  poulies  soient  égaux ,  nous  aurons 

P  =  Q,     S  =  Q',     X=Q"; 
substituant  cas  valeurs  dans  les  proportions 


S  :X  : 


ti  obtient 


Q'  =  2P,    Q''=4P; 
la  pression  totale  sera  donc  exprimée  par 

P  +  2P  +  4Pr=7P; 

a33.  Le  moufle  est  une  machine  composée  de  plusieurs 
poulies  disposées  sur  une  même  chape. 

Pour  trouver  le  rapport  de  la  puissance  P  à  la  résistance 
I.  R  dans  le  moufle  de  la  figure  120,  nous  observerons  que 
les  cordons  sont  tous  également  tendus  ;  la  somme  de  ces- 
tensions  fait  équilibre  à  la  résistance  B  ,  qui  peut  être 
considérée  comme  entraînée  par  six  forces  parallèles  égales; 
la  tension  de  Q  est  donc  mesurée  par  l'une  de  ces  forces,  et 
par  conséquent  est  la  sixième  partie  de  la  résistance. 

Ou    7'our  ou   Treuil. 

234>  Le  tour  est  un  cylindre  qui  sert  d'essieu  à  une  roue>* 
A  la  circonférence  de  cette  roue  est  attacbce  une  corde  qui, 
en  se  déroulant,  lui  imprime  un  mouvement  de  rotation 
dont  l'effet  se  communique  au  cylindre;  alors  une  seconde 
corde  s'enveloppe  autour  de  ce  cylindre ,  et  Jait  monter  la 
résistance  dont  elle  est  cliargée.  Deux  pivota  cylindrique^ 
:.  A  et  B  (  Cg.  121  )  se  trouvent  aux  extrémilés  A  et  B  dn 
eylindrei  ces    pivots  se   nomment  tourillons.  Comme  tli;' 
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sonf  de  moiadres  diamètres  que  le  cjlindre ,  ik  serrent  h 
le  faire  tourner  ayee  plus  de  facilité  sur  ses  appuis» 

235.  Nous  allons  d'abord  chercher  le  rapport  de  la 
puissance  à  la  résistance  dans  cette  machine.  Pour  cela, 
plaçons  l'axe  AB  du  cjlindre  dans  une  position  horizon- 
tale, nous  pourrons  supposer  qu'un  plan  horizontal  mené 
par  cet  axe  coupe  le  cylindre^  et,  en  se  prolongeant  indé* 
finimentj  tienne  rencontrer  au  point  F  la  direction  de 
la  puissance. 

Représentons  cette  puissance  P  par  la  partie  FP  de  sa 
direction  ,  et  décomposons  P  en  deux  forces  FL  =  P'  et 
FK  =  P*,  l'une  horizontale  et  l'autre  verticale. 

Gela  posé,  lorsque  P  fait  mouToir  la  roue,  la  compo- 
sante P*  qui  est  verticale,  descend,  et  le  poids  R  monte» 
tandis  que  le  point  M  reste  immobile ,  parce  qu'il  est  sur 
Paxe  du  cjlindre.  On  peut  donc  regarder  M  comme  le  point 
fappni  d'un  levier  HF,  auquel  seraient  appliquées  les 
kirccB  R  et  P';  par  conséquent  on  aura,  en  vertu  de 
'Péqailibre  du  levier, 

P':r::mh:mf. 

Ifune  autre  part,  le  plan  de  la  roue  et  la  section  OEH 
étant  perpendiculaires  à  l'axe  du  cjlindre ,  les  triangles 
HIM^  MCF  sont  rectangles,  l'un  en  I  et  l'autre  en  G ^  et 
dcmnent 

MH  :  MF  ::  m  :  gf. 

On  tire  de  ces  proportions , 

Soit  9  l'angle  FPK ,  on  a  (fig.  I2i  et  122)  ^ig.  m 

eiiaa. 

FPK  =  DFG  =  ç, 
par  conséquent 

ÉUm,  de  Mécanique.  9 


l3o  tTATIQQK 

FK  =  fP«n^,        DC:=:CF»înf, 


ou 


substituant  ces  valeurs  âans  la  proportion  précédente,  on 
obtient 

Psinf:R::Hi:^; 

8in^ 
d'où  l'on  tire 

PxDC^kRxHIj 
ce  qui  nous  donne  cette  proportion 

P:R  :: Hï :DC*..  (12a). 

On  -voit  donc  que  dans  le  tour ,  la  puissance  est  à  la  i4^ 
èistance  comme  le  rayon  du  cylindre  est  à  cehd  de  Jb 

roue.  ' 

236.  Évaluons  maintenant  la  pression  que  les  tonrilicms 
Fig.iau  A  et  B  (fig.  121)  font  supporter  à  leurs  points  d'appaî. 
Trois  objets  contribuent  à  exercer  cette  pression,  savoir: 
Ja  puissance,  la  résistance  et  le  poids  de  la  machine.  Si 
nous  nommons  T  ce  poids,  et  G  le  centre  de  gravité  de 
la  machine ,  nous  pourrons  regarder  T  comme  suspendu 
en  G  :  or ,  à  cause  de  la  symétrie  de  la  machine  ,  G  se 
trouvera  sur  l'axe  même  du  cylindre.  Cela  posé ,  rem- 
plaçons la  puissance  P  par  ses  composantes  P'  et  P";  il  ne 
s'agira  plus  que  de  décomposer  les  quatre  forces  R,  P', 
P"  et  T  en  deux  autres  qui  agissent  sur  les  points  d'appui 
A  et  B. 

Les  forces  R  et  T  ayant  été  déterminées  par  expérience, 
cherchons  d'abord  à  exprimer  F'  et  P"  en  fonction  de  R, 
Fig.  III  Pour  cela  nous  avons  (fig.  ï2i  et  122) 

P'  =  FL  =  Pcos  FPK,        P"  =  FK  =  Psin  FPK, 


et  12a. 
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on 

Mais  l'angle  f  étant  égal  à  l'angle  CFD,  on  a 

1  :c(Mf  ::GF:DF,   itsin^  ::CF:GDi 

DF  CD 

Sobstituant  ces  râleurs  dans  les  équations  (laS),  il  rient 

y_PxDF      ^_PXCD 
CF      '     '^  —      CF     ' 

Mettant  dans  ces  ëquntions  la  râleur  de  P  donnée  par  la 
IvoportioD  (laa) ,  on  obtient 

DC.CF    '    *^""    CF  • 

Regardons  maintenant  les  forces  rerticalcs  R  et  P'  comme 
appliquées  aux  extrémités  d'un  lerier  UF ,  dont  le  point 
d'appui  serait  en  M  ;  la  résultante  de  ces  forces  passera 
par  M,  et  aura  pour  râleur  R  -f*  P'* 

Soient  Z  et  Z'  les  efforts  que  cette  résultante  rerticale 
exerce  sur  les  points  d'appui  A  et  B^  on  déterminera  Z  et 
Z'  par  ces  proportions 

AB:BM  f.R  +  P"  :z, 
ABIAMIIR+P'IZ'; 

de  même  en  nommant  17  et  U'  les  composantes  de  T  sur 
les  points  d'appui ,  on  aura 

AB:BG  ::  t  :  u, 
AB  :  AG  ::  T  :  u'. 

Ces  forces  U  et  U'  étant  verticales ,  s'ajouteront  Pune  h  T 
et  l'autre  à  T*.  A  l'égard' de  la  force  horisontale  P^^  comme 
cette  ibroe  agit  sur  le  ^confire  C  de  la  voue^  si  nous  appe« 
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I  Ions  T  et  Y'  les  composantes  de  P'  aux  points  A  et  É'f 

nous  aurons 

ab:cb::F:Y, 

ab:ac::p':  y. 

<      .._-.■,  . . 

Ayant  construit  deux  rectangles  dont  l'un  aura  pour  haa— 
tcur  Z+V  y  et  pour  base  T^  et  dont  Tautre  aura  pour  hau- 
teur Z'-4-  U',  et  pour  base  Y',  les  hypoténuses  de  ces  rec- 
tangles exprimeront  les  pressions  exercées  sur  les  points 
d'appui  \  les  angles  de  ces  hypoténuses  ^  ayec  les  côtés  des 
rectangles  y  détermineront  les  positions  des  pressions. 

287.  Si  l'on  a  égard  à  l'épaisseur  des  cordes ,  on  considé- 
rera la  puissance  comme  appliquée  au  diamètre  de  la  corde  ; 
alors  le  rayon  du  cylindre  et  celui  de  ta  roue  devront  être 
augmentés  du  demi-diamëtre  de  la  corde  ;  et  l'on  aura  :  la 
puissance  est:  à  la  résistance  comme  le  rayon  du  cylindre, 
plus  celui  de  la  corde j  est  à  celui  de  la  roue,  plus  celui 
de  la  corde. 

238.  On  rapporte  au  tour  le  cabestan ,  qui  n'est  autre 
chose  qu'un  tour  dont  l'axe  du  cylindre  est  Tcrllcal. 

289.  Soit  un  système  de  tours  arrangés  dans  l'ordre 
suivant, 
l'ig.  123.  La  puissance  P  appliquée  à  la  roue  AD  (fîg.  128), 
fait  mouvoir  le  cylindre  BC  qui  communique  à  une  seconde 
roue  A'D'  par  une  corde  B  A',  Cette  roue  A'D'  fait  mouvoir 
le  cylindre  O'B',  auquel  une  corde  B'A"  est  attachée,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  cylindre  qui  est  chargé  de 
la  résistance  R. 

Si  tout  le  système  est  en  équilibre  et  que  nous  nommions 
T ,  T',  T'',  etc. ,  les  tensions  des  cordes  BA',  B'A",  etc. . 
nous  aurons , 


Pour  le  premier  tour. . .   P  t  T 

Pour  le  second, T  :  T' 

Pour  le  troisième.  ...••;   Tf.  :  Jl 


OB  :  OA; 

O'B'  :  O'A'; 

O'B":  0"A". 
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Ces  proportions  étant  multipliées  par  ordre ,  nous  donnent 
celle  «ci , 

P:R::OBx<yB'xO''B*:OAxoXxcyA*, 

d'où  l'on  tire 

P  _  PB  X  O'B^  X  O'^B" 

R  ""  OA  X  O'A'  X  0*A^  ' 

œ  qni  nous  apprend  que  la  puissance  est  à  la  résistance 
comme  le  produit  deà  rayons  des  cylindres  est  à  celui  des 
rayons  des  roues. 

Ainsi  dans  le  cas  ou  le  rayon  de  chaque  cylindre  serait 
la  a'  partie  de  celui  de  la  roue-  qui  le  met  en  mouve- 
ment, on  aura 

OA      n'A'      0*A* 

p:R::  — xî^x^^  : oa x c/a' x O'A', 

li  71  71 

I 

proportion  qui  retient  à  celle-ci , 

P  :  R  ::  1  :  n\ 

a4o«  Les  roues  dentées  ne  diffèrent  de  la  disposition 
précédente,  que  par  les  dents  également  distantes  dont 
leors  circonférences  sont  garnies.  Ces  dents  ont  le  même 
emploi  que  les  cordes  de  la  figure  i23;  chaque  roue  est  Fig.  ia3. 
trayersée  par  l'axe  de  son  pignon  qui  est  une  roue  dentée 
]dos  petite,  garnie  de  dents  qu'on  nomme  ailes,  La  pre** 
micre  roue  fait  tourner  son  pignon  qui  engrené  dans  la 
seconde  roue;  celle-ci  à  son  tour,  ayant  son  pignon  en- 
grené dans  la  roue  suivante,  la  fait  mouvoir;  ainsi  de  suite. 

Les  pignons  représentant  les  cylindres  de  la  combinaison 
précédente,  il  s'ensuil  que  dans  les  roues  dentées  on  a  la 
proportion  :  La  puissance  est  à  la  résistance  comme  le 
produit  des  rayons  des  pignons  est  à  celui  des  rayons  des 
roues» 

a4i.  Soient  (Gg.  124)  D,  D',  D",  etc. ,  les  nombres  de  Fig.  jq}, 
dents  des  roues  A^  A',  A%  etc.,  et  e2,  cf, d!*^  etc.,  les  nombres 
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Fig.ia4«  d'ailet  de  lears  pignons  a,  ci^  ctj  etc.  y  et  supposons  qné 
tandis  que  la  roue  A  fait  n  tours ^  les  roues  A',  A%  A'',  etc., 
en  fassent  9  la  première  N',  la  seconde  ^"^  etc.  A  chaque 
révolution  de  A ,  le  pignon  a  engrènera  successiyement 
toutes  ses  ailes  avec  la  roue  A'  ;  de  sorte  que  dans  N  révo- 
lutions, il  engrènera  y  avec  A',  un  nombre  d'ailes  exprimé 
par  '^d  :  de  même  la  roue  A'  gisant  N'  tours ,  engrènera 
un  nombre  N'D'  de  dents  avec  le  pignon  a  ;  et  coiàme 
les  nombres  de  dents  et  d'ailes  engrenées  par  la  roue  A', 
et  par  le  pignon  a  doivent  être  ^aux^  il  faudra  qw» 
l'on  ait 

par  la  même  raison  ^  les  autres  roues  nous  fourniront  les 

équations 

.WT)'  =  N'£r,    Nir  =  H'd*,  etc. 

Multipliant  ces  équations  par  ordre  >  nous  aurons  ^  en  sup* 
posant  seulement  quatre  roues , 

d'o&  l'on  tirera 

Par  exemple,  si  Von  demande  le  nombre  de  dents  qu'il  faut 
employer  pour  que  la  roue  A"  fasse  une  révolution  dans  le 
même  temps  que  la  roue  A  en  fait  60 ,  nous  aurons 

N'=:i,    N  =  6o,    >=6o.jyg^j^9...  (124). 

Prenant  arbitrairement  les  nombres  d^  d' ,  d"y  nous  pour- 
rons supposer  rf=  4  >  d'=  5,  d^zs  «j  ;  cette  hypothèse  ré- 
duit la  dernière  des  équations  (124)  À 

D'D"D''  =  6ox4x5X7  =  8400. 

8400  partagé  en  trois  facteurs,  nous  donne  les  nombres 
1 2  ;  25  et  28.  Ainsi  en  faisant  IV,  V,  D*  respectivement 


égauK  i  cet  oonibret,  nous  avons  une  toluiton  du  pvoUteie 
^«ly  OMBflM  OB  le  Toîty  est  indéierminé. 

Obsenont  qu'on  doit  prendre  Dil'^N  parce  que  supposant 
d<i  D',  <f  ^  D'y  d'^Jff  AT  ta  plus  lentement  que  A. 

342.  C'est  encore  par  le  principe  de  l'équilibre  du  tour^ 
que  Pon  explique  le  mécanisme  du  cric.  On  distingue  deux 
sortes  dé  mes,  le  simple  et  le  composé.  Le  cric  simple 

est  composé  d'une  barre  de  fer  Afi  (fig.  ia5)|  renfermée  fig.  ia5. 
dans  une  eaisse  CD.  Cette  barre  de  fer,  dans  sa  longueur, 
est  fùn  câté  garnie  de  dents;  ces  dents  engrènent  avec 
on  pignon  £F  qu'on  met  en  mouvement  à  l'aide  d'une  ma- 
nivelle ;  alors  la  barre  de  fer ,  pressée  par  l'effort  du  pignon, 
sort  de  la  oaîsie  DC,  monte  et  soulève  la  résistance.  Dans 
cette  machine,  le  pignon  et  le  bras  de  la  m^ivelle  (*)  agis- 
suit!  comme  le  cylindre  et  la  roue  du  tour ). il  en  résulte 
qae  la  puissance  est  à  la  résistance  comme  le  rayon  du  pignon 
est  au  bras  de  la  nuiuivelle* 

343.  Dans  le  cric  composé ,  la  manivelle  met  en  mouve- 
ment un  pignon  qui  engrène  avec  une  roue;  cette  roue  en* 
grèoe  à  son  tour  avec  un  second  pignon;  ainsi  de  suite 
jusqu'au  dernier  pignon ,  qui  engrène  avec  la  barre  de  fer. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  dans  cette  machine 
la  puissance  est  à  la  résistance  comme  le  produit  des 
rayons  des  pignons  est  à  celui  des  roues  par  le  bras  de 
la  manit^elle» 

Du  Plan  incliné, 

244  Le  plan  incliné  est  ainsi  appelé,  parce  qu'il  fait  un 
angle  avec  l'horizon;  son  usage  est  de  servir  à  soutenir  un 
corps,  en  le  mettant  en  équilibre  avec  d'autres  forces. 

Soit  un  corps  M  (%.  126  )  dont  nous  considérerons  le  Fîg.  ia6. 


{*)  Par  1«  bras  de  la  manirelle ,  os  entend  le  rayon  du  cercle  décrit 
pir  la  poiseance. 
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poids  P  comnic  attaché  à  son  centre  de  gravité  par  un  CA 
Tcrlical  MP.  Pour  que  ce  corps  puisse  être  en  équilibre 
sur  un  plan  incliné  avec  une  force  Q ,  la  première  condi- 
tion est  que  les  forces  P  et  Q  aient  une  résultante  unique, 
ce  qui  exige  que  leurs  directions  se  rencontrent  en  un  point 
M  :  or,  MP  élant  une  verticale  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité,  le  plan  PMQ  sera  aussi  vertical  et  cooLicndra  le 
centre  de  gravité.  Ainsi  la  première  condition  d'équilibre 
vst  que  la  direction  MQ  de  la  force  Q  doit  élrc  dirigée 
dans  un  plan  vertical  qui  passe  par  le  centio  de  gravité 
du  corps. 

La  seconde  condition  est  que  la  résultante  MS  des  forces 
P  et  Q  soit  détruite  par  la  résistance  du  plan  incliné,  ca 
qui  ne  peut  être  ,  à  moins  que  celle  droite  ne  soit  nor- 
male au  plan  incliné,  et  ne  le  rencontre  en  un  de  sea 
points. 

Celle  seconde  condition  se  modiBe  un  peu,  lorsque  !>: 
corps  ne  touche  le  plan  incliné  que  par  plusieurs  points; 
car  en  unissant  ces  points  par  des  ligues  droites ,  il  suffit 
que  la  résultante  normale  passe  par  un  des  points  da 
polygone  renfermé  dans  ces  droites ,  pour  qu'il  puisse  y 
avoir  équilibre. 

z^5.  Les  conditions  que  nous  venons  d'énoncer  étani* 
iC- remplies,  soit  KL  (fig.  126)  un  corps  retenu  en  équilibre 
sur  un  plan  incliné  par  une  force  Q.  Prenons  des  partiel 
AIE ,  MF  proportionnelles  au  poids  P  et  i  la  force  Q 
construisons  le  parallélogramme  FMER  ;  la  diagonale  MR 
représentera  la  pression  que  le  corps  exerce  sur  le  plaa' 
incliné  ;  nommons  R  cette  pression  ,  nous  aurons, 

Q:  P:R  ::  sinPMR  :siQQMR;sinPMQ,..   (laS). 

Les  angles  PMR,  CAB  étant  égaux  en  vertu  de  la  simili 
tude  des  triangles  AOP,  OMW,  nous  avons 


5 
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sin  PMR=  sîn  A  =L  — r^  ; 

substituant  cette  Taleur  dans  la  proportion  (  ia5  ] ,  et 
maltipliant  les  seconds  rapports  par  AC^  cette  proportion 
le  changera  en  celle-ci , 

Q  :  p  :  B  ::  CB  :  AC  X  8în  qmr  :  ac  x  «în  pmq. 

246.  Si  la  puissance  prend  la  direction  MQ  (fig.  126)  Fig.136 
parallèle  k  la  longueur  du  plan  incliné^  les  triangles  MER, 
ACB  deviennent  semblables^  parce  que  les  angles  G  et  E 
sont  ^aux,  Pétant  chacun  à  l'angle  MOG;  d'où  il  suit  que 
Ton  a  la  proportion 

ER:  ME::  cb  :ac; 

ce  qai  nous  apprend  que  lorsque  la  puissance  est  parallèle 
à  la  longueur  du  plan  incliné ,  la  puissance  est  à  la  résis- 
tance cornme  la  hauteur  du  plan  incliné  est  à  sa  longueur. 

a47*  Si  la  puissance  MF  dexient  parallèle  a  la  Iiase  du 
plan  incliné ,  les  triangles  perpendiculaires  MER ,  CAB 
{6f.  127}  donnent  la  proportion  Fig.irn 

ER:ME  ::  CB:  AB, 

on 

Q  :  P  ::  CB  :  aBj 

donc,  dans  ce  cas,  la  puissance  est  à  la  résistance  comme 
la  hauteur  du  plan  incliné  est  à  sa  base, 

348.  Lorsque  l'angle  A  est  la  moitié  d'un  angle  droit , 

puissance  est  égale  à  la  résistance;  mais  si  A  est  moindre 

que  la  moitié  d'un  angle  droit ,  la  hase  du  plan  incliné  en 

surpasse  la  hauteur;  alors  la  machine  devient  aTantageusc 

t  la  puissance. 

De  la  Fis. 

a49*  Partageons  les  côtés  d'un  rectangle  AM'  (fig.  laS)  en  Hg,  laS* 
parties  égales  par  des  parallèles  Bfi',  CC,  etc. ,  et  menons  les 
diagonales  AB",  hC,  etc.  ;  si  en  courbant  ce  rectangle  , 
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nous  en  forniom  un  cylindre  à  base  circulaire ,  la  droite" 
MA  se  confoiiOrn  avec  la  droite  M'A';  et  alors  les  points  B 
et  B',  C  et  G,  etc.,  qui  sont  les  exlrémités  des  diagonale* 
Ab',  liG',  etc. ,  se  confondant,  ce)  diagonales  se  liei-ont  tes 
î-  unes  auï^auli-es,  et  traceront  sur  le  cylindre  PQMN  (fig.  129) 
e  courbe  ré|ulière  PRSTUV,  etc.,  à  laquelle  on  a  donné 


le 


zSo.  La  propriété  caractéristique  de  celte  courbe  est  que 
tous  ses  éiéniens  furiaent  des  an;^les  Égaux  avec  les  droites 
menées  par  ces  éléaieaa  sur  la  surface  du  cylindre,  parallè- 
lement  à  son  ase  ;  car  cette  propriété  subsistant  dans  le 
parai lélograin nie  AM' à  l'égard  des  élémensm,  m,  m.",  etc., 
qui  forment  des  angles  égaux  avec  les  parallèles  EF,  E'F',  etc., 
il  eu  sera  de  même  lorsque  le  parallélogramme  deviendra 
la  surface  convese  d'un  cylindre. 

D'après  cette  génération  de  l'Iiélice,  on  voit  que  les 
-iiS.  distances  mn,  mn,  m"n,  etc.  (Jîg.  128),  étant  égales,!» 
même  clioae  aura  lieu  encore  sur  le  cylindre;  par  consé- 
.  lag.  quent  si  l'on  prend  mn  (fig,  12g)  pour  base  d'un  triangle 
isocèle  mno  dont  le  plan  soit  normal  a  la  surface  du 
cylindre,  et  que  l'on  fasse  mouvoir  ce  triangle  parallèle- 
ment à  lui-même,  de  maiiicre  que  les  estrémités  m  ci  n 
«le  sa  base  restent  toujours  sur  deux  arcs  d'hélice,  ce 
triangle,  en  montant  ainti  sur  la  surface  cylindrique,  la 
recouvrira  d'un  jjlet  aalllant  qui,  confointeuient  avec  le 
cylindre,  cqmposera  la  vis;  of.  Clôt  saillant  est  appelé  U 
fiUt  de  la  fie. 

On  voit  que  le  fdet  de  ta  vis  o'est  autre  chose  ici  (m'un 
prisme  triangulaire  qui  serait  appliqué  et  recourbe  sur  le 
cylindre,  en  forme  d'iiélïce. 

Quelquefois  le  fdet  de  la  vis,  au  lieu  d'êtie  engendré  par 
un  Iriauglc  isocèle ,  l'est  par  uti  rectangle  :  dans  ce  cas ,  U 
vu  eft.à  Jilet  carré. 
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aSi.  L'écran  est  une  pièce  creusée  en  héliœi  et  d'une 
longueur  moindre  que  celle  de  la  tîs-  On  peut  considérer 
Pécroa  comme  le  moule  d'une  partie  du  filet  de  la  Tif. 

La  vit  tourne  dans  l'écrou ,  et  à  chaque  révolution ,  par- 
court un  chemin  égal  au  pas  de  la  vis. 

Les  circonstances  du  problème  étant  les  mêmes,  soit  que 
la  lis  tourne  dans  l'écrou ,  soit  que  l'écrou  tourne  dans  la 
vis,  nous  adopterons  cette  seconde  hypothèse. 

a5s.  Cherchons  maintenant  le  rapport  de  la  puissance 
à  la  résistance  dans  cette  machine.  Pour  cola ,  plaçons  la 
TOieriîcalement  et  dans  son  écrou,  de  manière  que  Técrou 
entoure  la  partie  supérieure  du  filet  de  la  vis;  supposons  que 
Fécroa  soit  partagé  en  difiërentes  molécules  m,  m\  m",  etc. , 
qui  reposent  chacune  sur  le  filet  de  la  \is  ;  et  cherchons  la 
fooe  qui  mettrait  en  équilibre  la  seule  molécule  m  (fig.  i3o),  Fig.  i3o. 
n  est  certain  que  si  cette  molécule  abandonnée  à  elle-même 
i^était  sollicitée  que  par  l'action  de  la  pesanteur ,  elle  glis- 
serait le  long  du  filet,  et  décrirait  une  hélice  sur  un  cylindre 
qui  aurait  pour  rayon  la  distance  mC  de  la  molécule  à 
Faxe  de  rotation.  Ainsi  en  considérant  rhélîce  comme  un 
plan  incliné  y  ce  plan  aura  pour  hauteur  le  pas  de  la  >is  , 
et  pour  base  la  circonférence  décrite  par  mC. 

Supposons  maintenant  que  la  force  horizontale  P  (fig.  i3i),  Fig.  i3i. 
appliquée  immédiatement  à  la  molécule  /n ,  tienue  son  poids 
m  en  équilibre.  On  construira  un  triangle  rectangle  mHK 
qui  ait  pour  hauteur  mïi  le  pas  de  la  vis ,  et  pour  base  la 
circonférence  décrite  par  mC,  et  l'on  aura,  en  vertu  de 
la  théorie  du  plan  incliné , 

P  :if»  ::  hauteur  :  KH  , 
ou 

F  •  m  It  mH  l  circonférence  Gtti.  . .   (126}. 

Haisii  la  puissance,  au  lieu  d'être  appliquée  immédiatement 
au  point  m,  est  appliquée  a  l'extrémité  D  du  levier  CD  » 
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<•  et  qae  l'on  veuille  que  cette  ptiissatice  Q  produise  le  taètnV 
effet  que  P,  il  faudra  que  P  et  Q  soient  en  raisoa  inverse 
des  Ijras  de  isTier  ;  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Q:p::Cm:cd, 

ou 

Q  :  p  ::  cira.  Cm  :  cire.  CD. 

Multipliant  terme  à  terme  cetle  proportion  par  la  pro- 
portion (126],  on  aura 

Q:m::  mH:«/r.CD. 

Doue  pour  la  molécule  m,  la  puissance  est  à  la  résistance  . 
comme  le  pas  de  ia  vis  est  à  la  circonférence  dont  le 
rayon  est  à  la  distance  du  point  d'application  du  levier* 
l'axe  du  cylindre. 

Cette  proportion  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  distance 
Cm  de  la  molécule  à  l'axe,  concluons  que  pour  les  aulreS 
molécules  chargées  des  poids  ni',  m",  m",  etc.,  et  retenues 
psr  des  forae»  Q',  Q",  Q",  etc. ,  on  aura  encore 

^bÉjÉ^'Q'  '•  ^'   "   '"H  :  ciiv.  CD, 

""■^^•'Q'  ;  m."  ::  mU  :  drc.  en, 

■      ■       ■        Q"  :   m"  ::    mli   :  drc.  CD. 
On  tirera  de  ces  proportiom  et  de  la  précédente,  I 

n wi.wH         , m  .mH      _, n»  .  ntti        'r       '>} 

^  ~~  <«»r.dD*  '^—^S^CD'  ^  —  ^STCD'*'  >'*'^* 
Les  distances  des  molécules  in,  m',  m',  et&,àl'ax8,  a!iui 
que  leurs  hauteurs ,  n'entrant  pas  dass  ces  exprosno^,  ooie 
duons  que  les  poiats  d'application  des  puissances  Itoriioii- 
tales  Q,  Q',  Q*,  etc.,  «n  sont  indépendans. 

Supposons  donc  que  ces  points  soient  également  éloignés 
de  l'axe  du  cylindre;  alors  les  forces  Q,  Q",  Q','  etc. ,  en 
quelque  port  qu'elles  soient  situées,  communiqasront  au 
«y«linie  IS'DiènM  mouTcment  de  rotation  que  si  elles  agis- 


aient  SDiTant  DQ.  Par  conséquent  nous  aurons  le  droit  l^ig.  i3f, 
de  rénnîr  les  valeura  de  ces  forces.  Ainsi  en  ajoutant  les 
équations  (1217)1  '^^"^  trouyerons 

„  +  „»'  +  „•  + etc.  =  (Q  +  Q' +  Q"  +  etc.)  ^iijjp?; 

et  comme  la  somme  ii»+  w»'  +  m"  +  cl  c. ,  représente  le 
poids  M  de  Vécrou ,  et  que  les  forces  horixontales  Q  , 
Qf$  Q*>  etc.|  peuvent  être  remplacées  par  une  force  unique 
Q  appliquée  au  point  D,  nous  aurons 

f  od  Pon  tire 

Q  :M  ::  mH  tcirc.CD; 

œ  qui  nous  apprend  que ,  dans  la  vis ,  la  puissance  est 
à  la  résistance  comme  le  pas  de  la  vis  est  à  la  circonférence 
de  Varc  décrit  par  la  puissance  autour  de  Paxe. 

Il  est  évident  que  celte  macliinc  est  d'autant  plus  ayan- 
tigense  à  la  puissance  y  que  le  pas  de  la  tis  a  moins  de  liau* 
teor,  et  que  le  point  d'application  de  la  puissance  est  plus 
âoigné  de  Taxe. 

Du  Coin, 

253.  On  a  donné  le  nom  de  coin  à  un  prisme  triangu* 
laire  que  l'on  fait  entrer  par  l'une  de  ses  arctcs  dans  la 
fente  d'un  corps  pour  en  augmenter  l'ouverture  ;  cette  arcte 
qai  pénètre  le  corps,  est  appelée  le  Irancliant  du  coin,  la 
face  opposée  en  est  la  tête,  et  les  deux  autres  faces  qua- 
drangulaires  en  sont  les  colés. 

Tous  les  instrumcns  tranclians,  tels  que  la  hache ,  le  ci- 
seau ,  les  rasoira>  etc. ,  se  rapportent  au  coin. 

a54.  Le  coin  étant  frappé  sur  sa  tête,  receyra  une  impul- 
sion qui  représentera  la  puissance;  nous  supposerons  que 
cette  impulsion  soit  perpendiculaire  à  la  tête  du  ooiu  \  car 


l4s  n'ATiQire. 

•i  «Ha  M-  FMit  fm  ,  elle  pourrait  se  décompoeer  en  £ 

Biliculaire  n  la  tète  <Iu  coin,  et  l'au 
I.  Celte  dernière  force  ne  tendent  q 

«sanoc  sui'  la  tète  du  coin,  dou3  ue  la   i 


diriffel  Au  Hd  plan. 


t  de  profil ,  AC   I 
t  tâte  du  coin 
r  laquelle  la  force  ,P  agira  perpcndl* 


peat  ètrs  contr^balant 
particaka  du  oorpt  :  < 


FtgMa.     Cda  paa4,  foit  ABC  (IJg.  i32)  le  coin  v 
et  £G.Dn  nqrileBluront  les  cdtés;  alors  1 
aéra  îa  4nil»  AD ,  i  ui 
cttlàirement. 

Cette  force  tesdant  à  écarrer  les  cAtés  AC  et  BC ,  ne  J 
e  que  par  l'adliércnce^  mutuelle  di-s  J 
}r,  celte  ailliéfence  n'ëUnt  pas  la  méote  1 
daiutotlteile«auWtancee,nousne  pouvons  évaluer  le  rap-  | 
port  de  la  poiiiance  à  la  résistance  dans  cette  machine. 
Aioii  nôiu  eh^lwions  seulement  le  rapport  de  la  puîg- 
aanoè  kol  preîiioiit  c.\ercccB  sur  les  cùXés  AC  et  BC. 

Four  cet  éfilef  >  ayant  représenté  la  force  F  par  la  droits  I 
âllM^W  l>K,"6n  mènera  sur  les  câtés  AC  et  BC,  les  I 
pCtrpeDdicoIairea  lAf  et  DN;  et  ayant  construit  le  parallé- 
logramme  DIEE ,  les  composantes  Dt  et  DBL  seront  les 
pressions  exercées  sur  les  côtés  AC  et  BC.  Noiiinions  X  et 
T  ces  pressions,  les  trianglei  perpendicniaires  ABC  ,  IDE 
nous  donneront 

de:di:ie::Ab:ac:bc, 

on ,  à  eanse  que  1E  pent  ttre  rempltcé  par  JXÊL,  oetle  pv»- 

portion  deriendra 

F:x:T::  AB:  ACtBC, 

Fig..33.0u(Gg.  i33) 

F  :  X  :  T  ::  AB  X  GB  :  AC  xGH  :  Bc  x  gh. 

Zn  produits  AB  X  GH  ,  AC  X  GH  et  BC  XCU  V^t^ 
senlBBt  la  tête  et  les  cdtés  dn  oein,  conoloon  -qw  j' daaa 
cette  maciiine,  ta  paintmo»  V  et  Ut  *0i>m  X  'M  ^T  ^mi 
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tipSêênt  êur  Us  côtiê  du  coîn^  sont  proporiionneU  à  sa  têts 
UAsês  côtés. 

Le  coin  sera  d'autant  plus  avantageux,  que  sa  tète  aura 
■oins  de  surface  y  ou  que  ses  côtés  en  auront  plus  ;  car 
•lors  les  pressions  latérales  deTÎendront  plus  grandes  à 
Fégard  de  la  puissance. 

Du  Frottement. 

a55.  Lorsqu'un  corps  repose  sur  un  plan  horizontal , 
Il  résistanoe  de  ce  plan  détruisant  l'effet  de  la  pesanteur  , 
la  moindre  impukion  lui  donnerait  du  mouyement,  s*il 
B^était  retenu  par  des  causes  physiques  qui  s'opposent  à 
ce  moayeinent  La  plus  influente  de  ces  causes  est  le  frotte- 
ment \  on  appelle  ainsi  cette  force  qui  empêche  un  corps  de 
laisser  sur  un  plaB,  et  qui  est  due  aux  petites  aspérités  des 
farticales  matérielles  qui  engrènent  les  unes  dans  les  autres, 
et  qui  occasionent  une  force  passive  qui  augmente  on  di^ 
ninue  la  résistance ,  suÎTant  que  la  puissance  tend  à  pousser 
le  corps  ou  à  le  retenir. 

On  a  reconnu  que  le  frottement  était  sensiblement 
proportionnel  k  la  pression ,  mais  que  cette  loi  cessait 
d'avoir  lieu  lorsque  la  pression  dcyenait  trop  grande.  Ainsi 
en  représentant  par  f  le  frottement  exercé  par  un  corps 
homogène  AB  (  fig.  i34)  ,  animé  de  Tunitc  de  poids,  si  Fîg. tSj. 
AB'  est  double  de  AB ,  le  frollciuent  sera  OLf\  si  AB"  est 
triple  de  AB,  le  frottement  sera  3/*;  ainsi  de  suite  :  de  sorte 
qu'en  représentant  par  F  le  frottement  exercé  par  le  corps 
AlVI  qui  renferme  un  nombre  N  d'unités  de  poids  ^  nous 
aurons 

F=rN/. ..   (128). 

a56.  Voici  comment  on  peut  mesurer  le  frottement. 

Soit  AB  (iig.  i35)  le  corps  qui  exerce  Fuuité  de  pression  Fig.  i35. 
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sur  le  plau  horizontal  IiK.  Ce  corps  étant  sollicité*  par 
fll  CDE  ijui ,  passant   par  une  poulie  de  renToi ,  soutieol 
le  poitls  M;  si  l'un  augmente  saccessiTement  ce   poids, 
l'intensité  qu'il  aura  lorsqu'il  sera  prêt  à  vaincre  la  r^ 
sistance,  mesurera  le  frottement  jT  exercé  par  l'unité  d( 


îS"].  Il  esiste  une  autre  manière  de  mesurer  le  frotte- 
ment, et  qui  nous  est  donnée  par  le  lhéori;me  suivant  :  S 
g.  i3û.  l'on  place  un  corps  MN  sur  un  plan  iucliné  ÂC  ({]g.  i36), 
et  que  l'on  augmente  l'angle  A  que  le  plan  incliné  faî 
avec  l'horizon,  jusqu'à  ce  que  le  corps  soit  sur  le  poîo 
de  glisser,  t'unilé  de  frottement  f  sera  égale  h.  tang  A.      I 

Pour  le  démontrer,  menons  par  le  cpnlre  de  gravité  C 
du  corps  les  perpendiculaires  GD  et  GK,  l'une  au  plai 
horizontal,  et  l'autre  au  plan  incliné.  Représentons  pai 
GD  le  poids  du  corps,  et  décomposons  GD  en  deux  foroQ 
GH  et  GK,  la  première  parallèle  au  plan  incliné,  et  la  sei 
coude  perpendiculaire  a  ce  plan,  nous  aurons 


GH  = 


:DKr=GD3ÎnDGK, 
GKr^GDcosDGRi 


or,  les  angles  DGK  et  CAB  sont  égaux  comme  complé-^ 
mens  des  angles  aigus  dont  le  sommet  est  en  1.  Nom 
pourrons  donc,  dans  les  équations  précédentes,  rempla> 
cer  DGK.  par  A ,  ce  qui  —  "    ' 


GII  =  GD  si 


s  donnera 
,A, 


La  pression  que  supporte  le  plan  incliné  étant  exprim 
par  GK  ^=  N  cos  A ,  |l'iolensité  du  frottement  sera  mesnrèc 
par  14  cos  Â.y)  mais  le  frottement  étant  la  fofce  qui 
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plcha  b  eorpt  de  glisser ,  devra  faire  équilibre  ji  la  oom*  Fig*  i36. 
posante  GH  =  P  sin  A  qui  agit  dans  le  sens  de  la  longueur 
Al  flan  incliné  1  d'où  il  sait  qu'on  apra 

N  cos  A./*=:  N  sin  A. 

On  tire  de  cette  équation 

/=tangA...  (129). 

-  s58b  Cet  angle  est  ce  qu'on  appelle  l'angle  du  frottement, 
iln*est  constant  que  dans  Phypothëse  où  la  loi  qu'il  soit  est 
d'être  proportionnel  à  la  pression.  En  effet ,  nous  n'ayons 
olilena  (12g)  qu'en  employant  l'équation  (laS)  qui  ren-> 
ferme  cette  loi  ;  mais,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  remai^ 
qMT,  4|ii  fi  reconnu  qu'elle  cessait  d'exiater  lorsque  la 
pression  est  iarf  grande. 

ftS^  Les  différentes  substances  ayant  les  pores  plus  ou 
■oins  resserrés  y  le'  frottement  n'est  pas  le  même  pour  toutes 
les  matières;  c^est  pourquoi  on  a  cherché  à  constater  par 
des  expériences  celui  qui  est  propre  à  chacune. 

Far  exemple  I  Toici  quelques  résultats  que  Coulomb  a  ob- 
lenns  en  dierchant  le  rapport  du  frottement  à  la  près- 
SMm, 

Fer  contre  fer /=i  0,28, 

Fer  contre  cuivre  jaune.. .  •  fr=  0,26, 

Chêne  contre  chêne /*^  0,43» 

Chêne  contre  sapin •  •  /*=  0,65. 

Ces  dernières  yaleurs  ont  été  trouvées  en  mesurant  le  frot- 
tement suivant  le  fil  du  bois;  mais  on  sent  qu'elles  se- 
raient bien  différentes  si  ce  fil  était  dirigé  dans  un  autre 
lens  que  celui  selon  lequel  agit  le  frottement  ;  car  les  as- 
pérités du  corps  présentant  moins  de  prise  à  l'engrenage  , 
le  frottemf  nt  devrait  être  plus  faible. 

a5^  lie  ppli  des  surfiaoes  et  les  suhftaïKCiPS  onctueuses 

ÈUnu  de  Mécanique.  10 


r  les  corps  ,  contribuent  aussi  à  dîmîbii 
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qu'on  répand 

le  frottement. 

C'eEl  en  ayant  égard  à  toules  ces  circonstances  qu'ott' 
pnurra  en  perfectionner  les  tables.  £n  attendant,  on  peut 
consulter  avec  avantage  celles  de  Brîsson. 

260.  L'adhérence  des  corps  est  encore  une  des  cause» 
physiques  qui  s'opposent  h  leur  mouTcment.  On  ne  peut 
l'évaluer  d'une  manière  fort  exacte,  parce  qu'elle  est  sii»-^ 
ceplihle  de  s'accroître  beaucoup  avec  le  temps, 
machines  qui  ne  sont  point  en  action,  et,  an  contraire, 
de    s'altérer   quelquefois  dans  celles  qui  sont  en  mouve-> 

La  loi  qu'elle  suit  est  d'être  sensiblement  proportion^ 
nelle  nus  surfaces  adhérentes,  Ainsi ,  en  représentant  par  -J, 
l'adhéreuce  relative  à  l'unllé  de  surface ,  celle  (j 
sar  la  surlàce  a  aura  pour  expression  a^- 


TTiéorie  du  frottement  dans 


■  machines^ 


.137.  a6i.  Soient  (£g.  iS^  )  P  le  moteur  et  S  la  résistance 
appliqués  a  un  point  ni  d'un  corps,  et  qui,  le  tenant  en 
équililtre  sur  un  plan  incliné ,  forment  des  angles  «  e 
avec  la  longueur  de  ce  plan.  S'il  n'y  avait  ni  frottement  ni 
adhérence,  les  conditions  de  cet  équilibre  se  réduiraient  k 

PcOS»  ^SCOSB...    Cl3n); 

mais  si  l'on  a  égard  au  frottement  et  à  l'adhérence,  comme 
ces  deux  forces  sont  contraires  au  moteur  lorsque  celuî-ct 
tend  à  pousser  m  vers  B,  il  faut  qu'elles  soient  ajoutées  i 
la  résistance  S  cos«'.  Pour  les  déterminer,  nous  remarque- 
rons d'abord  que  la  pression  e:terc£e  sur  le  plan  înclini 
provient  non -seulement  de  la  compos.inle  de  P,  perpen- 
<licu1aire  en  m,  mais  encore  de  U  composants  de  S,  pei>r, 
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peodîcnlaîre  au  même  point.  La  première  a  pour  expres- 
fîon  Pain  « ,  et  la  seconde  S  sin  a\  La  totalité  de  ces  deux 
pressions  sera  donc  la  quautîté  que  nous  avons  représen- 
tée par  N  dans  l'équation  (128),  de  sorte  que  la  force  due 
au  frottement  sera  exprimée  par  (  P  siu  et  -{-  S  sin  »)/'• 
Quant  k  celle  qui  est  due  à  Tadhérence ,  nous  avons  tu 
qu'en  supposant  que  a  soit  la  surface  sur  laquelle  elle  agit, 
cette  adhérence  avait  pour  valeur  a^.  Ajoutant  dond  ces 
deux  forces  au  second  membre  de  l'équation  (i3o} ,  nous 
aurons  pour  condition  d'équilibre , 

P  cos  «  =  S  cos «'  +  S  sin  «' .f+  P  sin  tt-f-h ^4? 
OQ  tire  de  cette  équation 

p S  cos«t'-4-S/'sin«'+a  >t        /  o  > 

cos  m — y  sin  m  ^       ' 

26a.  Si,  au  contraire,  la  puissance  ne  fait  que  retenir 
le  point  m,  et  que  la  résistance  tende  à  l'entraîner  vers  6, 
ce  sera  cette  dernière  qui  aura  à  vaincre  le  frottement 
et  l'adhérence;  par  conséquent  ces  deux  forces  agiront  en 
faveur  du  moteur ^  et  -devront  changer  de  signe.  Représen- 
tons donc  par  P'  le  moteur  qui  convient  à  cette  hypothèse , 
nous  aurons 

«,       S  cos  «'  —  Sf  sin  m  —  a  vl       ^  -»  n 

F= -^-r-. ^...  (i3a). 

cos  «-|-/ sin  « 

263.  Occupons-nous  maintenant  de  l'équilibre  du  levier 
et  de  celui  de  la  poulie ,  en  ayant  ^ard  au  frottement. 

Sapposons  donc  qu'un  cylindre  droit  et  vertical  traverse 
un  levier:  comme  les  circonstances  sont  les  mêmes,  soit 
que  le  cylindre  tourne  autour  du  levier,  soit  que  le  levier 
tourne  autour  du  cylindre,  nous  adopterons  cette  dernière 
hypothèse,  et  nous  considcrerons  un  point  m  du  levier  qui 
(lig.  i38).,  étant  en  contact  avec  1q  cylindre,  est  soumis  à  Fig.  i3b' 
^  10.  • 


14°  «TATIQUK. 

Wjg.iSf.  Taction  du  fVoltemeiit.  Si  en  cjlindrc  fixe  est  coupé  ai 

m  par  un  plan  lioiizontul ,  nous  pourrons  prendre  ce  pin 
poar  celui  des  x,  y,  et  y  ramener  toutes  les  forces;  cai 
en  lei  décomposant  en  deux  groupes  ,  les  unes  hon'zoïV 
taies  et  les  autres  vcrlicales ,  ces  dernières  seront  détn 
par  le  cjlindre  qu'on  suppose  fine.  Les  sections  du  cylind^ 
et  du  levier,  pour  le  plan  des  s,  y,  seront  respectivemefl 
représentées  par  le  cercle  wBE  et  par  la  courbe  plane  CIE 
Cela  posé,  il  résulte  de  l'immobilité  du  cylindre,  que  ] 
point  m,  ne  pourra  éprouver  (ju'un  mouvement  circulais 
autour  du  point  C  où  l'ano  de  ce  cylindre  est  coupé  par  1 
plan  des  x,  y-  I^e  point  m  serait  cflectivcment  emporta 
suivant  la  circonférence  de  ce  cercle,  s'il  n'était  mis  ei 
équilibre  par  le  frottement  combiné  avec  la  résultante  ] 
des  forces  du  système,  et  avec  la  résistance  qu'oppose  l'azi 
fixe.  Celte  résistance  étant  une  force  normale  cjui  agit  sut 
Tant  la  droite  mC,  nous  pouvons  substituer  cette  force  au 
cylindre  IJxe ,  et  regarder  le  point  m  comme  un  point  lïbrff 
cjuî  serait  mis  en  équilibre  par  les  trois  forces  suivantes! 
1°.  la  force  normale  dirigée  de  m.  en  C;  a",  le  frottement 
qui  agit  suivant  la  tangente  mD  ;  3".  la  résultante  R  de 
toutes  les  forces  du  système. 

26J.  Remarquons  que  quoique  denx  de  ces  trois  forcei. 
soient  appliquées  en  r»,  il  ne  s'ensuit  pas  que  la  force  It 
aboutisse  aussi  uu  même  point  m;  car  bien  qu'en  général 
l'équilibre  ne  puisse  subsister  entre  trois  forces  que  lors- 
qu'elles concourent  en  un  même  point,  les  deux  forces  dl-i 
rigées  suivant  les  droites  mD  et  /«C  peuvent  être  seules  ap- 
pliquées au  point  m,  parce  que  la  troisième  force,  en  19 
ratlacbant  à  un  autre  point  A  ,  peut  tendre  également  k 
ontraluer  ma  l'aide  des  points  du  corps  qui  sont  tous  lié* 
enlre  em. 

D'après  celte  observation,  il  suffit  qu'on  ignore  en  quel 
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emlcoît  est  lîtaé  le  point  d'application  A  de  la  foràe  R  , 
pdnr  quW  poisae  le  supposer  différent  de  nu 

Ainsi  les  conditions  d'équilibre  de  nos  trois  forces  ren- 
tait  dans  celles  que  nous  arons  prescrites  art  loi. 

a65.  Ponr  satisfaire  à  œs  conditions,  nous  placerons  Po- 
r^ne  des  coordonnées  au  point  C ,  et  nous  représenterons 
par  N  la  force  normale  qui  forme  des  angles  et  et  C  arec  les 
sies;  par  F  le  frottement  qui  forme  des  angles  »  et  C^  ayee 
U  ttèmes  axes,  et  enfin  par  h  le  rayon  du  cylindre ,  qni 
est  censé  être  k  peu  près  le  même  que  celui  du  trou  dans 
kqod  on  adapte  le  lerier.  A  l'égard  de  R  >  qui  est  la  troisième 
force  9  nous  désignerons  par  X  et  par  Y  ses  composantes 
dans  le  sens  des  x  et  dans  celui  des  y,  et  par  r  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  C  sur  la  direction  de  cette 
nrce» 

Cda  posé,  la  èondîtion  de  l'art.  loi ,  qui  exige  que  la 
Maune  des  composantes  dans  le  sens  des  x  soit  égale  k  zéro, 
rarient  à  dire  que  l'une  des  composantes  de  ces  forces  est 
égale  à  la  somme  algâsrique  des  autres  ;  par  conséquent , 
en  prenant  N  cos«  pour  cette  composante ,  nous  dcTrons 
avoir 

Noos«=]iL-4-Fcos«  ...   (i33). 

Parla  même  raison,  les  composantes  dans  le  sens  des  y  nous 
fourniront  l'équation  * 

NcosC  =  Y+FcosC'...  (i34); 

enfin  la  troisième  équation  d'équilibre,  qui  est  celle  du 
moment ,  nous  donnera 

Rr=FA...   (i35), 

et  derîenJra ,  en  mettant  pour  F  sa  yaleur  donnée  pnr 
Péquation  (128), 

Rr=N/%...   (i36). 


■a6G.  AtbuI  (]De  de  faire  mage  de!  équations  (  t33)  et 
(i34),  remorquons  qu'une  seule  des  quatr«  ijuantitês  an- 
gulaires sxnm,   cosB,   si  a  s',  cos  «',  qui  entrent  dans  ces 
équations ,  suHit  pour  déterminer  toutea  les  autres.  En  effet, 
^fri36>  l'angle  yOc  (  Cg.  i38  )  des  coordoniiéeï  étant  droit.,  nous 


1  autre  côté  ,  si   l'on  mène  une  parallèle  FK  4  CB 


NcosM  =  ^— Fflin* 
N  un  •  =  T  ^  F  cos 


;}...(,3,). 


367.  Ces  équations  subissent  encore  une  antre  Uuxlifiw* 
tion  ai^l'on  fait  attention  que  le  frottettient  «teroé.tttf  Ik 
point  m  est  proportionnel  à  U  force  aormâle  H,  qui  preiM 
•  ce  point  contr«  te  cylïube,  «d  que  nous  R«oti*  ex^imé 
par  Inéquation  (>28j}  par  conséquent,  noua  poorro^  ren^ 
placer  F  par  N/daas  les  équations  (iS^),  qui  noiis  dott- 
neront  pour  les  Tntenrs  de  X  et  de  T, 

X  =  Ncos-+N/«i 


=  Ncos-+N/iin-l  3, 

=:B8in«  — N/co»«/*"  ^ 


mais  X  et  Y  étant  les  composantes  d'une  force  R ,  on  a 
entre  ces  forces  la  relation 
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R»  =  X*  +  Y. 

Mettantl^  dans  cette  é^ation,  les  Taleurs  de  X  et  de  T, 
f  ne  noua  Tenons  de  trouYer ,  nons  obtiendrons 

R*  =  N»(8În*«  +  co«»«)+Ny*(8În»«  +  oos*«), 

équation  qoi,  parce  que  la  somme  des  carrés  des  sinus  et 
des  cosinus  est  égale  à  Punité,  se  réduit  à 

R»=N* (!+/•)•..  (139): 

Substituant  dans  Féquation  (  i36)  la  râleur  de  R  tirée  de 
œite  dernière,  nous  obtiendrons 

r  =  -— £^=r...   (i4o). 

Cette  Taleur  de  r  est  toujours  moindre  que  A,  parce  que 

f 
le  dénominateur  de  la  fraction  — ■  ^  surpasse  évi- 

demment  son  numérateur;  mais  h  étant  le  rayon  du  çy 
lindre,  il  suit  de  U  que  l'équilibre  n*est  possible  que  lorsque 
la  distance  r  du  point  C  à  la  résultante  est  au  *  dessous  de 
ce  rayon.  Dans  ce  cas,  on  Toit  que  la  direction  de  cette 
résultant  coupe  nécessairement  le  cylindre.  Cette  condi- 
tion ,  sans  laquelle  l'équilibre  du  levier,  par  le  fp>ttement, 
est  impraticable,  ne  suffit  pas  encore;  car  il  faut  en  outre 
que  r  n'ait  point  d'autre  râleur  que  celle  qui  est  déterminée 
par  l'équation  (iSg);  autrement  l'équation  des  momens,  sur 
laquelle  cette  dernière  repose,  n'aurait  pas  lieu. 

a68.  Nous  ferons  remarquer  ici  que  cette  équation  des  mo- 
mens  exprime  implicitement  la  condition  que  le  frottement 
doit  faire  équilibre  à  la  résultante  de  toutes  les  forces.  En 
effet,  décomposons  la  force  R  représentée  par  AB  (fig,  i4c)  Fîg.140. 
eo  deux  autres,  l'ui\c  AC  dirigée  au  point  C ,  et  l'autre  dans 


Kg.i4ii.  ]e  jen,  jj^  [g  langente  AF.  11  est  ériJent  qnela  p 

raît  déîruile  par  le  point  fixe  C ,  et  qu'il  ne  resterait  que 
la  c<Hn|]D»nte  AD,  qui  tlevrait  par  conséquent  faire  éqio- 
Illjre  à  la  force  F ,  qui  agit  suivant  la  luème  tangeate-,  £8 
qui  esigerail  que  AD  fût  égal  à  la  force  F,  et  agît  en  sens 
contraire.  Or,  c'est  ce  que  nous  dit  notre  équation  dea 
momens  ;  car  en  menant  ies  perpendiculaires  Cl  ^  r  et 
AL=:A,  les  triangles  reclnagles  ABL,  BCI,  qui  ont  uq 
angle  commun,  sont  semblables,  et  donnent  la  propurtion 

AL;AB::a;fiC,     , 

nkt    ■Ji'i  ii  !>l>  luiiV/  ..I  '^'.-"i  )  ntntu^ijf'i  iiiflfriasiitil'rfiiS 

*»«  a"' 

nnt.  fv  ™  t  On  U0UT0 

Fig- 14>-  S^«llt>PM«  h  ^MnM  M  tt  Wi;«llica«)4!  (%  H^V fuflfaJM UMh 
dk»  M  MBMf  I  „  U  Mnbnta  d<f  «■  dmifiirMi  «r«  dann<*  tu  IT^V*» 
lion  (uk^l),    ,..,'.,. 

ft'  =  P'  +  ïPSco«(+S*.  ' 

An  mo^M  ^l«ifi|t  «Inr  da  A,  r^fWUipn  (i3^  Aatuitt 

970.  lauoJuUoiu  nlaÏDleiunt  diiu  ccrta  ^oation  U  nlanr  as  !ft  «a 
fiiDCtiia  deVat  dK&Paot  cet  cBét,  abÛMOiu  da  centra  Cfufinpe»* 
dlcnlairci  pttinuki  directioiu  àat  foicei  Pet  S,  le  momeat  Rr|-,fpl 
cnira  dam  r^<{iution  (iStf),  m  clmigera  en  Pp-^S*,  on  eà  Si— j>, 
telon  qne  t*im  it  cm  monuiu  l'emporten  ani  l'utce,  «  T^^nation  (iJQ 
a«>k>idr>  ^ 
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tûnnc  .de  ortl?  éçpalion  la  Taleur  de  K*«  le  double  ligpe  dieyanU,  e( 
Ton  obtient 


«-^ê^» 


par  coneëquent^  en  substituant  cette  Talenr  dans  Féjnation  (i40y  ^^  ^ 

P.+,PSco.»  +  S.  =  Î^Ç^' ^'. 
Noos  eimplifieroiis  ce  tânltat  en  fàilant 

PfcsS»,    et    i-tiC-s/fb,..  (i4a); 

...  ■-■./. 

alors  S*  disparattra  Mdibe  factenr  comAinn,  et  T^ation  se  hSduîirà  ii 
On  tire  de  là 

S« A*  -f-  !!&•«  COS  0  -I-  ^i*  =k  A'  (p*e*  -»  9^S  ^  «•)  ; 
faisant  passer  tons  les  léiifie&  datas  lé  seéond  tadeftibrey  on  trouve 
(A«^s  _  A«]  «»  _  j^  OMtid*  ^  Ht  ente  9)  ik -^  i^s»  ^  ik»  S3  d  ) 
ety  en  divisant  par  le  coefficient  de  c>,  on  obtient 

La  valeur  de  %  détenninée  par  cette  ëquatîon ,  est  le  rapport  de  la  pui»« 
«a«b4l^  la  ntoftanoe;}  c*e#C  ce  qu#.|loiDi.  ind^ue  la  première  des  équations 
(l4^(  et.çcp^lipe  %  a  deux  valears,  il  est  évident  ^'e  la  première  se  rap- 
porte au  ca^  o^  la  puissance  e$t  sur  le  point  de  remporUr  sur  la  rési»- 
tance  j  cas  où ,  ajranr  à  vaincre  le  frottement ,  elle  doit  avoir  la  pins  gretiilè 
inienait^  Si  Toa  résout  l'équation ,  on  trouvera 

^^|W#*îfîA*  cps$±V/(o*A«— A'COSfiJ*— <A»»«— A»)C*«*«r- A») 

dévdO^pdHt  et  réitfîiattk  la  i^tkAntktf  qui  est  tous  le  radical ,  faisant  ]^s- 
iér **  ^ lié «fottt fUctedr  côniiniib ,  eiidehbr&dù  signe,  et  rînseÂiàant 
terteilllfea'qiilVioAi  ce  radical,  iMAl  multi|;kli<^  par  h,  oA  obtiendra 

.      ■  ■'.!■  I  •.■''■     . 

*  '       «.  «nfi   ;.  >*»•  «ii»A*  ' 


obwrMnl^M  i~roi  S-  =  iiaS-;  M  tottUI 

u  hMJeudfc.,  (Ar-iw» 

toGn 

P      p.A'  4-  A'  co.  8  ±  fc  VJI*  (p-  -1-  ip. 

co.e+,.)-A..ina. 

S                                             *-p.-A. 

a;  I .  Si  le  t» jon  du  cylindre  ut  trè»  petit , 

oiiptutn.ieligerw.niao* 

h;  Cl  noue  dqaalion  »  r*Juil  ï 

s      P                      kp- 

^-fTTj^ 

S!  Iri  |icTpeni)ii:al«ire*  p  tlt  ahaaaia  du  cci 

ne»  C  iui  le.  .tlrecll..»  J« 

la  puliasoce  et  ile  la  rciiitnoce ,  soni  cgalci , 

011  loiubcra  dut»  le  rst  d* 

la  ponlitj  ei  ai  l'oo  néglige  Uiainuri  h',  on  li 

..  (.43). 

5     ■*         kp 

l-,^.  Enfin ,  al  la  puiisance  P  .^1  la  rtiiislance 

S  ont  do  direcliona  puât 

Itles.ona  S  =o,  d'oii  l'ond^dmi 

.iQ8  =  o,    CI    co»S  = 

=  <i 

telle  Oeiuière  valear  cliangc  ru'quitiun  (r43J  i 

an 

^^^^^         -          f  =  ,±»^. 

,,.             ^ 

A*  princip*  de»  vîieam  virtueUat. 


■■■  V}i.yit  prilwiptd^lilMl»Ti<ttllw^dto>BT«Op 
Jean  BnMaiUi  et  b^^mage  ont  bit  teotir  loi 
dsni  dé  eFrt*M>-«M  ,  d'nnai  ni*  giMik  Dtiliic  pottr  mettra  fàa  ^n^ 
Uèma'dciSmiqM'Mi  éqtutim.  I>gni^,  «pii  l'e  prit- pour  bMt  A 
la  Mécanique  enalTliqnii,  la  regarde  camae  ti  eawiilicl'i<[b>tlpnÉt<|M 
lODi  1m  moyen*  gcneraoi  ipe  l'on  peut  employer  ponr  la.  eolntioii  des 
problème!  tpi  conMincnt  l'équilibre  ,  ne  MU  qnC  da»  applicalittat  pis* 
ou  moîna  direcle*  de  ce  principe. 

.  374.  On  ancnd  par  viieue,  virtarUe.)*  cfamnin  qna-d^crirail  hpocU 
..d'applicatîoa  m  d'nna  fbna,.û  l'^uilibre  diait  infiaÎDMnl  pfnMilillU. 
Fi;  TJ9.  Ainiij  en  Mppoaant  que  II  pmnt  d'application  m  (%.,i4q);d^UMl<EWM 
P,  pnc  un  deringcmi-nt  inflantané,  vienne  en  n,  U  pedtalipie  "ùqn^ 
deciiia  kurii  In  TitaMs  vittueUe  de  la  force  F, 
b;5.  Le  moment  de  celle  »tt«««  Tirnulle  n'eit  p«»  le  ptoilnil  A»  P  ["•■ 
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k  peliia  lîfM  ani,  maii,  iiiivaiic  l'accepdon  qua  lui  donne  Gtlilce,  est  f}§,  if** 
kprodoit  de  P  par  la  Tiiene  Tirtuelle  cvalnëe  dana  le  aciia  de  P,  c^eat-à' 
din  cat  le  produit  de  P  par  la  projection  ma  de  mit  anr  la  direction 
de  P. 

Rommona  p  cette  projection ,  le  produit  "Pp  aéra  donc  ce  que  Galilée 
appelle  le  moment  de  la  force  P;  on  Toit  que  le  mot  de  moment  eat  pris 
id  dana  nne  acception  tonte  différente  de  cdle  qn'on  lui  donne  ordinai- 
rement* 

Le  principe  dea  nienea  TirtneHea,  comme  on  Ta  bieniAt  le  d^onlrcr, 
conaiaiedana  T^alite'  à  aëro  de  la  somme  de  ces  momona  d^nn  nourean 
jaue 9  de  aorte  que  si  P,  F,  P*,  etc. ,  sont  différentes  forces  appliquéea 
à  un  ayatèmey  et  p,  |/,  p^»  p^f  etc.,  les  projections  de  leora  Titesaea 
virtoelleB ,  anr  les  direciiona  de  oea  forces,  on  doit  aToir 

P|» -f- F/ -f-P^p" +?•/»•  + etc.  =0...  (i'44). 

Maîa  il  eat  à  obaerver  que  ai  quelqu'une  des  projections  py  ff^  pl'^  atc. 
nmkût  aur  le  prolongement  mè  (fig.  i43)  de  la  force  P  appliquée  en  m ,  l^îg*  '4^ 
celle  projection  aérait  n^tiye;  et,  comme  lea  forces  PvP,  P*,  etc., 
sMt  tontes  cenaéea  positives,  art.  35,  le  moment  qui  appartiendrait  h 
cette  projection  négative  serait  donc  aussi  négatif  \  c'eat  ce  que  nous 
eiprimerona  en  sous- entendant  que  Téquation  (  i44)  **  compose  de 
la  somme  algelirique  des  produiu  Pp,  P^//,  P*/?^  eic. 

376.  Nous  allons  d^abord  démontrer  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 
dans  le  caa  oii  plusieurs  forces  sont  appliquécn  à  un  même  point.  Pour 
cela,  aoit  P  la  résulunte  d'un  certain  nombre  de  forces  P',  P",  P**,  etc., 
appliquées  au  point  m  (fig.  i4î))  et  dont  les  distances  respectives  sont  Fig*  i44* 
invariables  ^  si,  par  l'effet  d'un  dérangement  instantané,  le  point  m  est 
transporté  en  n ,  la  ligne  mn  étant  infiniment  petite,  pourra  être  regardée 
comme  droite.  Plaçons,  dans  sa  direction  l'axe  des  jr,  et  nommons  «, 
«f,  *",  *•,  etc. ,  les  angles  que  les  forces  P ,  P*,  P",  P*,  etc. ,  font 
avec  cet  axe,  nous  aurons,  puisqu'il  y  a  équilibre, 

P  coa  «  H-  F  cos  «'  4-  P*  cos  «*  -+•  P*  cos  «•  H-  etc.  =  o  ; 

multiplions  tous  les  termes  de  cette  équation  par  la  droite  m/i,  que 
nous  représenterons  par  s,  cette  équation  deviendra 

Pscos «I  +  P'scGS  «'-+•  P"«  cos  «"  H-  P*s  cos  «•  +  ctc.  =  0. . .  (145). 

Or,  il  est  évident  que  a  cos  «1  ou  jnn  cositm/^n'cst^autre  cbosc  que 
la  petite  ligne  m/,  projection  de  mn  sur  la  direction  de  P.  Donc  xcosa 
est  la  quantité  que  nous  sommes  convenus  de  désigner  pjr  p  ^  lorsque 
nous  arons  défini  les  vitesses  virtuelles.  Ce  que  nous  dirons  de  P  pou- 
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pcmiii  de  r 

a",  par  les  projeclion»  /,  p",  p",  e 
iclîoDS  de  ea  forces ,  et  de  changer 
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{.  nul  l'appliijner  ini  nnl' 
pcodaits  tcas^,  i  cos  ■ 

quatioD  [  i  ^5)  en  celle-ci , 

Vp  4-  Py  +  PV+  Vl^  +  etc.  =  o 
ce  qui  montre  qne  le  pHacipc  dci  viieiseï  nrtiiellEi  e 
de  }>lusiciiri  foreras  appliquces  à  □□  point. 

377.  Le  cas  le  plui  gcneral  du  principe  an  tIimm»  tirtnelle»  eit  celu  i 
de  plnsicnn  forces  P,  P",  P",  P",  etc.,  BppliqnEM  h  diffiirein  poinl» 
d'un  corp»  On  syilème  de  cor|>»5  ces  points  conservant  touj'iurs  entre 
eux  les  m  jmea  dislancei ,  peurenl  £lre  tegardéa  cnnline  li<^  Ivs  nns  lui 
anirei  par  des  drfiiies  indciibles.  Anlnt  que  de  nnui  necuprr  de  IN^Mt 
gifne'nil  du  ajsUme ,  lotscjui'  son  cquilibre  a  élé  infiniment  peu  trouble, 
considérons  eeulemenl  l'une  de  ce»  droUes  inflciiblei  mm'  au  oiommc 
oii,  par  une  I>'gj;te  impulsion  donniie  aa  tynèiac,  le  poinl  m  vient  ta 
n,  Dam  cette  circooalBnce ,  Tiiultv  eltrémlK)  m.'  de  celle  droîio  cfasn^ 

.   gfre  de  position,  et  le  (r»o»portcra  nu  point  n',  qui  i)ourra  ^ire  aur 
dessus  do  la  droite  mm'  [fig.  J^5),  ou  :tU'dc3Sons  (Qg.  i-'fil 
'  aoni-lu  d'abord  su-dessos ,  In  droite  mm',  dons  aa  nouvelle  p 

j.  sers  donc  représentée  par  nn'  (fig.  147) ,  et  alon  les  droites  mr 
■iront  dea  guanliti-s  inGnîment  petites  i  l'Jganl  de  mn'  et 
puisque,  pat  bjpotb^e,  le  dérangement  du  système  est  imperceptible. 
Cela  pns^,  si  par  les  pointa  nt  et  n'  on  mène  une  droite  mn',  comme 
la  c6ti  niV  rit  infiniment  petit ,  il  en  sria  de  m^me  de  l'angle  n'nm' 
qui  lui  est  oppose  dans  le  iriongle  mm'ii'  ;  donc  l'are  n'a  qui  en  est  )b 
mesure  sera  censé  rectilîgne.  Or,  cet  art:  ayant  été  décrit  nvec  le  rayon 

''  ma,  si  l'on  prend  (Gg,  1^8)  B'b  =:  ma,  l'angle  bn'a  sela  droit,  comme 
appuyé  sur  le  diamètre,  cl  pourra  Jlre  tempisce'par  Taogle  mn'a.  En 
effèl,  pulaqne  l'angle  a'nia  est  inGniment  pclll,  il  en  sera  de  mJme  de 
la  somme  dc>  angles  6  et  bm'm  qui  est  équivalente  h  n'ma  ;  donc  rangie 
ntit'a,qui  ne  diilïre  de  l'angle  droit  que  de  fan^le  infiniment  petit  in'iM, 

h  pcDt  flre  regardé  comme  droit.  Cela  posé,  le  Irinngle  mn'a  {Eg.  i^'l 
ayant  un  aogte  common  aiec  le  petit  triangle  rectangle  n'ia  Ini  iri 


Ecmbblite,  I 


Ton 


■.la. 


inlinimenl  petit  i  l'éganl  de  ma  ,  il  en  eil  de  mêiae 
n'a  ;  et  comme  n'a  est  un  inQnimenl  petit  dn  premier 
1  unMu  Kcond.  {Élrm.  de  Calai  iliférentiet,  p.  iSg.) 
tt  la  et  c^i^ei  ma'  comne  élmt  ^al  I  m/,Bnai»a4a 
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mn'  sa  mmf  +  m'I.  Fife.  147. 

Ftf  im  mène  nitoonemcnt,  on  prouTeiiit  que  si  du  point  n'prii  poar 
cciira  on  dccril  aTcc  le  nyon  n^m  Tare  ma',  on  doit  avoir 

mj/ssmif-f-iiA; 

iMpitmicn  memlùrei  de  ces  équations  c'tant  les  mêmes ,  on  obtient 

munf  -I-  ^'i  =  nnf+nh^ 

■M  h  droite  muuf  ëtaitt  ineitcnsiUe,  doit  conserrer  la  même  longnenr 
àmm  m  noavellc  position  :  les  droites  mm^  et  nn^  sont  donc  égales ,  et  en 
ks  snppcimant  de  l'ëqnation  précédente ,  il  restera 

P'n  antre  cAté,  les  droites  un'  et  mm'  doivent  être  regardées  comme 
puaflèlea,  paisqne  si  elles  sp  rencontraient  en  nn  point  O  (fig.  i4o}>  ^^  ^*  '49* 
■naît  im  triangle  m'On'  composé  do  deux  c6tcs  fiais  et  d'un  côté  m'n' 
Jafiahnntl  P^^  d^où  il  snit  qne  Tangle  O  serait  aussi  infininîent  petit, 
c'est  è  dire  nol.  U  résulte  de  ce  qni  précède ,  qne  si  Ton  abaisse  la  per- 
ydicnlaire  nk  snr  le  côté  mm*  (fig.  147)1  on  aura  fig.  147. 

I 

fdbstitiiant  cette  valenr  de  fi&  dans  Téquatipo  précédente,  «m  obtiendra 

m^ls^mk, 

ce  qui  proove  qoe  les  pn^ections  mk  et  m7  des  yiicsses  Tirtoelles  mn  et 
itV  dca  points  m  et  m'  sont  égales. 

378.  SiipposoDB  maintenant  que  lorsque  le  point  m  (fig.  i5o)  est  trans-  Yiom  i5p 

r né  en  A  y  rcztrémité  m' tombe  en  un  point  n'  qni  soit  au-dessous  de' 
pvcflûère  position  de  mm^.  On  prouverait,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent y  que  Tangle  o  est  iofiniment  petit ,  et  que  par  conséquent  les  pro* 
jeetimi9  0/  et  oA  ne  diflîrent  pas  de  on'  et  de  on ,  ce  qui  donnerait  les 
■eycBS  d'établir  ces  équations , 

on'  ss  ont'  +  m7,        on  =  om  — >  mh  ; 

on  troBTe  en  les  ajoutant, 

01/ -^  on  =:  ont'-h  om  -4*  mfl  —  mA; 

on ,  comme. h  figure  i5o  nous  le  montre,  Fig.  i5ou 

nn'  =  mm'  +  fnfl  —  mh, 

ft  m  irensppspn^j  oa  obtient 


■OS' M^^  -  ITlTtCjlTÏ." 

^^.iffjl  mtfjf^aial  ki  pariim  cgulfs  nn'  et  mm',  il  Tsale 
mA=n.7, 
M  ^ni  proDTG  pncore  qae  lei  ptojectioiis  lanl  Égala. 

ajQ.  Il  ïsi  i,  obserrer  que,  da'ia  le  prcnUBr  comme  ilum  ]<  «cctind  a 
Ici  dans  piojeciioQS  tombent,  l'une  «ur  la  Jicection  île  mm',  oi 

Tif.  ijj  Cela  icliiilo!  immc'diutcmrat  de  l'inipeclian  des  Ciguies  i^-j 
M  lS<i>    Top  Hit  qoe  cela  dsiail  ftrc;  car  si  le*  deux  pra)ci:LioDi  lonibtieai  «nf  1 
^^M^,  il  iaudrait  que  nn'  fût  pluicouct  que  mm',  ce  qai 


d'^li  [ 


■  «II»  Cl 


reiolte  de  ce  qui  piiïcèilc,  qne  ai  )'□□  coDs'idJprc  mm'(Sg.  i4S]> 
^e  toice  qui  agit  lur  lei  pointa  m  el  m',  et  qu'on  n 
le  fonw,  par  c  et  par  f"!!»  projection. 


et  qui  montre  qu'en  coniidecant  une  dtoiic  iniluiible  ci 
qtii,  por  Bca  eiticmit»,  fait  i-qurlibic  ^  d'aoïtes  foicc. 
MOMtna  âa  lileanea  Tirtnelte*  de  aea  pointa  eitri*inei, 
^M  loi  donne  Galilée ,  e^l  cgnle  h  uro. 

aSi.  Aa  moyen  de  celle  piopoaliion,  il  eil  facile  n 
montrer  \p  ptineipe  des  Tiiestes  viriueiles,  pour  le  cas  d'uDayaifrme  a 
conque  ds  foice*  applîqnéei  i  diSëreua  point*. 
f^.lSi*'  ^"  rffti.  •oient  P,P,  P*,  P",  etc.  (6g.,i5t),dlffi&eiiKifiww«(h 
[ilîqa^ei  iin pointa  m,  m',  m',  m*,  etc.  ;  ai  ron  imigine  qnacMpatBtl 
•oîeai  liëi  CDtTe  tax  pir  dei  droilM  înfleiihlei ,  cM  ilroilêipotUTonf  Jtii| 
legardéci  comme  d«  foicea  qui  igirontaor  lea  poinu  >>i,,>>t','  m^;  H^i  ctîj^' 
alora,  en  d^gniiit  ce* forcea  pu  (inmO , pu  (m'ni^,  par  jCin*j»'']r,'ele>, 
l'iqnilibie  ton  maintenu 

an  point  m  par  lei  roicei  (mm'),  (mm'),  (mm')  et  P, 
an  point  nt'  par  lea  força  (m'm),  (m'iii*),  (w'm^  !t  Pi 
■n  point  m"  par  I«  force*  (ni'nt},  (m'm'),  (m'm"/  et  P*, 
au  point  m»  par  le*  foiM»  (m'm),  im'm'),  (m*m')tt  P". 

Notii  pourrona  donc  ^tiiilir  poor  diacnn  de  cet  àjoilibre*  l'cqnatirai 
de*  momena  galitéent  qu'on  a  deinonttëe  art.  "rjG;  mai*,  aTanl  da 
pTOeédn  !l  cette  op^raUon  ,  conTcnoni  de  diftij^cr  par  r  I*  ptojeetioa 
de  l'uiw  gnckonqnc  dei  litcMCi  TixlucUai  d«a  soini*  m,  m',  m.',  etc.,  et 
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^  placer  i6n)0Qn  ce  signe  k  côt^  de  celai  da  point  dont  H  reprétenie 
ift  TÎtetse.  Par  là ,  on  ne  poarni  jamaif  eirer  sus  la  Talenr  de  u.  Par 
oemple,  dans  le  moment  v  {m'mT) ,  w  se  rapportera  an  point  m',  tandis 
<pie  y  se  serait  rapporte  an  point  m"  si  nous  ensiions  ëcrit  ainsi  ce  mo- 
ment» V  (m'mf).  De  cette  manièiey  tf  repre'sentera,  sans  qa^on  s^ 
méprenne,  des  quantités  qui  pourront  être  égales  on  différentes,  selon 
que  les  projections  des  TÎtesses  virtuelles  tomberont  sur  la  direction  d'une 
même  droite ,  on  appartiendront  à  des  droites  différentes. 

s8a.  An  moyen  de  cette  couTcntion ,  et  diaprés  ce  qui  précède ,  nous 
poovpns  maintenant  établir  les  équations  des  Titesses  rirtuelles  cpii  ap- 
pwtiennenc  à  ces  diffërens  points ,  nous  afons  donc ,  aru  376 , 

pour  le  point  m ,  P/>  +•* (mm') +•'('«'»»*)  +J'(mTO*)  =0, 
pour  le  point  m',  P'p'  +  f  {m' m')  -+•  v  (m'm")  -+•  u  (mfm)  =  o, 
pour  lé  point  m*,  P*p"  -f- 1>  (m''m')  -+•  »*  (m" m)  -|-  p  {m''m^ = o , 
pour  le  point  mF^  P^p'^-f-  p  {m" m)  +  p  (m" m')  H-  %f  {m'in'^  =  o; 

sjontanl  ensemble  ces  équations,  nous  en  réduirons  la  somme,  en  ob- 
•arvuit  qœ  les  momens  qui  appartiennent  k  une  même  droite  se  détrui- 
sent. Ifons  efiàcerons  donc  uimm')  de  la  première  ligne,  en  même 
temps  qne  p  {m*m)  de  k  seconde;  en  continuant  cette  opération,  nous 
tionv«rons  que  tous  les  termes  affectés  deuêe  détruisent,  et  il  ne  restera 

Pi' + P>1+ P*/»"  +  PV = o. 

S  Ton  avait  nu  plus  grand  noinbre  de  forces,  la  démonstration  serait  ab- 
•oinment  la  même. 

iB3.  Pour  donner  un  exemple  de  la  manière  dont  le  principe  des  vi- 
maes  Tirtnelles  peut  nous  faire' découvrir  les  conditions  de  Téquilibre 
il^Dne  machine ,  supposons  qu'on  ignore  le  rapport  de  la  puissance  k  la 
rêùtance  dans  le  levier ,  et  qu'on  en  veuille  déterminer  la  valeur.  On 
obserfera  d'abord  que  puisque  nous  n'avons  que  deux  forces  P  et  Q,  l'é- 
^latkm  des  vitesses  virtuelles  se  réduit  dans  ce  cas  à 

P;i  +  PV=:o. 

Celle  équation  n'a  de -sens  que  lorsque  Pf/  est  négatif,  et  que  Ton 
a  par  conséquent  « 

Pp=Py...  (146}.  ^ 

Cela  posé,  cherchons  ce  qu'expriment,  dans  le  levier,  les  quantités  p 

Soîeni  donc  C  le  point  d'appui  (fig.  i5i)  et  mmf  le  bras  du  levier  qui ,  Ifig.  i5a 
^lat  sorti  d«  son  état  d'éqnilibre,  a  pris  la  position  nn'  les  angles  op* 


ï  dKnl  égami ,  ici  ar 
DfJs  nui  rayont,  ce  f 

;  m'n'  \\  Gin  ;  Cm'. . .  (147). 


^a^  mi  «omiBet  «1  C  tlKnl  ^ain  ,  ici  arc 
ient*eroat  proporlionnel»  nui  rayon»,  et  l\ 


mari  en  regu-dint  Ici  aici  mfiiiimcTit  pciiia  nin  cl  nJif  coiame  det  ' 
Hgnei  druitti,  les  tri^nglei  mni,  mVn' rectmglcs,  pat  coiutrurlioa  cd  { 
r  et  en  r',  KronI  bemblablei  ;  car  les  tiianglct  isocî'let  /nCn ,  m'Cn',  doa?  j 

DCDl  I 

on^/e  nmC  =  angle  n'mX,  : 
BÎ  l'an  retranche  c»  uDgti't  cgaoi  dci  anglei  droils  rmC,  i'n'C  il 


Donc  In  irianglei  rcclanglei  rian,  /m'a'  éuait  alors  acraliUblo,  don- 
iMiil  la  [iroiiorlian 


donc  ,  en  vcilu  de  h  proportion  (147}  1  ad  d 

Maîion  tind«lVqnaUoa(i4G}  deiinomaii 

ttonc,  dieoàipti'Uitcadnix|i[OpMrtioi|i,3'fï«M  ' 

«'iX-li-din  qaa  kt  bcM  de  leriar  dMtéàt  tm  ta  niHA  âMinif  t"'! 

'Propriéii  du  cmtn  d*  grmnti  (fVfrw  tagiaér^î  If  ji^  Homt 
ou  la  plu»  bat  poanib^j  Iftrt/jit'i^iffstèm*  de  corp$  nten 
équilibre, 

^.  SoîcDt  m ,  m',  m'  le*  eaittt*  ^  gnmté  àa  diSrani  eowfê  lUi 
entre  «tu  d'an*  maniire  înnri«bU  ;  tlbaiuoni  de  en  ^ofaii  ibà  fat- 
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RM»  borisonial ,  ce  sera  suiTant  les  directions  do  ces  perpeodiciilaires 
qu'agiroiit  les  poids  P ,  P,  P",  etc.  ,  de  ces  corps ,  qu^oo  i^gardcra 
comme  sospendvs  aux  points  m ,  m',  m",  m"^  etc.  Si  s  ose  Tordonnêe 
da  centre  de  gravité  de  la  totalité  do  sjsibme  y  on  anra,  arC  i66, 

P«-+.P'*'-f-PV-+-etc. 


z 


'"*     P4-P'-hP"H-cl<:.     ' 

Quand  le  système  de  ror^>s  cliange  de  position,  et  qne  s  devient  «-+•/! 
00  s  —  ik ,  raccioissement  de  z  influe  snr  les  autres  ordonntfes  s',  s\ 
if,  /etc. ,  parce  que  les  points  m ,  m',  m",  m*',  etc. ,  c'tanl  invai iuble- 
■ent  li<»  entre  eux,  z  ne  peut  subir  un  changement  sans  que  z',  z", 
1^,  etc. ,  n'en  éprouvent  aussi  un.  Cette  dépendance  mutuelle  de  ces 
Ofdonnées  est  ce  qu*on  exprime  en  disant  que  z\  z",  s",  etc.  ,  sont 
dei  fonctions  de  s.  Quoiqn^en  général  nous  en  ignorions  la  loi  qui 
déptûd  do  système  de  corps  que  Ton  considère ,  nous  pouvons  repré- 
senter Tëquation  précédente  par 

_  Pz  -h  P  V  4-  P"Fs  4-  etc. 
*'""       P^-P'  +  P"-*- «le.      • 

Or,  si  l'on  demande  quelle  valeur  doit  avoir  l'ordonnée  z^  du  centre 
deeraviié  du  système^  pour  qu'elle  soit  la  plus  grande  ou  la  plus  pe- 
tite possible ,  on  sait  par  la  méthode  des  maxima  et  minima,  qne  si 
cette  valeur  existe ,  elle  doit  correspondre  k  celle  de  s ,  qui  devrait  être 
dâerminée  par  l'égalité  k  zéro  de  la  difiercnlielle  du  second  membre  de 
réqoation  piécédente. 

Il  (aodrait  donc  que  l'on  eût 

Pdz  +  P'Jf  «  -+.  PVFa  -1-  etc.  =  o , 

on  plutôt 

Vdz  -f.  V'dz'  +  F' Jz"  4-  etc.  =  o. 

Noos  allons  voir  que  cette  équation  est  nécessairement  satisfaite  d'elle- 
même,  lorsque  l'état  d'c'quilibre  du  système  est  infiniment  peu  trouble. 
En  effet,  quand  les  centres  de  gravité  m,  i?/,  m",  etc.,  changeant  de 
place ,  viennent  en  des  points  n ,  n\  n",  etc. ,  les  chemins  parcourus 
sont  mn,  m'/x^,  in"n",  etc.  Par  conséquent ,  si  l'on  projette  ces  chemins 
sur  les  directions  primitives  z,  z\  z",  etc.,  des  forces  P,  P',  P",  etc., 
on  aura  les  vitesses  virtuelles  évaluées  suivant  les  directions  de  ces  forces. 
Or,  en  considérant  la  première,  on  voit  que  mh  (Fig.  i54)>  projection  de  Fig.  l54* 
nnsarx,  est  égal  à  nk  qui  est  raccroissement  que  z  a  reçu  en  vertu  du 
dérangement  survenu  dans  le  système,  accroissement  qui ,  suivant  le  cas, 
sera  positif  ou  négatif.  Par  conscqueni  on  aura  donc,  abstraction  faite 
des  signes,  p  =  d!2;  en  appliquant  la  r;cme  considération  aux  autres  or- 
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donnëeff,  il  sait  f\e  \h  que  la  différentielle  "Pdz  -f-  P'dz'-^  P'^dk*,  «lo.  , 
est  la  même  chose  que  Fp  -f>  P'p'  +  P*'p"  -f-  etc.  ;  et  comme  cette  qnm- 
tilé  est  ëp;ale  à  z^ro,  diaprés  le  principe  des  vitesses  irircnelles,  on  doit 
donc  avoir  également 

Vdz  4-  Vdz'  +  P'âz"  -f-  etc.  =  o , 

et  par  conséquent  dz^=:Of  ce  qui  montre  qu^en  gênerai  le  centre  de 
gravite  est  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible,  dans  ua  système  en 
cqnilibic.    Je  dis  en  gênerai,  parce  que  Ton  sait,  que  la  condition 
d!!s^  =  o,  ne  suffit  pas  toujours  pour  déterminer  une  limite. 
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SECONDE  PARTIE. 


DYNAMIQUE . 


De  la  loi  (f  Inertie. 

a85.  La  Dynamique  I  comme  nous  PaTons  tu  ^  est  la  partie 
de  la  Mécanique  oii  Ton  traite  du  mouvement  des  corps. 
Nous  établirons  d'abord  en  principe  cette  loi  de  la  nature  y 
que  tout  corps  doit  resler  dans  son  état  de  repos  ou  de 
mouvement  i  à  moins  qu'une  force  étrangère  ne  l'en  fiisae 
flortir.  Cette  indifférence  de  la  matière  au  mouvement  comme 
au  repos»  est  ce  qu'on  appelle  son  inertie.  C'est  cette  force 
d'inertie  qui  fait  qu'un  corps  frappé  par  un  autre  résiste 
d'abord  à  son  impulsion  avant  que  d'absorber  une  partie 
oa  la  totalité  de  sou  mouvement.  C'est  encore  en  vertu  de 
oette  force  d'inertie  qu'un  corps  qui  a  reçu  une  impulsion 
primitive  doit  se  mouvoir  en  ligne  droite  d'une  manière 
uniforme  ;  si  aucun  obstacle  ne  s'oppose  è  son  mouvement; 
car  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'il  se  meuve  d'un  côté  plu- 
tdt  que  de  l'autre,  ni  qu'il  accélère  son  mouvement >  ni 
qu'il  le  ralentisse.  A  la  vérité ,  ne  connaissant  pas  la  nature 
de  la  force  d'impulsion ,  nous  ne  savons  |ms  si  elle  ne  tendra 
pas  à  s'altérer  dans  le  mobile;  aussi  ne  donnons-nous  cette 
loi  de  l'inertie  que  comme  un  résultat  qui  nous  est  offert 
par  l'expérience  et  l'analogie. 

Si  nous  ne  voyons  pas  le  mouvement  se  perpétuer  ainsi 
dans  les  corps ,  c'est  quil  est  contiBuellement  altéré,  soit 
par  la  résistance  des  milieux ,  soit  par  la  gravitation  f  soit 

II. . 
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par  d'autres  circonstances.  Le  moQTement  le  plus  simple 
que  l'on  puisse  cèncefoir ,  est  donc  celui  qui  se  fait  en 
ligne  droite ,  et  qui  agit  d'une  manière  uniforme  ;  c'est 
pourquoi  on  a  donné  à  ce  mouTcment  le  nom  de  moui^e" 
ment  uniforme:  tout  autre  mouvement  porte  en  général  le 
nom  de  moui^eménù  varié. \, 

Du  Mous^ement  rectilîgne  uniforme. 

286.  Il  résulte  de  la  définition  précédente ,  qu'un  mobile 
animé  d'un  mouTcment  uniforme  doit  parcourir  des  es- 
paces égaux  dans  des  temps  égaux;  d'o&  il  suit  que  si  Y 
est  l'espace  qu'il  a  parcouru  dans  une  unité  de  temps  y  'il 
décrira  2y  au  bout  de  deux  unités  de  temps,  3V  au  bout 
de  trois  unités  de  temps ,  ainsi  de  suite.  Par  conaéquenl^ ', 
si  nous  appelons  t  lë  nombre  d'unités  de  temps- écoulécîs 
pendant  que  le  mobile  a  parcouru  l'esf>ace  e^  cet  -espace 
sera  égal  a  ^  X  V  )  de  sorte  que  nous  aurons  (  * 

e=:^Yt. 

1 

Telle  est  l'équation  du  mouTement  uniforme.  Le  coefEcîçnt 
V  est  ce  que  l'on  appelle  la  vitesse;  on  l'a  ainsi  nommé  , 
parce  que  c'est  de  ce  coellicient  que  dépend  la  rapidité  du 
mouvement  qui  anime  le  mubile. 

£n  effet,  si  un  mobile  M  se  meut  n  fois  plus  rapide— 
ment  qu'un  autre  M',  il  est  certain  que  l'espace  V  que  par- 
courra le  premier  daus  l'unité  de  temps,  sera  n  fois  plus 
grand  que  l'espace  Y'  que  parcourra  le  second  dans  la  même 
unité. 

287.  On  peut  comparer  les  circonstances  du  mouvement 
dans  deux  mobiles  partis  au  même  instant  d'un  point  A  , 
avec  des  vitesses  "V'  et  "V".  Pour  cela,  soient  e  et  e"  les  es- 
paces parcourus  par  ces  mobiles,  au  bout  des  temps  /  et 
t'\  nous  aurons 
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d'oà  nous  tirerons 


'       VY 


^ 


.*   ^^   X7»^»    > 


oe  qai  nous  montre  que  les  espaces  parcourus  sont  comme 
les  produits  des  temps  par  les  vitesses. 

Si  les  temps  sont  égaux ,  cette  équation  se  réduit  à 

L-^  Il 

par  conséquent  les  espaces  parcourus  sont  alors  comme  les 


a88.  n  est  possQiIe  qne  le  mobile  ait  déjà  parcouru 
uniformément  un  espace  E,  ayant  que  le  temps  /  soit  com- 
mencé; dans  ce  cas,  on  aura  cette  équation  plus  générale 
da  moutement  uniforme 

aSg.  An  moyen  de  cette  équation,  on  résoudra  fiicil^- 
ment  tous  les  problèmes  qui  concernent  le  mouvement  rec* 
tilîgne  et  uniforme  des  corps. 

Par  exemple,  si  l'on  sait  qu'un  mobile  a  parcouru  an 
bout  du  temps  <',  un  espace  e,  et  que  cet  espace  soit  de- 
▼enu  e"  au  bout  d'un  autre  temps  1"^  on  peut  trouver  l'espace 
initial  et  la  vitesse  du  mobile.  En  effet  nous  avons  alors 
les  équations 

/  =  E  +  V/,     e'zrzE  +  Yf; 

ê^oh  Ton  déduit 


V  =  i: i,      E  = 


290.  Nous  résoudrons  encore  ce  problème  :  Déterminer 


ï"'8»5<'  en  quel  temps  se  rajpo^ntreot  3e«  inolwlés  Wrf  BÎÎ.Iig.'iSïr'' 
partis  ao  même  instant  îles  points  A  €t  B,  et  aoimt»  ila 
TÏlesses  V  et  V.  Soit  C  le  point  de  rencontre;  les  eipai^s 
parcounu  par  cei  mobileB  seront 


BC  =  Vi,    AC  =  V'f. 


i^HSÊÊ 


Appelons  b  la  distance  AB  de  ces  mobiles  ;  nOns  peumaM 
les  considérer  comme  partis  du  même  point  A,  en  écri- 
vant lea  équations 

e^b  +  Vt,        e'  =  \'t. 

Alar*  wt  etptices  e  et  e'  seront  représenlw  chacun  par  AC  : 
ainsi  nous  pourrons  égaler  enti-e  eux  les  seconds  membres 
des  équations  précédentes  ;  d'où  l'on  tirera 


agi,  Nmu  temnnerims  ce  qui  concerne  le  mouvement 
unifo^mo  en  donnant  l'expressitm  différentielle  de  la  vi- 
tesse. Pour  cela  ,  nous  remarquerons  que  l'espace  e  va- 
riant en  nicnie  temps  que  t,  nous  pouvons  difiljpentlet  l'é— 
quoition  s  =  Ë  -f-  Vf  par  rapport  i,  c«s  Ae,\x%  variAbleS|Ce 

êé 

•  3?= 


rr'V. 


La  vitesse  denf  le  monveivetit  uniforme  n'çat  donc  antre 
cbose  que  le  coefficient  difl^-entiel  de  Pespace,  pris  par 
rapport  au  temps  ;  nous  verrons  bientôt  qif'it  g»-  fst'  dft 
même  dans  I^  mouvement  varié. 
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Du  Mous^ement  varié. 

aga.  Lorsqu'un  mobile  se  meut  en  ligne  droite  d'une 
manière  quelconque ,  on  dît  qu'il  est  animé  d'un  mouTe- 
ment  Tarie.  Ce  mouTcmcnt  comprend  donc,  comme  cas 
particuliers  j  tous  les  autres  mouyemens  rectilignes.  Ainsi, 
pour  en  développer  la  théorie ,  nous  considérerons  en  gé— 
néral  un  corps  qui  serait  animé  d'un  mouvement  irré* 
gulier  dans  toute  sa  durée.  Ce  corps  n'a  pu  passer  du  repos 
k  cet  état  de  mouvement^  que  par  l'action  d'une  force  qu'on 
appelle  la  force  accéUratrice,  Cette  force  n'a  point  commu- 
niqué ce  mouvement  irrégulier  au  corps  par  une  seule  im-» 
pulsion  ;  car  la'  vitesse  transmise  par  une  seule  impulsion 
devant,  en  vertu  de  la  loi  d'inertie ,  se  perpétuer  dans  le 
corps ,  il  s'ensuivrait  que  le  mouvement  serait  uniforme^ 
tandis  qu'on  le  suppose  irrcgulier.  Il  faut  donc  qu'après 
la  première  impulsion ,  la  force  accélératrice  en  aft  commu* 
nique  au  corps  une  seconde,  une  troisième,  etc.,  qui  en 
altérant  continuellement  la  vitesse,  lui  aient  donné  le  mou- 
TCBient  irrégulier  qu'il  a.  Ainsi  nous  regarderons  la  force 
accélératrice  comme  une  force  qui  agirait  continuelle» 
ment  sur  le  mobile,  et  qui  varierait  à  chaque  instant 
d'intensité. 

293.  La  TÎtesse  variant  k  mesure  que  le  mobile  est 
transporté  d'un  lieu  k  un  autre,  on  ne  peut  évaluer  celle 
qu'il  a  acquise  en  l'un  des  points  de  l'espace  qu'il  par- 
coart,  que  par  l'effet  que  pourrait  produire  cette  vitesse 
GODsidérée  comme  devenue  constante  k  partir  de  ce  point. 
Ainsi ,  pour  mesurer  la  vitesse  lorsque  le  mobile  est  par- 
Tenu  en  B  (Hg.  i55),  au  bout  du  temps  /,  ou  supposera  Fig. i55. 
que  la  force  accélératrice  cessant  tout  à  coup  d'agir ,  le 
mobile  se  meuve  d'un  mouvement  uniforme  avec  la  vitesse 
qu'il  a  acquise  en  B.  L'espace  BC  qu'il  parcourra  dans 


l68  ©TNAMIQUE. 

l'unité  de  temps  avec  ce  mouvement  uniforme,  sera  œ 
qu'on  appelle  la  vitesse. 

On  prend  ordinairement  la  seconde  pour  unité  de  temps* 
D'après  cette  convention,  la  vitesse  du  mobile,  au  bout  du 
temps  t,  sera  donc  l'espace  qu'il  décrirait  dans  la  seconde 
de  temps  qui  succéderait  à  ^,  si  à  l'expiration  de  ^,  la 
force  accélératrice  cessait  de  donner  de  nouvelles  impul- 
sions au  mobile. 

294.  Chercbons  maintenant  à  déterminer  l'expression 
analytique  de  la  vitesse.  Pour  cet  effet ,  considérons  le 
mobile ,  lorsqu'à  l'expiration  de  t  il  est  arrivé  au  point  B  ; 
il  est  certain  que  L'espace  parcouru  AB,  représenté  par  e  , 
devant  être  déterminé  lorsque  t  est  donné,  la  variable  ê  est 
fonction  de  t.  On  peut  donc  regarder  e  comme  l'ordonnée 
d'une  courbe  dont  t  est  l'abscisse  ;  par  conséquent  lorsque  t 
devient  t+dû,  e  devient  e  '\-  de\  d'où  il  suit  que  l'espace 
parcouru  dans  le.  temps  dt ,  doit  être  de.  Cela  posé ,  imagi- 
nons que  lorsque  le  mobile  est  arrivé  en  B ,  la  force  accé- 
lératrice cesse  tout  à  coup  d'agir  *,  le  mobile  continuera  à 
se  mouvoir  avec  la  vitesse  qu'il  a  acquise  en  B,  et  par- 
courra dans  l'instant  dt  qui  succédera  à  ty  l'espace  infini- 
ment petit  de\  dans  un  instant  suivant  et  égal  a.  dty  il 
parcourra  encore  un  espace  de ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'il  ait  parcouru  un  espace  BG  qui  correspondra  à  l'unité 
de  temps.  Il  faudra  donc  que  cet  espace  BG  se  compose 
de  de  répété  autant  de  fois  que  l'unité  contient  dt  :  or 

-7-  exprime  ce  nombre  de  fois  que  l'unité  renferme  dt\ 

par   conséquent  l'espace  BG  a  pour  expression  -r  cfe,  ou 

de 
plutôt  y ,  parce  que  la  différentielle  est  prise  par  rapport 

à  ^j  et  comme  nous  avons  représenté  l'espace  BC  par  </, 
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nous  aurons  y  pour  déterminer  la  vitesse  dans  le  moure- 
ment  rarié, 

de 

agS.  On  peut  encore  observer  que  l'espace  parcouru  de* 
puis  l'expiration  de  /  étant  (fig.  i54)  Fig.  i5i 

B&  =  de  an  bout  du  temps  diy 
B6'  =  ^de  au  bout  du  temps  ndt, 
B&'=  3de  au  bout  du  temps  3dt, 


BG  =  nde  au  bout  du  temps  ndt. 

Comme  le  temps  qui  s'est  écoulé  depuis  que  le  mobile  était 
en  B,  se  trouve,  par  liypotliëse,  égal  à  l'unité  de  temps  , 
nons   pouvons  supposer   ndù  =  i ,   ce  qui  nous   donne 

ii  =  -T-.  Cette  valeur  étant  mise  dans  l'expression  nde  de 

Fespace  i^  parcouru  dans  l'unité  de  temps,  nous  aurons 9 
comme  précédemment , 

^  =  Ji'-  (148). 

296.  Avant  que  de  chercher  l'équation  qui  donne  la  force 
accélératrice ,  faisons  une  remarque  sur  les  forces.  £n  gé- 
néral, une  force  F  imprimant  la  vitesse  i^  ù  un  mobile  >  si 
cette  force  devient  n  fois  plus  grande ,  elle  communiquera  au 
mobile  une  vitesse  qui  sera  aussi  n  fois  plus  grande.  Cette 
proposition  n'est  pas  inconlostable,  parce  que  la  nature 
des  forces  ne  nous  étant  pas  connue  y  nous  ne  pouvons 
affirmer  que  lorsqu'une  foroc  devient  double,  par  exemple, 
la  vitesse  qu'elle  communiquera  au  mobile  sera  aussi  double; 
mais  c'est  un  fait  qui  nous  est  confirmé  par  l'expérience  et 
duquel  nous  partirons.  Ainsi ,  en  adoptant  cette  hypothèse, 
que  les  forces  appliquées  à  un  même  mobile  soient  propor- 
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tionnelles  à  leurs  vitesses ^  comme  nous  ne  oonaidérons  que 
les  rapports  des  forces^  il  nous  suffira  de  prendre  celui  de 
leurs  vitesses. 

Nous  cherclierons  donc  à  mesurer  la  force  accélératrice 
par  la  vitesse  qu'elle  pourrait  imprimer  au  mobile  ;  mais 
cette  vitesse  variant  à  chaque  instant  »  nous  supposerons 
qu'après  un  temps  û,  la  force  accélératrice  devienne  tout  à 
coup  constante;  alors  nous  prendrons  pour  mesurer  cette 
force  y  la  vitesse  qu'elle  engendrera  dans  l'unité  de  temps 
qui  succédera  à  û. 

A  la  vérité;  cette  force  accélératrice  constante  imprimera 
au  mobile  une  vitesse  différente  de  celle  que  la  véritable 
force  accélératrice  lui  eût  communiquée  dans  cette  seconde 
de  temps  ;  mais  c'est  précisément  ce  qui  résulte  de  notre 
hypothèse  y  de  ne  considérer  dans  la  force  accélératrice  que 
ce  qu'elle  est  à  l'expiration  de  t.  Si  dès  ce  moment  nous 
la  supposions  variable ,  l'elFet  ne  serait  plus  produit  par  la 
force  accélératrice  qui  a  lieu  à  l'expiration  de  /  (^). 

La  déijuition  précédente  nous  donne  le  moyen  conre-» 
nable  de  mesurer  la  force  accélératrice;  car  il  nous  fait 
connaître  dans  quel  rapport  varie  l'énergie  de  cette  force 
dans  des  temps  donnés.  Par  exemple ,  si  au  bout  des  temps 
ù  et  t^  la  force  accéléra Irice,  devenue  constante,  commu- 
nique au  mobile ,  dans  une  seconde  de  temps,  des  vitesses 
représentées  par  les  nombres  60  et  20  ;  on  conclura  qu'au 
bout  du  temps  t  son  intensité  est  triple  de  ce  qu'elle 
était  en  /. 


(*)  On  pourrait  rendre  cela  sensible  par  une  comparaison,  en  regar- 
dant la  force  acccierairice  comme  un  aimant  qui  varierait  conlinuellc— 
ment  de  masse  :  si  nous  voulons  juger  de  Tintensitc  de  cet  aimant,  au 
bout  dun  temps  donne,  il  faudra  supposer  que  sa  masse  cesse  de  varier, 
et  mesurer  Li  vitesse  qu'il  pourrait  communiquer  au  mobile  dans  une 
seconde  de  temps. 
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297*  Pour  déduire  de  notre  défînilion  l'expression  ana- 
lytique de  la  force  accélératrice,  soit  l' la  \itesse «cquise 
par  le  mobile  à  Pexpiration  du  temps  ù\  alors  au  bout  du 
temps  t-^'dt,  la  vitesse  deviendra  if  +  dt'\  par  conséquent 
di^  sera  la  vitesse  communiquée  au  mobile  pendant  le  temps 
di  :  or,  ri  à  la  fin  du  temps  t  la  force  accélératrice  devient 
tout  k  coup  constante,  elle  communiquera  au  mobile ,  dans 
l'instant  dt  qui  succédera  a  dû,  une  vitesse  encore  égale 
k  dvj  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  depuis  l'expiration  de 
ty  les  vitesses  communiquées  au  mobile  dans  les  iustans  dû, 
2dl,  3di,  etc.,  seront  respectivement  di^,  adv  ^  3dif)  par 
conséquent  la  fitesse  acquise  au  bout  de  Tunilé  de  temps 
qui  succédera  k  t,  sera  dç  répété  autant  de  fois  que  cette 

unité  contient  dt.  Ce  nombre  de  fois  étant  exprimé  par  -j, 

il  s^ensuit  que  -r  dp,  ou  plutôt  -r-  est  l'eFet  de  la  force 

accélératrice  dans  l'unité  de  temps.  Ainsi  en  représentant 
cette  expression  par  ^,  noutr  aurons  cette  seconde  équa- 
tion du  mouvement  varié, 

^  =  ;^f  ••   (»49)- 

En  représentant  la  force  par  Teflet  qu'elle  produit,  nous 
dirons  k  l'avenir  que  p  ei>t  la  force  accélératrice. 

298.  On  tire  de  cette  équation 

fdù  =  dp , 

ce  qui  nous  apprend  que  lorsque  la  force  accélératrice  ^ 
est  donnée,  on  peut  obtenir  raccroîsscment  dp  de  la  vi- 
tesse if,  dans  Tinstant  dt,  en  multipliant  cette  force  ac- 
célératrice par  l'élément  de  temps  c?/. 

399.  Enfin,  si  Ton  élimine  J/ entre  les  équations  {i^S) 
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et  (  i49)>  on  aura  cette  troisième  équation  da  moaTe- 
ment  variée 

Du  Mous^ement  uniformément  varié. 

3oo.  La  force  accélératrice,  par  sa  nature ,  imprimant  à 
chaque  instant  une  nouyelle  impulsion  au  mobile  ^  si  ces 
impulsions  sont  constantes,  le  mobile,  après  le  temps  t, 
acquerra  dans  une  seconde  de  temps  j  la  même  vitesse 
qu'après  tout  autre  temps  i.  Représentons  cette  vitesse 
par  g  y  nous  aurons 

^  =  g'- 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation 

dp 

on  obtiendra 

dp  ^^gdt\ 

intégrant  et  désignant  par  a  la  constante  à  ajouter  à  l'in- 
tégrale ,  on  aura 

^  =  «4-^^.  .•  (i5o)  (*). 


(*)  Voici  comment  on  parvient  encore  à  cette  c'qaation  :  Soit  un  corps 
qui ,  e'tant  en  mouvement,  a  acquis  une  vitesse  a;  s'il  est  lont  &  coup 
sollicite  par  une  force  accc'lcralrice  constante  qui  lui  communique  par 
seconde  une  vitesse^,  la  vitcyse  de  ce  corps  sera 

a  -{^    g  nu  bout  d'une  seconde, 
a  ■{-  ig  au  bout  de  deux  secondes, 
a  ■^  ^g  ii\x  bout  de  trois  secondes, 


a  '{'  tg  <iu  bout  de  t  secondes; 

de  sorte  que  si  nous  appelons  u  la  vitesse  que  doit  avoir  le  mobile  an 
bout  du  temps  £,  nous  aurons 
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Noos  ayons  va  que  la  Titesse  étaik  aussi  donnée  par 
l'équation 


*'  =  --; 


de 
~dt 


• .  * 


81  l'on  élimine  v  entre  ces  deux  équations ,  on  trouyera 

Je  =  (a  4-^0  ^^* 
intégrant  on  aura 

e^b  +  at+'igt".,.  (i5i). 

Suivant  qne  g  sera  positif  ou  négatif ,  le  mouTcment  sera 
uniformément  accéléré ,  ou  uniformément  retardé. 

3oi.  Si  /est  nul,  on  trouve  b-^e)  donc  b  est  l'espace 
parcouru  par  le  mobile  avant  l'origine  du  temps.-      ^    ■ 

A  l'égard  de.  a ,  nous  avons  vu  que  cette  constante  était 
la  vitesse  initiale;  on  le  prouverait  encore  au  moyen  de 
Féquation  (i49)  >  dans  laquelle  on  ferait  /  =  o. 

3oa.  Lorsque  l'espace  initial  b  et  la  vitesse  initiale  a  sont 
nnls^  les  équations  (i5o)  et  (i5i)  deviennent 

é  =  {gt^...  (i53), 

et  le  corps  a  dû  se  trouver  en  repos  lorsqu'il  a  été  mis  en 
mouvement  par  la  force  accélératrice. 

3o3.  Soient  e  et  é  les  espaces  parcourus  dans  les  temps-/ 
et  /y  l'équation  (i53)  nous  donnera 

«=i^««    et    «'=i^/«...  (154); 
donc 

1?:/::  /•:  ^'V..  (i55). 

Par  conséquent  les  espaces  qu'une  force  accélératrice  cons- 
tante fait  parcourir  y  en  dilTércns  temps,  à  un  mobile  qui 
part  du  repos ,  sont  comme  les  carrés  de  ces  temps. 
On  peut  aussi  comparer  entre  elles  les  vitesses  p  et  p  ac* 


qiiises  «n  Ixmt  fif»  temps  t  et  t';  <nr  d'après  l'âquation 
(iSz)  on  a  dans  ce  cas, 

d'où  l'on  lire 

et  en  mettant  i  la  place  du  rapport  t  ;  /  su  valeur  iloan^' 
par  la  proportion  (iS5),  on  a 

\.  :.'::•;:•?. 

Ciis  deux  d^rDÎt^res  proportions  nous  apprennerit  (jac  les 
tempj  sont  comme  les  vitesses  ou  comme  les  racines  car- 
rées des  espaces  parcourus  pendant  ces  temps. 

3o^.  Si'nous  faisons  t^i,  fcquation  (i53)  nous  donne 

Dans  ce  cas,  e  est  l'espace  parcouru  dans  l'unité  de  tcuipi 
par  le  moliile  ;  donc  le  double  de  cet  espace  est  l'cipfes- 
sion  g  de  la  forcé  accélératrice.  On  a  trouvé ,  par  eseihple, 
t|ne  dans  une  seconde  de  temps  un  inoliile,  livré  à  l'action 
de  la  pesanteur ,  pfivç^urait  i  la  latitude  de  Paria,  et  k  la 
température  de  la  ^lace  fondatlfe , . 

l5l>ied!,093  =  4"^ç»4if»    .      '■-■,.:,:  Hit 

.qiivUaf t  «4^4  T«lew k  la  fUoe  de  e  du»  Vitfn^âbrpté- 
céttente,  on  trouve  .    ,. j:  ^    m;  .  -j'  .1  Ja 

3o5.  On  parviendrait  au  ptârpe  résultat  par  les  coiAM^ 
rations  suivantes':  soient  i^et  i,  deux  secondes  successÏTes 
À  tempt,  et  mj^MnociB  qaè  le  mobila  ^  petidaiA  la'  «liwée 
de  la  Mcondc  i-,  qiiji  rc^réseDto  t,ait  paroourv  iS  pîedi^ 
la  force  acoiléntrioi'i  n  netiuera  f%v  l'ecpMS  '<fw  ipÊitr 
oourrait  le  Bsobile'  dàaa  la  «cooade  x;^  tm.  iert*  et  )&  fcirce 


i 
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aocélératrioe ,  deTenue  .tout  k  conp  constante  à  Feipirsh- 
tîon  de  i^  :  or,  dans  cet  instant  i^,  le  mobile  ayant  par- 
couru i5  pieds ,  devrait,  s'il  n'était  sollicité  que  par  la  vi-- 
tesse  qu'il  a  acquise,  parcourir  encore  i5  pieds  dans  le 
temps  I,;  maïs  la  force  accélératrice  étant  supposée  cons- 
tante, doit  produire  sur  le  mobile,  dans  la  seconde  i^/1e 
même  effet  qu'elle  a  produit  dans  la  seconde  i^;  elle  fera 
donc  parcourir  encore  au  mobile  i5  pieds  dans  le  temps 
i^;  d'où  il  suit  que  le  mobile  aura  décrit  3(r pieds  dans 
la  seconde  i^^  c'est  cet  espace  qui  mesurera  la  force  acoé* 
lératrice  g. 

3o6.  L'équation  (i53)  nous  fait  connaître  l'espace  parr 
couru  dans  un  temps  donné.  Par  exemple,  si  £  =  6",  on  a 

e  =  i  iZoP,igS)  X  36  =  i  (9«,8o9)  X  36 , 

et  en  exécutant  les  opérations  indiquées,  on  trouve 

e==  543^51  =  I76'",562; 

ainsi  un  corps  élevé  de  1 76  mètres  emploierait  environ  six 
seconde»  à- tomber.  ; ,  . 

Si  Ton  ^lierohaii  k  TÎtesse  .qui  devrait  animer  ce  corps  an 
bout  de  œ  teni^^  elle  nous  serait  donnée  par  l'équation 

(i5o),  dans  litqufille  on  ferait, 

f 
«~o,     5^  =  9^809,      ^  =  6", 

et  l'on  trouverait   <. 

>  =  58'»,854. 

307.  On  'pourrait  aussi  demander  de  quelle  hauteur 
un  corps  devrait  tomber  ]ïour  avoir  une  vitesse  donnée. 
Dans  ce  cas  y  on  éliminerait  t  entre  les  équations 

et  l'on  trouverait 

*»=V^aér^. ..  (i56). 


.176  DTiUanQUE. 

Par  exemple,  sî  Poq  veut  savoir  quelle  est  la  vitesse  que 
doit  avoir  à  l'instant  de  sa  chute  une  balle  de  plomb 
qui  tombe  d'une  hauteur  de  20  mètres,  on  aura 

^  =  V/40  (91809)  =  V^ 392, 36. 

On  énonce  ce  dernier  problème  en  disant  que  l'on  cherche 
la  vitesse  due  à  une  hauteur  donnée. 

3o8.  Enfin  on  pourrait  chercher  le  temps  qu'un  mobile 
demeurerait  à  tomber  d'une  hauteur  «•  Daus  ce  cas,  en 
éliminant  v  entre  les  équations 

if:zzgt     et     V=  V^2figf, 


on  trouverait 


^  g 


309.  Il  nous  reste  à  appliquer  les  équations  du  mou- 
vement 

de  ,.         'dif'       ,  ^  . 

.^-=u     et     ^  =  2^...  (157), 

à  la  recherche  du  mouvement  direct- d^un  èorps/  dans 
diverses  hypothèses.  Cette  recherohe  se  réduit  à  déterminer 
les  relations  qui  existent  entre  le  temps,  l'espace  et  la 
vitesse;  car,  par  exemple,;  si  l'on  peut  parvenir  à  con- 
naître Tespace  et  la  vitesse  en  fonctions  du  temps,  on  sera 
en  état  de  savoir  en  quel  lieu  se  trouvera  le  corps  au  bout 
d'un  temps  donné ,  et  la  vitesse  qu'aura  ce  mobile.  Ainsi 
tout  ce  qui  est  relatif  au  mouvement  de  ce  corps  sera  connu; 
c'est  ce  qui  va  faire  la  matière  des  chapitres  suivans. 

Du  Mouvement  que  suit  un  corps  lancé  verticale- 
ment en  sens  contraire  à  celui  de  la  pesanteur. 

3 10.  Si  la  pesanteur  agissait  seule  sur  i/n  corps  qui  par- 
tirait du  repos,  nous  avons  vu  que  dans  ce  cas  on  aurait 
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Péquâtion 

Cette  équation  nous  donnerait  p^=^gt  Qpur  la  vitesse  que 
le  mobile  aurait  acquise  au  bout  du  temps  t\  or^  si  Ton 
suppose  qu  au  lien  de  partir  du  repos ,  il  soit  lancé  vertica- 
lement en  sens  contraire  à  celui  de  la  pesanteur  avec  une 
vitesse  a,  cette  vitesse ,  au  bout  du  temps  t,  devra  être  di- 
minuée de  toute  celle  que  la  pesanteur  aura  imprimée  au 
mobile  ;  par  conséquent  la  vitesse  du  mobile  >  au  bout  du 
temps  ty  devra  être  représentée  par  a — gt-^  de  sorte  qu'en 
appelant  p  cette  vitesse  i  nous  aurons 

i^  =  a  — j^^.  ••  (i58); 

mettant  pour  ^  sa  valeur  ^-->  cbassant  le  dénominateur  et 
intégrant ,  noua  trouverons 

*  =  «*— iéf**- 

Noos  n'ajoutons  point  de  constante  i  parce  que  nous  suppo- 
sons que  Pespaoe  initial  est  nul. 
Cette  seconde  équation  étant  mise  sous  la  forme  suivante, 

si  Ton  y  substitue  la  valeur  de  t  tirée  de  Péquâtion  (i58)^ 
on  trouvera 

a  +  if      a  ^if 

«  =  — ^— X , 

2  g 

ou  plut6t 


a*  — V» 


(159). 


3ii.  Les  équations  (i58)  et  (189)  nous  feront  connaître 
toutes  les  propriétés  du  mouvement  que  nous  considérons. 

JElim.  de  Mécanique.  la 


1^8  DVSiMlQIIS. 

En  eïfet,  l'équation  (i58)  nous  prouve  que  plus  le  tempsé 
augmente,  plus  la  vitesse  v  diminue  ;  mais  en  consIcléraDt 
l'équation  (i59),on  voit  que  plus  la  Tilesse  diminue,  plus 
l'espace  parcouru  augmente  ;  J'oJi  il  suit  que  le  moLila 
diminue  de  vitesse  en  s' élevant  verticalement  ;  eulin  la 
même  équatiofi  (iSg)  nous  montre  aussi  que  lorsque  la 
vitesse  devient  nulle,  le  mobile  atteint  s  sa  plus  grande 
liaulciir;  si  nous  appelons  h  cette  hauteur,  l'équation  (>5g^ 
nous  donnera,  en  faisant  v^o  , 


Pour  détcrmii 

grande  hauteur, 
Ci58),  et  nous  a 


.  (i6o). 


er  le  temps  qui  correspond  h  cetla  plu» 
noua  ferons  aussi  v^o  dans  l'équati(m 


(16,). 


Si  l'on  veut  avoir  la  vitesse  due  à  la  hauteur  h,  c'est-à- 
dire  la  vitesse  qu'aura  le  mobile  à  l'instant  de  sa  cLute  en 
descendant  de  cette  hauteur,  on  mettra  la  valeur  que  notw 
venons  de  déterminer  pour  h,  dans  la  formule 

et  l'on  trouvera 

par  conséquent  le  corps  a  la  même  vitesse  en  descendant 
qu'en  montant. 

3ta.  Si  l'on  demandait  ,  par 
hauteur  h  laquelle  doit  s'clever  1 
vitesse  de  81  mètres  par  seconde, 
des  équations  (iGo)   et  ('6').  *] 
334'">43f  et  que  lo  temps  de  lu  chute  du  mobile  est  da  8*,2. 

3i3.  Toute  cette  analyse  peut  s'appliquer  aa  cas  oii  le 


emple,  la  plus  grande 
corps  lancé  avec  une 
i  trouverait ,  au  moyen 
;  cette  hauteur  est  de 


•  '# 
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corps,  au  lies  de  Boater,  èMoendrAÎt;  dhm  ^  ferait  de 
même  signe  que  a,  et  l'on  emploierait  l'équation 

Z^  mouvement  vertical  if  un  corps  j  en  ajant 
^ard  à  la  variaiiçn  de  la  pesanteur. 

iiJ^lm  feurdiNK  eêt  une forœ qui  n'agit  yn  delà létnc 
manière  dans  tout  les  li^r.  On  a  reconnu  qu'elle  dimi*- 
nuait  lorsqu'on  s'éloignait  du  centre  de  la  terre»  et  qu'dile 
agissait  en  raison  iuTerse  du  carré  de  la  distance >  c'est-à- 
dire  qu'à  des  distances  du  centre  de  la  terre  >  représentées 

par  les  ntMoabres  a>  3,  4>  ^^^*>  ^^^  détenait'  -^>    ?;, 

2;  de  ce  qu'elle  était  à  la  distance  i  ;  ainsi ,  quoique  la 

4 

pesanteur  fasse  parcoorîr  4'"i9^4  ^^  ^^^  seconde  à  un 

mobile  qui  est  à  la  surface  de  la  terre  »  si  l'on  s'éloigioe 

de  cette  surfsice ,  ce  mobile  ne  parcourra  plus  4'">9^4  P^i* 

seconde* 

3i5.  Considérons  donc  un  mobile  qui,  partant  du  repos 
du  point  A  (fSg.  i55)  est  paryenu  en  un  point  B,  et  cber-  Fig.i52 
chons  d'abord  la  Titesse  de  ce  mobile  en  ce  point.  Dans 
cette  rue ,  nommons  g  la  pesanteur  à  la  surfecô  M  de  la 
terre,  p  la  pesanteur  an  point  B,  r  le  rajon  CM  de  la 
terre,  x  la  distance  de  B  en  C;  et  pour  simplifier  les 
calculs ,  faisons  AG  =  i  :  la  pesanteur  agissant  en  raison 
interse  du  carré  de  la  distance ,  nous  aurons 

g  :  ^  ::  x*  :  i^i 

d'oii  nous  tirerons 


^6o.  ,...;.,  o* 


<  '    I 


1.1  \ 

■ 

. .  ■  •  ■  •    ■ 

'Wtmkiiiréfétî^'iftbiim  itIiMt  Igilif Vte'awt  citait 
'•dr  *gq!èee!  ipÉMÉHra  ,'-aNlrf«  -'^  -  cidb-iln'll^|Vi.' WMb' 
.'•iMpvpowr'k'^illM»  '  ■  •■■•■  ^'•■•.■■:  •  '-^  ■'•-•'••F'»^'>'  »fli..« 
:.  u/'i ,  ..":■■'•{>  V  '  • ." yff I !i»"«V'  '  ■'  '■'-■'  '*■>•■''■=;,'» 


*.«-5...  (.63). 

^. .    .■     .-:;,>  .  »'*■    :   .  :    ■    -   î-  -■   î-    J-   •«-'  '  .    ■'■  /'i'  :■  '   ■'■•   l" 

If oltipUuit  oétte  é^natiim  jbçntt  ^.^t^TT't  FT  ^^TK^^ 
XÏ62O»  .iifc'lHiiMrjbift^^  b'i^httiBaqr:  'émaim^^ 

fWQDB 

Noos  déterminerons  la  constante  en  obaerrant  qvm.  quand 
.«=:AG?==i»  V 7S 0.9  et  nous  trouYerons 

Substituant  cette  Talent  dans  Féquation  préoédentfli  nous 
obtiendrons 


7=#^(;-i)...  (i64). 


Cette  équation  détermine  la  vitesse  qui  a  lieu  en  un  point 
quelconque  de  la  Tertioale. 


r 
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3i&  Pour  aToir  le  temps  que  le  mobile  a  employé  à 
jNurcourir  l'espace  AB,  nous  éliminerons  p  entre  cette  équa- 
tion et  Pé^piation  (i63) ,  ce  qui  nous  donnera 

d'où  nous  tirerons 


et  par  oonaéqnent. 


et  en  intégrant. 


/— 7==.. . .    (l65t. 
VF' 


-*j  v/f. 


Pour  effisctoer  l'intégration  qui  n'est  qu'indiquée  >  nous 
troutevonf ,  en  réduisant  les  fractions  au  lâéme  dénomi* 
nateur  j 

Nous  ferons  évanouir  le  radical  du  dépominateur  en  sup- 
posant 

On  tire  de  cette  équation 

dx=S'^2sdMf     \/i  —  *  =  «,     V^»s=V/i  — a*. 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  nous 


obtieodrofif 

Intégrant  par  partias,  noiu  |iureDS 

D'une  autre  part,  multipliant  et  divisant /2/ftV^i  —  s* , 
par  K  I  —  £*>  on  a  cette  équation  identique 

Ajoutant  ces  équations  et  divisant  par  2 ,  on  trouve 

=  5  «  V/73:?  4.1  are  (sîn  =  «)  ; 
donc 

—  ofdz  V^i  —  *•  =  —  %  V^i  —  ?  — arc(sin  =  «), 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (167),  on  obtiendra 
l'intégrale  de  l'éqyation  (1C6},  et  par  conséquent  l'équatîoa 
(i  65)  deviendra 


^  =  =p^^^[at/i— ^•  +  arc(sin  =  ^)]...   (168). 

o 

Il  n'y  a  point  de  constante  à  ajouter,  parce  que  lorsque 
^  =  o ,  on  a  a;  ■=:  1  ;  alors  l'équation  i  —  x  =.  z^  nous 
donne  js  =  o  ,  liypolhcse  qui  fait  évanouir  le  second 
membre  de  l'équation  (1^)8)  j  et  comme  le  temps  est  cs- 
scntiellemctit  positif,  nous  ne  prendrons  que  le  signe  in- 
férieur des  deux  signes  qui  airectcul  la  valeur  de  t)  ob* 
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serrant  ensuite  que  s*  n'est  autre  chose  que  l'expression 
analytique  i  —  x  de  Fespace  parcouru  AB  que  nous  re- 
présenterons par  e ,  l'équation  précédente  nous  donnera , 
pour  déterminer  le  temps  en  fonction  de  l'espace, 


3i7*  Cette  dernière  équation  se  simplifie  beaucoup  dans 
rhypothise  oh  les  distances  AB  et  AM  seraient  très  petites 
à  r^aid  de  AG  et  de  MG;  car  alors  on  peut>  sans  errMr 

sensible,  remplacer  V^i  -~  «  par  l'unité,  et  l'arc  par  le 

sinus;  c^est-i-dire  mettre  ^e  k  la  place  de  arc  sin  V^«,  et 
en  changeant  r  en  l ,  on  obtiendra 

on  tire  de  cette  équation  élerée  au  carré  i 

œ  qui  nom  apprend  que,  dans  cette  hjpoihèse  parti6idibre» 
le  moufement  s'effectue  comme  si  la  pesanteur  n'était  pas 
TariaUe. 


Du  Momwnent  vertical  dans  Us  milii 

3i8«  On  a  trouvé  que  la  résistance  qu'éproure  un  corps 
qui  se  meut  dans  un  fluide ,  était  proportionnelle  au  carré 
de  la  Titesse  qui  anime  ce  corps.  Ainsi  en  appelant  m  cette 
résistance  lorsque  le  mobile  est  animé  de. l'unité  de  vi- 
tesse ,  cette  résistance  deviendra  mp*  quand  il  aura  acquis 
la  vitesse  f».  Cette  force  mt^^  étant  contraire  à  celle  de  la 
pesanteur  que  noos  supposerons  constante ,  noua  aurons 
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dp 
mettant  pour  f  sa  yalear  -j- ,  nous  aarons 


mp*, 


dp 

d'oii  nous  tirerons 

dt=: ^...   (l6û). 

g — mp*        ^     ^' 

Pour  intégrer  cette  équation  >  nous  remarquerons  qu'en  dé- 
composant le  dénominateur- en  facteurs,  nous  avons 

g—  mp*  =  ({^g  +  p  \/m)  ( V^i  —  i'  V^)^ 

Nous  supposerons,  d'après  la  méthode  des  fractions  ration- 
nelles {Èlêmena  de  Calcul  intégral,  page  203), 


g 


--mp^  [^g^^y/m       \/g^p{/mJ"'       '^   ' 


réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur,  sup- 
primant les  dénominateurs  et  égalant  entre  eux  les  ooeffi- 
ciens  des  mêmes  puissances  de  Py  nous  trouverons 


A  =  B=     ' 


^Vg 


substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (170),  nous  aurons. 
dp       I      /  dp  dp  \ 


g-'mp^       2\/g\\/g  +  py/m        \/g—p\/ 

Multiplions  et  divisons  le  second  membre  de  cette  équation 
par  y  m  y  Téquation  (169),  devient  au  moyen  de  cette  valeur 

,   1  /       dp  y  m  dpyTn      "\ 

7.\/m  \/g  \{/g^  p  \/m        {^g  —  p  {/m/' 

et  en  iolégrant,  on  obtient 
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2ymg 
on 

<=— T=log-^s -7=...  (170* 

Noos  tnpprimons  la  constante,  parce  que  t^o  quand 
rsso. 

3ig.  Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation 

(171)  par  a  ^mg^  et  le  premier  seulement  par  le  loga- 
rithme de  la  base  1  du  système  népérien ,  logarithme  qui, 
comme  on  le  sait,  équivaut  à  l'unité,  on  trouve 

a*  i/^i^r  log  ,  =  log  .5^?^^^^ 
ou 

log  ..'*'=?  =  log  1^*1^5; 

Y g-^  if  Y  m 

passant  aux  nombres,  on  a 

■  ■    • 

Yg  —  p\/nh' 
et  en  écrivant  ainsi  cette  équation. 


on  voit  que  plus  t  augmente ,  plus  le  terme  i***'^'"f  s'ap- 
proche de  l'infini,  et  par  conséquent  plus  cette  équation 
tend  à  se  réduire  à 

o=V/^  —  if^m,..  (173). 

C'est  œ  qui  arriverait  effectivement  si  i  devenait  infini  ;  car 
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alors  le  premier  membre  de  l'équation  (172^)  étant 
nnl ,  on  aurait  le  droit  de  anpprimer  le  dÎTiseur  commun 

Vg  +  i'V'ni. 
L'équation  (173)  nous  donne 

V  =:  —7=  =  constante. 
\/m 

Cette  valeur  de  ^  qui  a  lieu  lorsque  ^  =  00 ,  nous  apprend 
que  plus  t  s'augmente ,  plus  la  vitesse  tend  à  devenir  cons- 
tante. 

320.  Pour  aToîr  Fespace  en  fonction  de  la  vitesse  ^  nous 
multiplierons  terme  à  terme  les  équations 

dif  .  de 

et  nous  trouverons 

vrfv  s=  (^  —  w»f^*  )  de  \ 
d'oii  nous  tirerons 

Le  numérateur  de  cette  fraction  étant  la  différentielle 
du  dénominateur  à  une  constante  près ,  nous  parviendrons 
à  r intégrer  en  faisant 

g  —  mp^  =  2. 

Differentiant  cette  équation,  nous  trouverons 

j   dz 

7,171 

Mettant  ces  valeurs  dans  Péquation  (174)  >  ï^ous  la  change- 
rons en 

dz 
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LSatfyrin  ie  «etta  équation  est 

€= — Liog«+c, 

oa  y  en  mettent  la  Taleor  4le  S , 

le  dâermme  C  en  jkisaat  #ss«  et  p^^o^  oe  qui  me 
donne 

Nhtitiuriit  œtle  Taknr  de  G ,  je  trouve 

e(  en  obsenrant  que  la  dîfiPérence  des  logarithmes  de  deux 
nombres  est  égale  au  logarithme  de  leur  quotient,  j'obtiens 
enfin 


=-iK-T> 


Du  Moiivement  des  corps  assujettis  à  glisser  le  long 

des  plans  inclinés. 

3a t.  Proposons-nous  de  déterminer  le  mouvement  d'un 
corps  qui  glisserait  sur  un  plan  incliné*  Il  est  d'abord 
évident  que  le  centre  de  gravité  de  ce  corps  se  meut  sur 
on  plan  parallèle  au  plan  incliné.  Ainsi  la  question  peut 
se  ramener  à  celle  du  mouvement  d'un  point  matériel  sur 
un  plan  incliné. 

Soient  donc  (fîg.  i56)  m  ce  point  matériel|  et^la  vitesse  Fîgi56. 
due  à  l'action  de  la  pesanteur.  Cette  vitesse  sera  représentée 
par  la  droite  mB  que  ^^If'Ait  le  point  m  dans  une  seconde 
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Fîg.  x56.  de  temps  s'il  agissait  librement;  mB  aura  pour  oomposaatei 
suivant  une  direction  perpendiculaire  au  plan  incliné ,  et 
suivant  ce  pian,  les  droites  mCf  nîD'^  la  première  de  œs 
composantes  sera  détruite  par  la  résistance  du  plan  incliné, 
et  la  seconde  fera  glisser  le  point  m  sur  ce  plan. 

Cela  posé,  les  forces  étant  proportionnelles  aux /vitesses 
qu'elles  communiquent  à  un  mobile  dans  le  même  temps, 
si  nous  appelons  ^  la  vitesse  qui  sollicite  le  mobile  dans 
une  seconde  de  temps ,  suivant  le  plan  incliné;  nous  au- 
rons la  proportion 

mB  :  nîD  ::  g  :  g. 

Or,  nous  avons  vu ,  art  a^S,  que  le  rapport  de  mB  k  mD 
était  le  même  que  celui  de  la  longueur  du  plan  incliné  à  la 
hauteur.  Ainsi,  en  appelant  h  la  hauteur  du  plan  incliné , 
et  h'  sa  longueur ,  nous  aurons  encore 

h'  :  h  ::  g:  g'-, 

d'où  l'on  tirera 

«'=^...  (1,5). 

322.  Cette  équation  nous  fait  voir  que  la  vitesse  g'  n'est 
autre  chose  que  la  vitesse  g  qui  anime  le  mobile  lorsqu'il 

h 
est  libre ,  multipliée  par  le  rapport  constant  p.  Concluons 

que  le  mobile  est  entraîné  le  long  du  plan  incliné  par  une 
force  accélératrice  g  qui  ne  diffère  de  celle  de  la  pesanteur 
que  par  rintcnsité.  Donc,  si  nous  appelons  ^  le  temps  que 
le  mobile  emploiera  à  descendre  de  m  en  A  le  long  du 
plan  incliné,  comme  rcspacc  parcouru  sera  h\  il  y  aura 
entre  /,  /i  et  t' la  même  relation  que  nous  avions  entre 
g,  h  et  t  dans  la  théorie  du  mouvement  uniformément  ac- 
céléré}  par  conséquent  nous  aurons 

h'=igt'\..  (17G), 
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et  h  vitesse  f/  qai  animera  le  mobile  au  point  A  qui  cor« 
respood  à  v  .sera 

en  éliminant  le  temps ,  nous  trouverons 

Sobstitoant  dans  cette  équation  la  valeur  de  g^  (équat  l 'jS), 
nous  trouverons^  en  réduisant, 

'  L'expression  de  cette  vitesse  étant  indépendante  de  l'angle 
mAE  que  fait  le  plan  incliné  avec  l'horizon,  il  en  résulte  que 
si  diffiSrens  mobiles  partis  du  point  m  (fig*  157) ,  glissent  sur  p|.  ,5^ . 
les  plans  inclinés  mA,  màfj  mA.',  etc. ,  ils  auront  la  même 
vitesse  lorsqu'ils  seront  parvenus  aux  points  A,  A',  A%  etc., 
situés  sur  le  plan  horizontal. 

323.  Observons  que,  quoique  les  vitesses  d'un  mobile 
icnent  égales  aux  points  A  et  £ ,  il  n'en  est  pas  de  même 
des  temps}  car  soient  if  et  ^  les  temps  qu'il  emploie  à  par- 
ooorir  les  droites  mE  et  mA,  ces  temps  sont  donnés  par  les 
équations 

g>g>    on    -<ji 
on  déduit  de  ces  inégalités  celle-ci , 

ce  qui  nons  apprend  que  la  valeur  de  ^  surpasse  celle  de  ^ 
314.  Le  mouvement  d'un  corps  sur  le  plan  incliné, 


or,  on  a 


igO  DTKAMIQUX, 

nous  offre  encore  cette  propriété  remarquable  iu  cerde; 
c'est  qu'un  mobile  demeure  autant  de  temps  à  ^isaer  le 
Fig.i58.  long  d'une  corde  AG  (fîg.'  i58)  qu'à  parcourir  le  diamètre 
Tcrtical  AB.  En  effet ,  l'équation  (176)  nous  donne 


■L 

mettant  pour^'  sa  valeur  -Â,  cette  éqnatioii  derieuf 

Or,  si  nous  appelons  d  le  diamètre  du  cercle  AG&^noas 
aurons  ;  par  la  nature  du  cercle , 

AB  :  AC  ::  ag  :  ad, 

ou 

dWwh'ih-, 

par  conséquent 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (177),  nous  trou- 
verons, en  réduisant, 


-\/?^ 


g 

or,  c'est  précisément  la  valeur  qu'on  trouverait  pour  /,  au 
moment  ou  le  corps  tombant  du  point  A ,  arriverait  en  B  ; 
car  la  hauteur  AB  étant  exprimée  par  d^  il  suffirait  de  chan- 
ger e  Gn  d  dans  l'équation  e^=:\gi^  pour  que  cette  équation 
donnât  la  valeur  du  temps  t  de  la  chute. 
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Dumaus^ement  curviligne  en  général^  équations  de  , 
la  trajectoire  que  décrit  un  point  matériel  Ubre, 
et  détermination  de  la  vitesse;  du  cas  où  le  mo^ 
bile  est  soumis  à  une  force  dattraction  dirigée 
vers  un  point  fixe;  du  principe  des  aires;  et  du 
cas  où  les  forces  étant  dirigées  vers  des  centres 
fixes  ^  elles  sont  des  fonctions  des  distances 
du  centre  (^attraction  du  mobile  aux  centres 
fixes.  , 

SaS.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  le  monre* 
ment  s'eflectuait  en  ligne  droite;  mais  s'il  était  curviligne , 
il  ne  suffirait  pas  de  pouvoir  dire  qu'au  bout  d'un  temps 
donnée  le  mobile  serait  susceptible  d'avoir  parcouru  tel 
espace 9  ou  d'être  animé  de  telle  vitesse;  il  faudrait,  pour 
connaitre  entièrement  son  mouvement ,  que  l'on  fût  en  état 
d'assigner  la  courbe  suivant  laquelle  il  a  di\  se  mouvoir,  et 
de  savoir  en  quel  point  de  cette  courbe  il  est  au  bout  du 
temps  donné. 

326.  Pour  résoudre  ce  problème ,  nous  avons  d'abord 
besoin  d'employer  un  nouveau  principe  ;  c'est  celui  du  pa- 
rallélogramme des   vitesses  que   nous  allons  démontrer. 
Voici  en  quoi  il  consiste  :  Si,  dans  l'unité  de  temps,  deux 
forces  P  et  Q  (fig.  i5g)  communiquent  à  un  point  maté^Fîg.iSg. 
rid  m  des  vitesses  mB  et  mC,  la  résultante  R  de  P  et  de  Q 
lai  communiquera,  dans  la  même  unité  de  temps,  une 
vitesse  mD  qui  sera  la    diagonale   du  parallélogramme 
construit  sur  les  vitesses  mB  et  mC,  En  effet,  comme  il  est 
permb  de  représenter  toute  force  donnée  par  une  partie 
quelconque  de  sa  direction ,  la  force  Q  pourra  être  repré- 
lentée  par  mC  ;  alors  la  force  P  le  sera  par  i»B;  car  les  vi- 
tesses sont  proportionnelles  aux  (brce&  Or,  en  considérant 
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/nBDC  comme  le  parallélogramme  des  forces  Pet  Q,!^ 
gonale  nîD  de  ce  parallélogramme  représentern  en  intensité 
la  résultante  It  de  P  et  de  Q,  Il  s'agit  donc  de  détermine 
la  vitesse  que  K  est  capable  de  communiquer  au  mobile 
et  de  prourer  que  cette  vitesse  est  égale  à  lu  rèsulUnte  da' 
parallélogramme  dont  les  eûtes  seraient  les  vitcflses  pro- 
duites par  les  forces  P  et  Q.  Pour  cet  effet,  soit  x  la  vîteMft 
que  R  est  en  état  de  comniunîijuer  au  point  m;  les  TÏteaaeti 
étant  proportionnelles  aux  forces,  nous  aurons 


P  ;R  ::  mB  :*. 

Mais  le  parallélogramme  des  forces  nous  donne 


P  :  R  ::  mB  :  mD; 


on  tire  de  ces  proportio 


=  mT>: 


I 


par  conséquent  on  peut  regarder  la  diagonale  du  paralTélo^ 
gramme  construit  sur  les  vitesses,  comme  égale  à  la  TÎtes^ 
que  R  peut  communiquer  au  mobile. 

327.  Le  parallélépipède  des  vitesses  est  une  conséqu* 
immédiate  du  parallélogramme  des  vitesses  ;  car  soie; 
Hg.iCoi  (fig.  160  )  P,  Q  et  R  trois  forces  qui  communiquent  I 
vitesses  mp,  mq  et  mr  à  un  point  matériel  m;  composoa 
les  vitesses  mp  et  mq  en  une  seule  tnp;  il  résulte  de  l'articV 
précédent  que  cette  vitessesera  la  même  que  celle  qui  serai 
communiquée  à  m  par  la  résultante  P'  des  forces  P  et  Q  ;  .  .^_ 
même  la  résultante  ms  des  vitesses  mp'  et  mr  représenter 
en  intensité  la  vitesse  imprimée  par  S,  résultante  des  déni 
forces  P'  et  R ,  ou  des  trois  forces  P,  Q  et  R  ;  donc  la  diagol 
nale  ma  du  parallélépipède  des  vitesses  sera  la  vitesse  com- 
mnoinuée  à  m  par  la  résultante  des  forces  P,  Q  et  R. 
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3^  Gcmsidérons  maintenant  de  quelle  manière  un  point 
matériel ,  animé  d'une  yitesse  variable ,  peut  décrire  une 
ctNirbe.Pour  cela,  supposons  d^abord  que  le  point  matériel 
ai  (fig.  i6i)  étant  en  repos,  cède  à  une  impulsion  instan-  Fig.iGi. 
taoée  qai  lai  fasse  décrire  la  droite  m  A  dans  le  temps  0  » 
et  qu'an  bout  de  ce  temps  il  reçoive  une  seconde  impulsion 
capaMe  de  lai  faire  décrire  dans  un   second  temps  I   la 
^roite  AB ,  le  mobile  n'obéira  pas  uniquement  à  la  force 
qui  Pentraine  dans  cette  direction  AB ,  parce  qu'en  vertu 
de  la  loi  d'inertie,  il  doit  durant  9  parcourir  AC=  Ai»; 
mais  il  suivra  la  diagonale  AD  du  parallélogramme  ABCD. 
ffil  reçoit  en  D  une  nouvelle  impulsion  capable  de  lui  faire 
parcourir  l'espace  DG  dans  yin  troisième  temps  6^  il  décrira 
de  même  la  diagonale  DF  du  parallélogramme  construit  sur 
DG  et  sur  le  prolongement  D£  de  ÀD,  et  ainsi  de  suite  ; 
de  aorte  qu'au  bout  d'un  temps  composé  de  n  fois  6  ^  le 
mobile  aura  décrit  un  polygone  d'un  nombre  n  de  côtés. 

D'après  oé  qui  précède ,  la  vitesse  étant  la  même  tant 
qoe  le  mobile  est  sur  le  même  côté,  il  suit  de  là  que  si  y 
lorsqu'il  est  arrivé  k  l'extrémité  du  dernier  côté ,  il  ne  re- 
çoit pas  une  nouvelle  impulsion ,  il  s'échappera  suivant  la 
direction  de  ce  côté. 

Si  l'on  suppose  que  le  temps  0  soit  infiniment  petit , 
les  impulsions  se  succéderont  immédiatement,  et  le  polj-* 
gone  ae  changera  en  courbe  ;  alors  si  la  force  accélératrice 
cesse  d'agir,  le  point  matériel  s'échappera  soivaut  la  tan- 
gente k  la  courbe. 

Dans  la  même  hypothèse  de  0  infiniment  petit,  0  se 
diange  en  di  en  même  temps  que  le  côté  du  polygone  de- 
,  vient  l'élément  de  la  courbe  ;  par  conséquent,  pour  avoir 
la  vitesse  qui  est  l'espace  parcouru  dans  l'unité  de  temps , 
suivant  la  tangente,  dans  l'hypothèse  où  la  force  accéléra* 
triœ  cesserait  tout  k  coup  d'agir,  il  faudra  répéter  ds 
autant  de  fois  que  di  est  contenu  dans  l'unité  de  temps  ; 
ÉUm,  de  Mécanique,  i3 
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(f  esirà-djre  lAullipUer  dg  par  ^.  ce  qui  noos  donnera  pov 
l'expression  de  la  TÎtesse 


■  l      ■       ■        »    T 


1 

329.  Rev^qpns  au  mpl;Uc|  qi^î^  yr.  4pfl:y9iy)i«ffflnCTI  J» 

Fig  16a.  vitesse  aux  points  m',  wi",  i»7,  etc.  (  ijg.  iJEb).|  p^/^oi^Il 

polygoiae/n/Ji'i»*/»*,  elp.  Sdiçif)t  f^;  /,  1^%  <f*,  etq.,  l^jjfftKSk 

qu'il  re$oit  aux  points,  m^  nij  n^^  Jif^  etc.  y.etxfl^f  V^^\ 

6''/e|c//I^  temps,  qu'il  em(^IoIe 

ml  m  y  mrwT,  etc.  Çpmine,  p^r,  I^pptlv^sç ,  bi.  f  ifi^  e^ 
consiapte  tant  que,  le  mobile. i\e  change  pdS.4e  c^fté^HM 
aurons  ;  par  la  nature^du  nip.uy^ept  m:iif(>.rfi|f;j^ 

par  conséquent  le  contour  du  ^}jgonenim'm'^  etq.|Sj^ 
exprimé  par 

*'•.+  i''*'  +  f  "«"  +  etc. 

Si  l'on  projette,  1^  côtés,  de  ce  polygone  sur  les  azev  00* 

ordonnés ,  et,  qu'on,  nomme  « ,  ff>  y  ;  «',  C^,  y';  «[,  Pi 
y",  etc.,  les  angfes  formés  par  les  vitesses  i^,  v^  v",  etc., 
avec  les  axes  coordonnés^  cçs  vitesses  auront  «pour  projec' 
tions  (^uote  neuvième) 

i^cos«,  ♦''cos*',  ♦'"cos*"^  etc.,  sur  l'axe  des  ar, 
i^  cos  C ,  il  cos  Cl  y  '  v"  cos  Cy  etc. ,  sur  l'axe  des  r . 
f  cos  y ,     v'  cos  y',     v"  cos  y",  etc. ,  sur  l'axCv  dçs  z. 

Par  conséquent  li^  projection,  nn'n'n"',  etc«,  du  .ppljgQQe. 
mnim'm",  etç.j  sur  l'axe  des  jp,  sera  e^ prin^ée  par 

i'  cos  «d  +  v'  cos  «Y  +  f^"  cos  «V4.  etc. . .   (1 78). 

On  voit  donc  qu'en  même  temps  que  le  ppint  /7(..pai;caurt 
le  polygone  mm  m" m*,  etc.  ,  sa  prQJectiQ|i,^,p^çovirt  né- 


était  seulement  sollicitée  par  une  force  X  ^l^éef'saifaAt 
l'axe  des  x ,  et  qui  fût  telle  qu^  le.poidt  A  décrivit  dans  les 
temps  6 ,  y,  6",  etc.,  les  droites  nn,  n'r^f'n''n'',  etc.,  avec  les 
vitesses  i^cos«,  f^cA'è'f  i^"cos^i^/ etc. ,  le  chemin  que 
cette  projection  parcourrait  sur  Taxe  des  x  serait  représeulé 
par 

1^  cos  •#  + 1^'  ces  «y  4"  ^'co«  **'^''  +  etc. . .  (i  79) . 

I/idei;itité  de  l'expressbn  (178)  à  cette  dernière  nous  ap« 
prend,  que; lorsque  le  point  m  est  transporté  dans  l'espace , 
sa  projection  se  meut  sur  Paxe  des  x  coinmé  si  les  deux 


n'aTÔn^  fait  entrer  en  considération  rien  de  ce  qui  est  rela- 
tif à  ces  deux  composantes. 

'.  Ce'  que  nous  disons  de  l'axe  des  «  pduyant  s^appliquer 
aux 
lonqi 
loriqûi' 

triœj  décrit  une  courbe  dans  l'espace,  une  de  ses  projcc- 
tiens  se  meut  comme  si  les  ^deux  autres  n  existaient  pas. 
Ainsi  eîi  liommant  X,  T,  Z  W  composantes  dé 'la' forcé' 
accélératrice  ç ,  suivant  les  axes  cfès  coordonnées  ',  nbiis 
pouvons  regarder  X,-T,  Z  comme  des  fbi^es  accélératrices 
qui  imprimeraient  aux  projections  du  mobile  des  mouve- 
ntens  iodé^ndans  de  l'en^mble  d6s  deux  autres. 

33b;'Vô^'détei*iâ?tfeir  lés'et{ir'éssi(^^^^  ahàtytiqfié^  dé  cés^ 
fiÀ^'acééfï^M^à;  îl'faùt  réttii*qùér'qu'é  léfs^àé  lepbîht 
nârtlrieriâtËBiï^in'^ipïie^W;  se^^  prbtectiÀns'dêcrivéhtles' 
espaces  dx ,  dy^  dz\  par  conséqueùft  les  vUèsséir  dc»  pro- 
jections suivant  les  axes  cbôMonnés  seront  respectivement 

t3.. 
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coefiiciena  dlfFôrentiela  des  TÎtesses,  pria  par  rapport  a 
temps,  on  aura 


de- 


(180). 


Telles  sont  les  équations  qui  serviront  à  Jéterminer  la 
mouvement  en  ligne  courbe  d'un  point  matériel,  ou  celnP 
d'un  mobile,  puisqu'on  peut  regarder  la  masse  du  raobiUi 
comme  concentrée  à  son  centre  de  gravité. 

33i,  Lorsque  les  Tonctious  X,  Y,  Z  seront  données  par 
la  nature  du  problème,  si  l'on  peut  obtenir  les  intégrales 
des  équation»  (  180  )  ,  ces  intégrales  ne  devant  co^tel]î^^ 
d'autres  variables  que  x,  y,  z  ci  t,  on  aura  trois  équa* 
tions  qui ,  par  l'élimination  de  /,  en  donneront  deux  autres 
entre  les  variables  x ,  y,  z;  ces  équations  seront  celles  de' 
la  trajecloirtf  on  courbe  engendrée  par  les  force»  accéléra— 

Si  toutes  les  forces  sont  dans  un  plan  qu'on  prendra 
pour  celui  des  x ,  y,  la  variable  s  n'existera  pas ,  et  ît 
suffira  d'employer  les  équations 


dl' 


7  =  X, 


de 


=y. 


Lorsque,  par  la  nature  du  problème ,  on  aura  déterminé 
Xet  Y,  si  l'on  peut  obtenir  les  intégrales  de  ces  équations, 
elles  ne  pourront  contenir  d'autres  variablei  que  s,  y  ti  t\ 
alors  en  éliminant  le  temps,  on  trouvera  une  équation  que. 
nous  représeaterons  par 

y  =/■'■■ 

cette  équation  ne  renfermant  que  deui  variables,  la  tra- 
jectoire sera  nnc  courbe  plane. 
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S3a.  Noos  «Tons  tu  que  la  vitesse  dv  mobile  était  doti- 

oie  par  l'équation 

ds 

or,  rélément  da  d'un  arc  de  courbe  dans  l'espace  pouvant 
être  considéré  comme  une  droite  infiaiment  petite  qui  au- 
rait €b,  (fy  et  cU  pour  projections  sur  les  axes  coordon- 
nés, etitte  droite  aura  pour  expression  (art.  46) 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente ,  on  a 

^  —  j^  \^d?  +  dy^  +  dM% 

on  pintét ,  en  remarquant  que  toutes  les  diffîrehtiélles  se 
prennent  par  rapport  au  temps , 


=  1/-- 


a?+^--  c«8o- 


A  r^ni  de*  angles  que  la  yitesse  fait  avec  les  axes , 
•ment  m,  C,  y  ces  angles,  ils  seront  déterminés  par  les 

équtions. 

dx 

♦<00sC  =  g-, 

voosr  =  5^. 

333.  Il  existe  une  méthode  plus  élégante  pour  déterminer 
la  vitesse.  £n  effets  si  l'on  multiplie  les  équations  (iSo),  la 
première  par  ^dx,  la  seconde  par  ^dy,  et  la  troisième  par 
adsy  et  qu'on  ajoute  les  résultats^  on  obtiendra 

^d^id^à'irady.dy +  adx.d*x  '      rwj     %    ^j      ■    ^rj 
-; "^^ =  Zrfs  +  Ydy  +  Xdf  j 


-^hiidtiift  iiM.ii  vwMn  mpiln  ^4Vti|  ântf^Ki^ 

attire  cho;^  que  la  ditiKcmtidle  &  rfiÉ>4>4|î.||||fg;^j(^ 
gée  par  ^,  on  ânra    ,     ^^^ 


•^  •;   • 


? 


Lonqne  cttli Uté0rilttin'êi|\pfiiri^|/fb'firibotMitt ,  «w 

Pour  déterminer  la  ooxulaiitey  il  faudra  connattrelil'Titiftae 
dii  mobile  à  l'un  des  ppmtt  dé  la  trajectoire.  Ainri,  lors- 
qu'on sait  que  Y  est  la.  iiitesse  qui  correspond  aux  coordkn* 
nées  a;  =  a;  j^  =  &,«.=  e,  on  a 

Tirant  4e  cette 


rua1,ipn  la  Taleur,  de  G  et  I|i  subsUtoant 
dai^  reqùation  (loMt  on  obtiendra 

335.  On  peut  parvenir  à  intégrer  la  formule  (i83)  dans 
le  c^  où  le  9obile,  e^t  soumia  k  une  Ibi^  d(attractio».  dfaD- 
gee^yers  un  pomt  fixe.  Pour  le  démontriâ^Tes  forces  qui 
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hdMtait  ivar  tt  ttiblnlb  se  rîMulUUt ,  ààxA  ce  dk's  ',  a  une  ribal* 
tinte  unique  R  qui  palsé  ^v  Te  bëntiné  ûié',  et  qui,  agissant 
saÎTant  CM,  pourra  être  représebtée  pibr  une  partie  quel- 
conque CD  de  cétiS  ligne  (fig'.  163}  ;  prenons  ce  centre  pour  Fig.  i63* 
origine,  et  nommons  A  sa  dislance  au  point  M,  et  et,  jt  ^  y  I^ 
^ib^Êsà  qite  6KI  ^  &  fait  aîec  les  axés  Scodfaoiinës,  U  résul- 
tante R  formÂÀiC  \éé  lAémëâ  kiigfes ,  nous  aurônk 

•  ■       _ 

X=Rcos«;    T=:tioos(,    Z=Rcosy, 
et  par  conséquent, 

~cosC'    Z~oosy'    X—cùBm"'  ^'^^^• 

Or,  si  nous  appelons  x >  jr ,  it  les  coordonnées  du  point  M 

oii  le  mobile  est  situé,  nous  aurons 

^       ..  • 

.«=:AC0S«,     ytnXoos^f     s=ACOSy. 

OU  tire' ik  éës  équations  lés  proportions    ,  i^\^ ,^; .. 


cos  »^^x      cos  C y      cos  y   >•  « 

«wC     y      cos  y      «      cos«      « 

Affiilfifditnt  é^  Tifliléurs  (fans  les  équations  (io5),  on  aura 

^X  — «T=o,    sT— >Z=:o;    aZ  — «X  =  o. 

Si  dans  ces  équations  on  met  pour  X ,  Y,  Z*  lèiirs  yâleurs 
données  par  1er  équations  (180),  oâ  trompera 


Mtaiipliaat  Ifir  iir  k  pfemièn  ds  «n  HnKIfiHijutnHgiipI 

■■'■■■■  jfJ»      adf         ■     '. 'i;- ^- •■;•''•' ■:'•■■••'-'■ 

C^pétût  wt  la^  {■mm'  WP%*. jpov .-ly  .ÎM|^>y,>#yi^i»pi 


fil 


'"   ^SâZê^;- ''-"'^ 


Ji 


Cette  éfintian  Atanto^  £ati  ^'^  ^* ' 

gine»  e*eit-Ji.dir6  ^  Û'^âèli^' 
le  mMk  m^  o^BftddMii  «p»  Mi«l»:|^ittte'.C«jlt  pougqfcrfi 
si  PoB  résout  de  nomreaa  le^preblème  en'plifeAt'h.trftiBC^ 
toire  dans  le  plan  des  x  j  y^  nous  ne  ferons  pas  usage  de 

l'équation  Zs=  -i-; ,  ni  des  quantités  Z  et  k  qui  sont  nidies; 

pous  aurons  seulement  à  intégrer  Féquation  (i86)  que  bow 
écrirons  ainsi 

yàx "^ xdff  =.Càt i  ■  —  ■»  « 

et  l'on  en  déduira  t.  ^       .-•  i-.: 


/(j^d»  — *<îy>=50+<?...  (187) 


...   .•♦■j.f.» 


Pour  déterminer  cette  intégrale  >  nous  remarquerons  que 
ydx  étant  l'élément  d'une  surface  courl^e^  nous  pourrons 
supposer  que  cette  surface  est  comprise  entre  les  abscisses 
Fîg.  164.  jiP  s-,  o  et  *  =  CP  (fig.  164);  alors  l'expression  jS'^^  «e»*^ 
représentée  par  LCPlVL  Si  nous  retranchons  de  cette  surface 
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le  triangle,  C!PM|.il  iiona  jr^stera 

Mcteir  LOI  =  aiiv  LCPM  —  Irûii^  CPM I 


9êeUurLCMs=»fydjt  —  ^l 


'  ■  .1  .       .    ■ 

dîfférentiant  et  réduiiânt ,  on  troQTera 

intégrant  de  nouTean,  on  aura     .     , 

a  secUun  MM  sBif(jdx  —  *£fy)  ; 

par  eimrfquent  Féquation  (187)  retient  h  belle '•ci  1^ 

aaecteurslCM^r^Ct...  (188}. 

*  ". 

Noos  supprimons  la  constante  C,  parce  que  notts  ipfonTons 
supposer  que  le  tempa  oomirience^orsque  le -mobile  estien 
L.  cas  où  le  secteur  est  nuL  . 

Faisons  C:=  aA.,  l'équation  (188)  devieiidvâ 

8€0teur_hCM.  =  Kt  ; 

ce  qçi  nous  apprend  que  lorsque  le  mobile  >  sollicité  par 
une  fbrce  qui  l'attire  vers  uif  centre  C ,  décrit  la  courbe  LM, 
la  surface  du  secteur  LQML  est  proportionnelle  au  temps 
que  le  mobile  emploie  à  parcourir  la  courbe.  Cette  pro- 
priété est  connue  sous  le  nom  de  principe  dês  aires. 

336.  La  formule  (i83)  est  .toujours  intégrable  lorsque 
les  forces  étant  dirigées  \ers  des  centres  fixes  ^  sont  des 
fanctions  des  distances  du  centre  d'attractioil  du  mobile  à 
ces  eentres. . 

Pour  le  démontrer,  soit  M  (Hg.  148)  le  centre  d'attraction  Fig.  148. 
d'un  mobile  cpii  serait  attiré  par  des  forces  P,  P^y  P^>  etc  , 


yers  les  centres  tixes  C,  C,  C,  BlK-  OoïhMoiil'     '  l"»*^-P, 

a^,  _)-,  *  le*  cDOfJontiée)  du  pbînt    irf,  ' 

a,  b,  c  les  coordonnées  du  centre  C , 

a,  i',y  les  «oordonnÉds  du  centre  C, 

a',  If",  c  les  coordonnijes  du  centre  C, 

etc.  etc.  ...  .TliK 

P  '  P'>  P"'  eîCflcs  distances  CM,  C'M,  C'M,  etc., 

«,  S,  y    les  angles  Torméd  par  ^  »ve«  les  axes  coordonnés, 

«',  £" ,  y'  les  angles  formés  par^'  avec  les  axes  coordonnés^ 

a",  C,  y"  les  angles  formés  pat  p'iiét  lés  aies  coordonnes, 

etc.  a  te 

La  résultante  de  toutes  les  forces  altraotives  aura  pouK 
composantes,  suivant  les  axes  coordonnés, 

X  =  P  cos  a  +  y  cos  •'  4-  î"  cos  -"  +  etc.,  i 

Y  =  FcosS+P'cosf -t-P"cosC"  +  Bto.,[...   ( 

Z  =  P  cos  y  +  P'  cos  y  +  P"  nos  y"  4-  «to.  }. 

La  projection  de  la  droite  CM  sur  l'axe  des  x  étant  repré- 
.  i,j5,  sentée  dans  ib£gure  i65  par  Blf,  nous  aTOnS 

BÛ  =  AB  — AD^ 

et  sa  obserrant  que  A.I}  et  AD  ne  sont  autre'  chose' q'û'é'Iea 
coordonnées  jr  et«  des  points  M  et  C  surlase  des '« 
que  BD  étant  la  projection  de  MC  sur  Ce  ùlêmé  âx'é 
pnun  expression  analytique  pcast;  on  trOuvefa',£ti  sUbAt''' 
tuant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente' 


Axe,  S 


ce  que  nous  disons  de  la  projectioa  de  MC  sur  l'un  des  axe^ 
pouvant  s'appliquer  aux  autres,  nous  aarons,  pour  déter- 
miner les  angles  »,  C,  y,  les  équations 

/joosi»^*^»,    pco5C=^y  -"b ,     /j  cos  y  =S  I --- tf 
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De  même  let  angles  m,  t\  y',  etc.|  m",  C,  /,  elp»,  miimt 
ipan^  pur  le^  ^ii^^ip^s  ^ 

fpofim'p^^i'^a,    foMCxs^/ff^b,    /cw/f=y'— c, 
etc*  etc«  etc. 

par  ooméquanli  ea  Atii|iii«it  aet  ia^es»  les  éqwtiiétti(i89) 
dUfieadlymil 

P  P  pC 

r^  /^  P  ' 

-    ■>-^i»(»— g) .  tyP*^— *) .  i»>c»'— »  1  -., 

SoIwtitwmtaetmkniriidMMk  fi^oni«l»(i83}»,<màbtieDdira 

+/V(^  rf*'+  ^  «£y+  ^'rf.^  ^h  etc. .  (.90). 

Or^  les  distances  du  point  M  aux  centres  'C,  G^  (?,  etc.  9 
étant  données  par  les  é^uAtîoos 

(x — ay  +  (y— by  +  (*  -  çy  =f\ 
W—  ay + Ck'—  iy + (s — cy = p",  etc. , 

nous  troayeronsi  après  avoir  dlfierentié> 

^  *'*' + ^^ ''•'"^  ^"  ^' ^  i^  ' 

"'72  rf.'Hr^rf/H^î^.d.V^",  etc. 


P  ■     P  '    P 

S«h>Ut(uM  ce»  TAlenns  ^i».  l'éqnrtion  (i9p):i.ii«id»i«I>^ 
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et  comme',  par  hypothèse ,  P,  P^,  P^^  etc. ,  sont  des  fimctions 
de/>,  àep\  dé  p*, etc.,  l'expression  Pdjp  +  'S^dp'^+  etc.',  ne 
contiendra  qu'une  variable  dans  chacun  de  ses  tiermes^  et 
son  intégration  sera  ramenée  ans  quadratures. 

Ohserrons  que  les  facteurs  dp,  dp', etc.,  ponmientétr^ 
n^atifs  si  quelques -unes  des  expressions  «  —  a,  y^^h , 
zt'Q^  jt'— a,  J^— '6,  etc.,  derenaient  a  —  *,  ^^^ y% 
c  —  «;  a-T^a'i.ÏK — y,  etc."    ^ 

337;  Pour  donner  une  application  de  ce  théorème;  cher- 
chons à  déterminer  la  vitesse  dans  le  mouyement  d'un  corps 
qui'sertfft  attiré  yers  un  seul  centré  fixe  par  une  ftnroè  P  qui 
agirait  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  centre 
^attnleiticM  du  lâbbile  au  point  fixe.  Plaçons  Pake  des  m  sur 
là  direction  de  cette  force  ;  et  .pour  .qu'elle  augmente  en 
même  temps  que  )b,  disposons  les  axes  coordonnés  comme 
Fig.  166.  dans  la  figure  166,  nous  ai^roba  '  \    '.  \    •■ 

p  =  AÇ7*-AM=:c  —  aj    donc    dp^^i^^dz. 

Nommons  g  l'effet  de  la  force  P  à  là  distance  r  du  point  C  , 
et  P  son  effet  à,la  distance  />,  nous  aurons  la  proportion 

_,  •  p  •  •  ^^  •  ^^ 

g  •^  ••  j,%  •75> 

d'oii  nous  tirerons 

P  — ^. 

la  valeur  de  dp  étant  négative,  Vdp  devra  être  remplacé 
par  — ^  dp)  intégrapt,  nous  réduirons  l'équation  (191)  à 

J\^dx'\^Ydy  +  Zdz)=^. 

Substituant  cette  valeur,  dans  la  formule  (182),   nous 
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obtifindrans 

i;»  =  C  +  a^...  (192). 

Bout  déterminer  la  oonstaute,  nous  supposerons  que  le  mo- 
Ue  M  oommence  à  se  mdUTOÎr  en  un  point  dont  la  dis- 
luoe  p  au  centre  C  soit  a  :  alors  la  vitesse  sera  nidle  en  œ 
pcnnt|  et  nqos  aurons 

a  ' 
ptr  conséquent  l'équation  (iga^)  deriendra 

Si  l'on  prend  a  pour  unité  de  distance  1  la  Taieur  de  i^  ne 
lilèrera  pas  de  celle  que  nous  ayons  déterminée,  art.  3i5. 

338.  Pour  première  application  des  formules  (180) ,  cfaer- 
dions  la  trajectoire  d'un  point  matériel  qui  se  meut  danfe 
Pespaoe  en  rertn  d'une  impulsion  unique.  Dans  ce  cas,  les 
farces  accélératrices  sont  nulles^  ainsi  nous  ayons 

X=sOy    Y  =  o,    Z  =  o, 

et  les  équations  (180)  se  réduisent  à 

JHj  rfV  d^x 

multipliant  par  dt^  elles  deviennent 

rf*«  d'y  d'x 

^  =  0,     -^  =  0,     ^-  =  0. 

Les  intégrales  de  ces  équations  seront 

dM  dy       ,       dx  5 

3F=^'    37  =  *'   57  =  ^---  ^'9^>' 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (181)1  nous  trou- 
verons 


I 


dnaAQbi: 
t!  ^  ^/a°  +  i'  -f-  c'  ^  comtanfe; 
donc  en  appelant  A  celte  contante, 

rfî'~     ' 
et  par  oUnscsuent,. 

s  =  Af+B; 

d'où  il  suit  (]uc  le  mouTeihent  eiX  uniforme. 

Ce  mouTement  s'effectue  en  ligne  droite;  car  les  équatiom' 
(193)  multipliées  pàriActailt'îlittgrées,  donrieWt' 

a  =  o(4-c',     y^bt-\-b',     x  =^  at-\-a'; 

éliminant  /,  on  IrouTC 


^^       +_ 


^=---f- 


On  reconnaît  dansces  équations  celles  d'une  ligne  droitf>' 
dan  a  l'espace. 

Du  jnouvemenf  d'un  point  matériel  assujetti  à  se' 
mouvoir  sur  une  courbe  donnée. 

fig.  16;.  339.  Lorsqu'un  point  matériel  m  (fig-  167)  nanspesan- 
leur  cât  assujetti  à-seinouvoirsur  une cbnrbe en  vertu  d'une 
force  d'impulsion  EL,  si  l'on  déconi[io5e  K  en  deux  forces, 
l'une  ?nN  =  K.'  normale  à  la  courbe,  et  l'autre  ;nT  =:  K 
tan(;eute  à  la  courbe,  la  force  normale  sePa  dL'truite  par 
la  résistance  de  cette  courbe,  et  1*  force  dirigée  suivant  U, 
tangente  aura  seule  son  effet.  , 

En  considérant  la  courbe  comme  un  polygone  mwi  m  m  , 

Fig.  iGS.  etc. ,  (fig.  168)  d'un  nwmbre  inlini  de  côlés,  l'angle  tnîmt 
formé  par  le  prolongement  du  côté  mni  avec  le  côté  sui- 
vant-m' nt'',  et,lap[^\&'Yangifàe  contià^rice;  -nù^itiAe  ri/t 
présenterons  par  a  :  le  plan  tm'm"  est  le  plan  osculateard 
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{oU)t  m-f^  o^TjjtlWj  daiM«Ifj<  qoprbei  fH^^m  >  esfi  cî^Im  de  1» 
oourbç. 

Le  ip9M)%  n^f  aoUitiité  pae U  £Mrce«K|  reçoit  «no  TÎteMe 
lera  am]vé  mr  «u.  il  ^  44tameni>  pour >  ptvqonrip  m^m'l 

.  ^qwr-QBt;  Qfi)ti,.  iwpràmioQfr  la  Tttaate  v  pan  la*dl«Ste 
ViI^f.$î:iKllia  décompoiana  711^9  en  deux  ^îtwMs^  Vtmé'mfn 
dirigée  saÎTant  le  côté  rnm',  et  raotro  m'/  perpendiènlmre 
l  ^cftt^f  .nona  i  avromi 

m'i'sEi  niq  sili  twlnf^      m'.n  =. m'^  cos  im'm'^ 
«a.        " 

LakCoaqpoaant»  4?6in  #- .étant  dëtmite  par  la  résistance  du 
paljngone^  la.^Uesae^^  s^ra^rédoîte  à  f^  cos  «;  par  conséquent 
k'HÎtpMei»  perdpe^pii  est'étfaléà  la  rHesse  priinifiie  moins 
k^iteiaf  actnsUe/stra-eoiprîniée-par  f^  — f^cos»;  ou,  ce 
qai ietl.U mèneohoae,  par- «^ ( t  —  cos #). 

Quand 'an  Iteuid'ftn  polygone  on  a  nne  coarbe,  Pangle 
tmm'  deyicnt  ip^iiiiient*,  petitr  Daps  co  cas^  la  TÎtesse 
v{i  — -  cos  tî)  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre. . 

Pour  s'en  conTainçre^  il  sulEt  de  remarquer  que. i^^cos.« 
représentant  le  sinus  Tcrse  DB  (fig.  169)  de  Tanglé  &  mesuré  Fîg  irg. 
par  l'arc  CB ,  nous  ayons 

AD  :  CD  ::  CD  :  db. 

Or,  qoand  un,ai:cNCB  est-.inÇi^nicn^  pçtit,  il  en  est  de 
même  de  CD;  et  puisque  CD  est  infiniment  pelit  à  l'égard 
de  AD,  il  faut,  en  yertu  de  la  preport^n.  précédente,  que 
DB  soit  aussi  infiniment  petit.à  l'égard  de  CD',  c'est-à-dire 
sait  mtîi^Qiiimentpçtijt  fl«.«€vçoinflpi;d«ef  Aiuitiila:vitesse^ui 
eaj^peidiiç.fl^.  d^pQ «6té  infiniment  pelâiidai polygone'» 
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étant  an  infiniment  petit  d'un  ordre  inférienr ,  doit  être 
négligée  devant  la  vitesse  v  cos  m  qui  est  un  infiniment  petit' 
du  premier  ordre.  D'où  Ton  peut  conclure  que  Immobile  qui 
parcourt  la  courbe  connerve  toujours  toute  Ut  Vitesse  qui 
lui  a  été  imprimée  lorsqu'il  s'est  mis  en  mouvement. 

340.  Quant  à  le  force  i^  sin  m  qui'  presse  la  courbe  et  qui 

est  détruite  par  sa  résistance^  cette  force  varie  à  chaque 

élément,  puisque  sin  a>  change  continuellement;  -par  consé- 

'  quent  on  peut  la  considérer  comme  une  force  accélératrice 

qui  agirait  sur  le  mobile. 

Si ,  outre  cette  force,  il  y  avait  plusieurs  forces  ftccélé- 
ratrices  appliquées  au  point  m,  en  les  décomposant  de  la 
même  manière^  on  devrait  ajouter  à  f^sin  «  toutes  les  com- 
posantes normales  de  ces  forces  accélératrices. 

Fig*  167.  ^4^'  Imaginons  au  point  m  (fig.  16^)  une  force  nor- 
male N,  directement  opposée  et  égale  à  la  résultante  de 
toutes  ces  forces  ;  la  résistance  que  la  courbe  leur  oppose 
sera  mesurée  par  lï.  J^ommons  «^  C,  y  les  angles  que:  cette 
force  accélératrice  normale  fait  avec  les  trois  axes;  ld%  coim- 
posantes  de  N  suivant  ces  axes,  seront  respectivement 

N  cos  tt  y    N  cos  C,     N  cos  y, 

et  devront  s'ajouter  aux  forces  accélératrices  X,  Y,  Z 
dans  les  équations  (180)  du  mouvement  ;  de  sorte  que  nous 


aurons 


g^  =  X  +  Ncos- 


^^=Y  +  NcosfV--  094). 
^-  =  Z+Ncosy 

A  ces  équations  nous  en  réunirons  deux  autres  qui  ré- 
sultent des  relations  nécessaires  qui  existent  entre  les  angles 
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•1  C  et  y  ;  la  première  de  ces  équationà  est 

cos**  +  cos*C  -f  cos'y  =  I. .  .(195). 

A.  Fégurd  de  la  seconde  ^  nous  observerons  que  lorsque  deux 
droites  qui  sont  à  angles  droits  dans  l'espace  forment  ayec 
les  axes  coordonnés  des  angles  «>  Cj  y  et  et',  £^  y^  on  a  , 
fêprèa  les  principes  de  la  Géométrie  analytique , 

eostfCostf'-f-cosCcosf +cosyoosy  =0  (*). 

Dans  le  cas  présent ,  cette  équation  subsiste  entre  la  tan- 
gente et  la  normale  ;  car  i^j^yy  étant  les  angles  formés  par 
k  normale  N  arec  les  axes  coordonnés ,  cette  normale  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  en  m ,  qui  fait  avec  les  axes 
GMMrdonnés  des  angles  que  nous  pourrons  représenter  par 
•y  C,  y';  ces  angles  m,  C^,  y  étant  aussi  ceux  que  l'élément 
delà  courbe  forme  avec  les'  axes,  on  a 

""-H'  ^"ds'  ^-a^ 

labstitaant  ces  taleurs  dans  l'équation  précédente ,  il 
rieodra 

dx  ^  ày         M  .   dz  ,    c\ 

^.cos*+ -^.cosC+ y-^sy  =  ®'*-  (ï9^)« 

34^.  Pour  déterminer  la  vitesse ,  on  multipliera  les  équa- 
tions (194)  >  la  première  par  ^dx ,  la  seconde  par  2â^,  et 
la  troisième  par  %d%^  et  en  les  ajoutant  on  obtiendra 

adk  ^  +  ady  ^  +  arf.  g  =  a  (XdW  +  Trfr  +  W*) 

+  aN  (ûb  cos  *  +  cly  cos  C  +  &  cos  y). 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  doit  être  supprimé  à 


(*^)  C'est  réquation  de  Fart.  i44»  <iui  «  ^(^  démontrée  art.  i43. 
Mlim.de  Mécanique*  i4 


cause  de  la  t^lation 

suivante,                             ^^^^ 

1 

+  |-^+a""=»^      1 

■ 

n  nous  restera 

1 

■ 

=^'È+=*i 

+  2d.g  =  a(Xrf.  +  TJy  +  ZJ 

P 

ou  pluMl 

Kemp  laçant  la  som 
Tariablcï  par  d*'  et 

me  des   carrés  Aes   différentielles 
intégrant,  nous  obtiendrons 

de> 

df~ 

3Aï'^+Y<y-hZrf<). 

■M 

,''  =  2/CXrf*  +  Trf>'  +  ZW0---   C«97)'        ' 

■ 

343.  AppliqnooB 
lératrices  sont  nulle 

CCS  formules  aa  o»S  où  les  forces  SKfii- 

s;  on  a  alors 

et  par  ooaiéquent, 


Anuî,  un  corps  sans  pèsaaïeilr  qdî  se  AolirtJ^  BArane 
courbe,  conserTeraiï  toiiibnn  lii  inAiié  Titè^  t^eit  â> 
que  nous  avons  dé^à  prouvé  dans  lliTfothise  oii  Ifr  point 
qui  est  mil  en  mouTément  Utaït  mite,  krt.  1ih'^.  . 

344.  Su[<flblftMliS  Vintitt«Mât  que  le  întAilfi  ^ni  glisse  sur 
la  courbe  soit  un  corps  peianti  noas  aurons  dans  oe  cas 

X  =  o,     T=so,     Z^g, 

et  alori  |^éqBBfial  <«^>  se  récliiit.-à  :   - 


MOtry.  d'un  I^INT  MATtAiÉL  lUR  imft  COURBB  DONNAS.    AU 

Sii'  détient  Y  quand  z  est  nul,  nous  aurons 

V*=aC 

Substituant  cette  i^aleur  dans  l'équation  |!)rèbédentë|  hoUS 
tbtiendrona 

d'oji  nous  tirerons 


i»=V/2^  +  V*...  (198). 

Cette  équation  donne  la  ritesse  1  indépendamment  des  re- 
htions  qui  peuvent  exister  entre  les  coordonnées  «,  y,  z\ 
{Mr  cddséqueikt  cette  vitesse  a  lîëu  quelle  que  doit  la  forme 
<le  la  courbe. 

L'équation  que  nous  Tenons  d'obtenir  pour  déterminer 
U  vitesse  ne  suffit  pas  Ibrsqù'ofa  veut  connaître  le  temps 
6t  l'espace;  car  ëa  f  mettant  la  valeur  de  V|  on  a 

on  tire  de  cette  èqttatton 

As=— :==rTr=...   (199); 

et  en  mettant  la  valeur  de  éU  (note  dé  la  page  97) ,  nous 
auront 

OVf  pour  intégrer,  il  faut  qu'au  moyen  des  équations  de 
la  courbe  >  on  puisse  réduire  cette  dernière  à  n'avoir  que 
deux  variables;  car  supposons  que  les  équations  de  la  courbe 
sôiefit 

i4** 
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Si>  à  l'aide  de  ces  équations- et  de  la  précédente,  on  pairient 
à  éliminer  deux  des  variables  at,  j^,  s,  il  ne  s'agira  plus  que 
d'intégrer  une  équation  entre  dû  et  l'une  des  coordonnées 
du  point  matériel. 

345.  Par  exemple  ;  si  la  courbe ,  et  ce  mot  est  pris  dans 
toute  son  acception,  est -une  droite  située  dans  Pespace,  les 
-équations  (2^01)  sont  alors  de  la  forme 

4p=sa/s-|-«,    ^E=62-|-C...   (202); 

on  en  tirera 

dxssadzf    dysscbdB^ 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (200) ,  on  la 
convertira  en  

/ti^   Il  I      ■  i    —  - 

Si  le  corps  part  du  repos,  la  vitesse  initiale  est  nulle,  él 
l'on  a,  en  divisant  par  le  radical  du  numérateur, 

dt  dz 

|/a»+è»-f  I  ~"  V^2^  ' 

intégrant,  on  trouvera 

-r-  +  C  =  -—  V'^ë^  •  •  •    (  ^^3  )• 


346.  Pour  obtenir  l'espace  parcouru ,  nous  remplacerons  le 
radical  supérieur  de  l'équation  (200)  par  ds^  et  supprimant 
V  qui  est  nul  dans  notre  bjpothèse,  nous  réduirons  cette 
équation  à 

éliminant  z  de  cette  équation  à  l'aide  de  l'équation  (2o3)  , 


MOUT,  d'un  point  IÇATiaiXL  SUR  VUE  OOUBBB  DONNil.   31^- 

BOUS  trooTerons  / 

d,=:-—MÉ==  +  Cgdt, 
eten  int^prant,. 

ce  qui  montre  que  oe  mouTement  est  le  même  que  celui 
fan  corps  qui  descendtaii  le  long  d*an  plan  incliné , 
comme  on  devait  s^y  attendre. 

347;  Enfin  y. si  l'on  demandait  quelles  sont  les  Taleors  de 
diacune  des  trois  coordonnées  x,  y  et  s^  en  fonction  .du. 
temps ,  la  dernière  est  déjà  donnée  par  Péquation  (2o3)  ;  et 
a  Paide  de  cette  équation  et  des  équations  (20a) ,  on  dé* 
terminerait  x  et  y  en  fonction  de  i. 

348.  Lorsque,  comme  dans  le  cas  présent ,  la  courbe  sur 
laquelle  se  meut  le  point  matériel  est  plane,  et  renferme 
les  forces  accélératrices ,  en  plaçant  dans  le  plan  de  cette 
courbe  les  axes  coordonnés  que  nous  supposerons  être  ceux 
des  4P  et  des  y,  la  troisième  des  équations  (  194  )  cessera 
d'exister,  et  les  équations  (iqS)  et  (196)  se  réduiront  k 

cos*  «+cos*C  =  i,     -7- cos  « -h  ir^  cos  C  =s  o ; 

€18  ds 

et  au  lieu  des  deux  équations  de  la  courbe,  nou$  n'en  au* 
roQS  plus  qu'une  seule,  qui  sera  de  Informe 

349*  La  TÎtesse  donnée  par  l'équation  (198)  étant  déter- 
minée sans  qu'il  soit  besoin  dé  faire  usage  des  équations 
(201)  ,  concluons  que  la  vitesse  ne  dépend  point  de  la 
forme  de  la  courbe ,  mais  de  son  ordonnée  yerticale.  Par 
conséquent,  si,  k  partir  du  point  O  (fig.  170)  où  ff  =  aFig.i70' 


9^4  OmAMlQO^. 

rig.i:<i.  et  (-^V,  on   mène  divers  arcï  de  «Murbe  OM,  OM'^ 
OM",  etc.  ,  qui    to    tiTtiiinntil  uu   plan    liorÎEoiital    KL; 
loutc»  les  ordoDuéfli  t  do  ces  poEoU  étant  égal»,  il  «'un- 
I  suit  qu'eD  faiiiant  partir  du  point  O  difi'érenx  inobiloa  avec 

la  marne  vituntcV,  il«  auront  aciiuîs  dci  vitcisps  é^^ales  lor»- 
(lu'ih  icront  arrivés  »ux  poinU  M,  M',  M",  etc. ,  situés 
sur  le  plan  horiiontal. 

i^o.  En  géuér&I,  quel  que  aoit  le  nombre  de  forces  ac^ 
c6|ératrices,  U)riK|ue  rtîquatîou  eit  intégruiili; ,  o|i  peut  dé* 
terminer  v  sans  qu'il  soit  nC-cesssirc  dWligncr  la  cpurbe' 
Kn  cflet,  si,  d'aprtts  1^  nature  det  forces  accélératrjcei ,  on 
met  dans  l'équation  (197)  les  vslrars  de  X ,  de  Y  et  de  Z, 
en  fopetion  dus  coordonnées x,  y,  s,ci  quo l'euprosion 

fÇUx  +  ydy  +  tdz) 

suit  intégrable,  nous  pourrons  la  représenter  par  ^^m 

/(',  .V.  0.  '^Ê 

et,iil9>'4  r^i^lwn  (197)  deviendiu  ^^^ 


,  on  aura. 


esprewion  qui  n«  déMi;|d  one  itfk  coordonnée^  des  points 

',>.'■'« a ;i;;'5^'    ,'  '„;■■;.;  '■.  "  ';■;': 

35t.  Nous  a?ons  tu  qijie  la  force  normale  N  dérinît  des 
composantes  des  forces  acoéUVitrlcei ,  prises  dans  le  sens 
d«  L|  n((rn*fil<lj^i  Ja  ^swjçjjf),  et  ^e  \f^  \orc^  norpaaje , pep- 
^«itp  par  U  vilei^ç,  Pour  ^val(iè]r  «Me  <K^'^''?  ''•'*if  » 
i.a^ifl{Ops  1^  ï(erpflpdiv«laii:ei  on,  pn'  (%  17»}  svir  \pi 
milieu»  des  ç^té*  éC»*^  co;v*Wtîf«  ?7»V,  m>"  dVfl  BP.|jf- 
gi^ne  4>P  t'ifi  [[""«n^  w»l>re  dp  çôjéf ,  l'ange  <w,V,(!^r^ 
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par  Tuu  dt  cm  côtéa  et  lo  prolongement  de  l'autre  >  sera 
I  angle  que  noui  avons  représenté  par  «.  Or,  les  angles  n  et 
n*  du  quadrilatère  fion'w!  étant  droits,  on  aura 

nonf  -(-  nmln'  =  a  angU»  droits  :=  ttnfm"  -f-  nm'n  \ 

donc 

tm'm!',    ou    «  ss  non'  p=  ^nom\ 

U  petitasst  da  Tangle  nom^  qui  est>  mesuré  par  Parc  quî 
lai  oiurMspottdy  permet  de  prendre  le  sinus  à  la  plaoe 

de  l*aro ,  et  comme  ce  sinus  est  ex|)riuié  par  t  i  ou 

plutôt  par  ^- ,  puisque  les  droites  nio  et  iio  sont  cen- 

léeH  égil^»  in>ua  trouverons 

am'w       mm' 
iiio  no  ' 

en  passant  du  polygone  il  la  courbe  qui  en  est  la  limite  , 
le  eélé  m* m  deviendra  l'élément  do  la  courlie,  et  no  sou 
YfijK>n  dp  pourbures  par  c^uiféquept  rexpressioi^  précédente 
le  changera  en 

da 

y 

Nommons  ^  la  force  accélératrice  qui  dérive  des  com- 
posantes normales  de  la  vitesse  ;  comme  toute  fbrce  ac- 
célératrice est  représentée  par  l'élément  de  lo  vitesse ,  di- 
visé par  celui  du  temps ,  et  que  dans  notre  cas  Télément 
de  la  vitesse  est  v  ain  « ,  nous  aurons 

V  sin  «» 

OU ,  |iarce  que  tout  arc  infiniment  petit  peut  être  substi- 
tué il  sou  sinus,  eclto  expression  deviendra 
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'^^^B 

'^Tr 

cmplaçanl  u  par  sa  valeur  que  nous  veno 

ins  de  trouver 

tous  aurons 

'=^s  ""  "=-,■ 

A.  l'égard  de  la  pression  normale  qui  résulte  des  autres 
forces  ,  on  la  déterminera  par  le  parallélogramme  des 
forces. 

352.  Supposons,  par  eieinple,  que  la  courbe  soit  plane, 
et  que  les  forces  qui  sont  appliquées  au  mobile  agissent 
dans  le  plan  de  la  courbe ,  on  réduira  toutes  les  forces  k 
une  seule  R  dirigée  dans  ce  plan  ;  et  en  nommant  t  l'angle 
que  cette  force  fait  ayec  la  normale ,  on  aura  B  cos  *  pour 
la  composante  de  R  suivant  cette  normale.  Si  cette  force 
agit  contre  la  courbe ,  elle  sera  en  sens  contraire  de   la 

force  —  qui  presse  le  point  matériel  sur  la  courbe,  ou  , 

ce  qui  est  la  même  chose ,  qui  tend  à  l'éloigner  du  centre  ; 
nom  aurons  donc ,  dans  ce  caa , 

Ns^— RcoaS. 


Pu  ^tt)uv«tiUft-4tim  point  matériel  amtftUi  4  *« 

aur  uM  mrjact, oourhf.   .  .\...  .'■ 

3S3.  lionqa'aa  poin^  loat^iùl.  qni  ne  pnit  ■•  i^p^Tiùf  ^M  tôt  MP 
■nifacc  Gontbc  m  lonliui  à  V^^i^  ^'  ploiienn  Tarcet  iccâ^ritiicct, 
ce>  forcd  Tariibln,  et  Celln  qui  pnmsDnent  de  la  viuue  IniliBlg,  >a- 
lonc  noe  r^ioluote  qui  deria  éoe  d^lmite  par  U  reuatancc  qn'oppow 
Ib  lorface  j  si  nom  déalgnona  donc  par  N  celte  rétutance,  on  pourra  re- 
garder la  point  mslenel  comme  libre,  poonuqne,  dam  le*  équaiioiu 
(>bd),  on  faue  entier  la  cooip<)Hntn  de  N.  Four  cela,  aomnunu  «, 
i,  y  ht  angle*  qoe  celte  force  fait  atec  le*  axea  coaijloDiià ,  «e*  corn? 
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poontes,  surrant  ces  ues,  auront  pour  exprettions  N  cos  « ,  N  cos  C, 
et  Reot^;  par  com^qaent,  les  équations  du  monTement  demandé  se- 

itnt 

^•*-iV_.    HT 

^  =  Y  +  NcosC)'...  (îio4). 

Oq QBBnaltra les  angles  «,  C,  y ,  lorsqiie  Té^nation  L:so  de  la snrCace 
CBubeiera  donnée  j  en  effets  nous  avons  Tn ,  art.  <5a,  qa*on  dédoisait  de 
^éjoatîon  (*), 

dfL 

dx 


eos«s= 


v'(£y*m-'^-' 


cosC=: 


dL 


vm*(^y<ty 

Pbor  sini[difier ,  faisons ,  comme  dans  i^art.  6a , 

1 


=  V. 


Us  épations  précédentes  deriendront 

VdLi  .      .,  €(Li  m,  dVi 

^,    co.C=V^,    co.>  =  V^; 


(*)  Nons  supprimons  les  accents  qni  a£Eèctaient  r^jr,  «,  dans  les 
citions  de  l'art^  fia ,  parce  que  nons  sommes  libres  d'admettre  que  le 
point  d'application  de  la  force  N,  an  lieu  d'être  représenté  par  a/,  j/,  z% 
IesQitparar,jr,  «. 


2l8                                    i>i™amj(ju«. 

cl  tnaiDie  le  radical  comporle  Is  doubla  sigo 
qu'il  en  sm  de  même  de  V.  Subili(u»ûl« 

e,  il  ne  faud»  p«  oS^" 
■  mleuH  dans  lu  WiUalîui» 

£=^+"1  ■ 

..  (îoS). 

ê=--"Sl 

Ëliminsat  N  e 
doanA^î  dn  m. 

ntre  cei  l'qnatinm  ,  V  disporaUra  en  même  le: 
Dbileeii  (onction  du  lempa. 

u.p..c(roo 

354.  Prenons  pour  eierople  le  mQUïeinenl 
tphire  ;  plaçons  rotijjine  des  coorrfoonef»  au 
X  ;  y  dans  une  poiiilion  horiionldc,  et  enlii 

de  l'uic  des  t,  let  oidoDotei  positirei  i  a 
pesanteur.  Cela  pcMe,  lV'(|uaiiaii  de  la  tphèrc 

d'un  poiul  mart 

-riel  lue  unn      | 

i^ljipaccBU. 
oraut  lemJDie  1 
ï  clant 

>  le  plan  des 
upieqaa  !._ 

î'+r'  +  »'  =  fl'... 

raoÔJ. 

noui  eu  dc'dnii 

.J,+_^rf^  +  ,d.=„. 

,.  (10:) i 

./L 

. 

_  . 

Jj      '' 

ï/^.+j->  + 

"^        "' 

D'un  autre  câ 

IL-,  Il  >eule  force  accéléra (rice 

qui  e»sle  ici  eu 

aat  ^,  non.- 

CM  valeuTi  Tédaûealltt  AplitJoiwfM^k      ^    ' 

p=s'-,  pi=\Z.  p='g+s'-...-t^    '  ■ 

Ponc  élimiiitt  If 'entre  ceifquiltibiu,  QiDffiiâ-^H  deux  pfeniière*,  eld«  ' 
muliipliei:  l'une  elTaotre  par  la  variable  qu'elle  ne  renfenBepaa;  opëranl 
■irui ,  prenini  la  différence  dei  lâullau ,  et  aupprimant  dd  dei  facteoi» 


F  enatani. 


dirdx~r^i_ 
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Pour  avoir  une  seconde  «kpation  parce  que  celle-ci  contient  trois  Ta> 
riaUes ,  on  mnltîpliera  chacune  des  trois  équations  (!io8)  par  la  difitt-. 
leniieile  de  Ja  variabJe  qu'elle  contient ,  et  Ton  obtiendra 

(I  comme  la  quantité  qui  est  refifermé^  entre  les  parenthèses  e|t  nulle, 

CA  Terlu  de  réqnation  (307) .  le  rcsi^Uat  que  nous  venons  d'obtenir  se 

lednit  à 

dxébx  -f  àfd*y  -^  dtd»z  _     , 

mnltipliaiu  par  a  et  intégrant ,  on  a 

- — T]^^.      —  =  ^»+C...(aip)* 

C'est  eotia  cette  équation  et  les  équad^os  (9p6)  et  (aog)  qu'il  faqt  éli- 
adner  deux  des  aaiifblas  x,  ^  et  s  pour  qae  IHptégraiioa  an  s^c^àctuant 
pnase  nous  donner  Paatre  Tapable  en  fonction  dp  temp9  )  mais  avant 
que  de  prooêder  à  cette  élimination ,  on  eotroroît  déjli  qii9  le  résultat 
qm'on  obtiendra  sera  indépendant  de  la  force  noraiale  N  qui  a  disparu 
de  ces  équations. 

355.  En  considérant  l'équation  (aïo) ,  il  est  facile  de  voie  que  puis- 
qu'elle ne  contint  dans  son  second  membre  d'autre  variable  que  z,  la 
séparation  des  variables  x^jr^z  s'ciFectuerait  si  l'on  pouvait,  h  l'aide  des 
équations  (ao6)  et  (209),  déterminer  les  valeurs  de  dx^  -f-  dy*  en  fonc- 
tioo  de  s,  ppnr  la  substituer  daqs  le  premier  membre  de  Téquation 
(aïo).  Or^  1  équation  (907)  qui  dérive  de  (906},  et  l'équation  (209},  élc* 
vécs  ai)  carré ,  pous  donnent 

jr?4*  •  —  ^Xi^^X  ^r  »*dy^  =  C?d«^  j 

et   Ton  voit  que  le  terme  en  dxdy  disparaîtra  du  résultat  en  ajoutant 
ensemble  ces  équations.  Effectuant  donc  cett^  opération,  on  trouve 

ou  plutôt 

mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  T>-#-y»  tirée  de  Tcquat.  ('ioO), 
on  obtient  euGn 
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dx*  -f"  4r*  ^^ 


a» — z* 


substîtaantceUeTalenrdantrëquatioD  (aïo),  et  supprimant  les  temief» 
z^dz*  qai  se  de'truisent,'  il  Tiendra 

dt=i —  .  (a*ï)- 

L'intégrale  de  cette  équation,. qui.  ne  pourra  se  déterminer  que  par  ap- 
pjTo^^imation,  donnera  la  yaleur  de  s  en  fonction  du  temps. 

356.  Pour  trouver  les  autres  yariables  en  fonction  du  temps,  soïtft  It. 
valeur  approximative  de  s,  fournie  par  réqnation  précédente  ;  on  pourrait 
bien  la  substituer  dans  Péquation  (aïo),  et,  en  combinant  ensuite  cette 
nouvelle  équation  avec  ceUe  qui  est  désignée  par  (209),  obtenir  deux 
équations,  Tune  en  x  et  en  t,  et  l'autre  en  j^  et  en  t;  mais  alors4es  ▼»- 
riables  x  et  t  dans  la  première,  et  jr  çi  t  dans  la  seconde,  ne  seraient 
pas  séparées.  C'est  à  cause  de  cet  inconvénient  qu'on  emploie  cet  antre 
moyen  pour  parvenir  aux  valeurs  de  x  et  de  j^  en  fonction  de  t. 
Fig.1^3.  Soient  AG  =  X  (  fig.  173)1  DCssjr,  m1>r=«,  les  trois. coordonnées' 
du  point-  mr  de  la  sphère  où  se  troave  le  mobile;  si ,  pour  une  iralear  de 
Zf  on  donnait  l'angle  CAD  que  fait  la  projection  AD  de  la  droite  Ans 
avec  l'axe  des  x,  il  serait  facile  de  déterminefr  x  et  j^ en  s.  EIn  effet,  nom- 
mons S  Tangle  CAD ,  comme  Am  est  égal  (au  rayon  a  de  la  sphère,  nons 
avons  évidemment  AD  c=  V^a*  — r  z*)  et  le  triangle  AGD  rectangle  en 

G,  nous  donne 

AC  =  ADcosCAD,    CD  =  AC8inCAD, 

ou 

X  =  \/a*  — z'.cosô,   y=y  a*  —  a».sinô...  (aiî»)  } 

CCS  deux  équations  établissant  une  relation  entre  les  variables  x,  y,  z, 
tiennent  la  place  de  celle  de  la  sphère ,  qu'on  obtiendra  en  ajoutant  la 
somme  de  leurs  carres.  A  la  vérité,  nous  avons  la  nouvelle  variable  B^ 
mais  aussi  nous  introduisons  dant  le  calcul  une  équation  de  plus. 
En  diiFe'ren liant  les  équations  (3ia),  nous  trouverons 


zdz 


dj:  =  —•  sin  SdB  \/a*  —  z» ===:  cos  B 

dy  =:       cos  BdB  y  a*  —  z*  —  —  sin  ô 

multipliant  les  dqnations  (3i3)  l'une  par  la  seconde  des  équations  {iii), 
et  l'autre  par  la  première  de  ces  équations  ,  et  prenant  la  différence  des 
it'sullats,  on  trouve 

ydx  —  xdy  =  -.-  (^a  —  z*)  (sin'  B  -f-  cos»  ô)  di  , 


Momr.  dNjn  point  iu.t£risl  sur  vnb  sinûPAtsB  ooubml  aai 

on  platAc  y  parce  qae  sin*  8  +  cos*  6  é^ivaQt  à  runîié, 

^dlx  —  xd^  =  («*  —  a*)  JO. 
SobicîuiuiK  cette  Talenr  dans  réqaatîon  (log),  on  obtient 

(a*  — a>)^0  =  C<2<» 
einur  conaëaiient 

<«= rt 

«■  —  a* 

icmplaçant  dk  par  sa  Talenr ,  tinfe  de  Te^nation  (ai  i) ,  on  obtient  enfin 

-^      .  aCdM 

■" (».  —  a»)  V(««  — «•Ma^H-CO  — €•' 

Cette  ë^oatioii,  intégrée  par  approximation ,  fera  connaître  la  ralenr  de 
i;  OD  en  dëdoira  enanite  oellee  de  coa  0  et  de  ain  0 ,  qm ,  ^tant  snbatituéea 
du»  les  ëqnationa  (aia),  détermineront  lea  valeurs  de  jr  et  de  jr  en 
ibBcàon  d«  a,  et  par  conaë^ent  do'^ temps  dont  a  est  nne  fonction. 

357.  L^ë^nation  (a  10)  détermine  la  TÎteaae  indépendamment  de  la 
fiM€t  flonnak  N^  car  la  somme  des  carrés  des  difiîfrentieUea  étant  égale 
tm  curé  de  d!t  «  cette  équation  nous  donne 

oa 

et  par  oooaéquent  

Mais  ai  Ton  demanda  la  valeur  de  cette  force  N»  il  faut  recourir 
ans  éqiiationa  (ao8);  on  les  multipliera  respectirement  par  x,  parjr* 
et  par  s ,  et  en  rénniasant  les  produits ,  on  obtiendra 

"^ =  ^a  +  -(x«+r*-Ha«)...  («4> 

Or  y  la  différentielle  de  l'équation  (907) ,  c^est-h-dire  l*éqnation 

d  (xdx  '^ydf  +  *àt)  =  o  y  nous  donne 

xd^x  'hyd^y  "h  9d*z  _      (<far«  -t-  <jr *  +  '^*)  _ 

dt*  ~  dt^  ""      "*• 

Soîbstîtuant  cette  râleur  dans  l'équation  (ai 4)}  en  remplaçant  jr*«f^>-f-c* 
par  a*y  cette  équation  deviendra 

et  par  conséquent 
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358.  Ici  nous  tronvons  IS  ndgadf ,  t>arce  que  dtk  demt  TfilenTh  diMit 
V  était  susceplible,  <yant  adopte  arbitrairement  la  positÎTe  dans  la 
équations  (ao5)  y  cela  est  en  contradiction  arec  la  supposition  que  la  forod 
normale  IS  porte  le  même  signe  que  les  z  positifs.  Pour  lever  cette 
difficult<î ,  nous  disposerons  donc  de  la  facnltë  que  noua  avons  de  choi- 
sir le  signe  de  V ,  en  lui  donnant  le  signe  négatif  danft  les  ë(|^t.  (M6)| 
ce  qui  nous  conduira  à  ce  résultat 


a 


Du  motii^enïent  d'un  point  matériel  sur  la 

Cjrchïde. 

35g.  Supposons  qu'un  point  inaték'iel  fit  qui  se  meut 
sur  la  cjcloïde  parte  du  repos;  la  TÎtessè  initiale  de  ce 
point  étant  nulle  dans  cette  hypothèse ,  Inéquation  (198)  » 
page  211,  se  réduira  à 


ou  plutôt  à 


d'où  l'on  tirera 


,            ds 
dt  =       

yigz 


Prenons ,  comme  précédemment  y  l'origine  des  abscisses  au 
Fig.  173.  point  E  (fig.  173),  et  nommons  u  l'abscisse  ED  d'un  point 
quelconque  M',  pour  ne  point  confondre  cette  abscisse  avec 
la  variable  x  qui  entre  dans  l'équation  de  la  cycloïde  ;  et  re- 
présentons par  h  l'abscisse  £C  du  point  M  de  dépari ,  nous 
aurons 

CD  =  EC  — ED, 

ou 

Substituant  cette   valeur  dans  l'équation   précédente ,  il 
viendra 


IkOUVItMKNf  ^Vn   Là   trrCTLOÏDK.  9ta3 

ffâ  =»  — -■  ■  .  - .  (ai5). 

Cette  équation  conteDant  trois  yariables,  nous  allons 
cherclier  k  en  éliminer  une  au  mojen  de  l'équation  de  la 
cjrdoïde.  Pour  cela,  nommons  aa  le  diamètre  BE  du  cercle 
générateur  y  et  x,  y  les  toordonnées  AP,  PM'  d'un  point 
M' de  la  ejreloïde  :  l'cquation  de  eette  courbe  {Élémens  de 
Ctdcul  différentiel j  page  i44)  ^  présentera  sous  cette  forme 

</«=— =^==...  (ai6). 

Ibis  pour  parrenir  à  notre  élimination ,  il  faudra  transfor- 
mer  oeHe  équation  en  une  autre  entre  les  TariaMcs  ii  et 
s.  Or,  en  re{>résentant  s  par  l'arc  AM'  qui  correspond  wxt 
oobrdonnées  AP  =  x  et  PM'  =  y ,  nous  avons  entre  ces 
yariaUes  la  relation 

ds  =  v/rfy»  +  d9^, 

ou  ^     _  , 

ds 
Mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  -j-  tirco  de  Pé- 

quation  (216),  on  o1>tien(1ra 


d4^dy\/i 


+  rr^.- 


Béduisant  au  même  dénominateur  les  quantités  qui  jiont 
so««  le  radical  ^  effaçant  le«  ternies  qui  se  détruisent,  et  sup- 
primant le  facteur  commun  y ,  il  restera 


L'expression  aa  — j^  qui  entre  dans  cette  formule,  n'est 
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autre  chose  que  l'abscisse  ED  que  nous  ayons  appelée  Uf 
par  conséquent  nous  avons 

aa  —  j^sssi^,    dys=s  —  du. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équatîon  (217)1  on  (roiïve 


La  valeur  de  ds  est  négative  ^  parce  que  lorsque  Pàbscisie 
ED^Uf  l'arc  AM'dîminue. 
Mettant  cette  valeur  de  ds  dans  l'équationj  (aiS),  on  a 

/a         du  ^ 

dtz=z—\/-. — = . ..   (218). 

V  g  \/hu  —  u^ 

36o.  Pour  intégrer  cette  équation ,  nous  nous  rappelle^ 
rons  {Êlémena  de  Calcul  différentielj  page  188)  qu'on  a  en 
général 

/-r — •=  =  arc  (sin  verse  =  xSi 

z 
faisant  x  =  —,  cette  formule  se  réduit  à 
a 

/—■-==  =  arc  (  sin  verse  ==-)...   (2 iq)  ; 

par  conséquent,  en  rapportant  l'intégrale  de  l'équat.  (218) 
à  cette  formule ,  nous  trouverons 

^  =  —  i/ -.arc r sin  verse  =  7-7  j  +  C . . .   (220). 

Pour  déterminer  la  constante,  observons  que  le  temps 
commençant  lorsque  le  mobile  est  en  M,  nous  avons  alors 

^  =  o     et     u=^  EG  =  h  ; 

cette  hypothèse  réduit  l'équation  (220)  à 

o  =  —  y  "*  ^^^  ip^  verse  =  2)  -f-  C. 
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Or,  Tare  dost  le  sinus  irerse  est  a  étant  la  demi-ciroonfé- 
renoe  décrite  avec  le  rayon  i ,  si  nous  représentons  par  9 
cette  demi-circonférence ,  l'équation  précédente  dcTiendra 


='\/i 


g 
Cette  Talear  étant  mise  dans  l'équation  (21g) ,  nous  au- 


rons 


<  =  1/     X  f  «•  —  arc  sîn  ytrse  =  -j-y 


g 

Ce  temps  est  celui  qui  a  lieu  lorsque  le  mobile  étant  parti 
du  point  M ,  est  arrivé  au  point  M'  dont  l'abscisse  est 
£D  ^  u.  Par  conséquent ,  pour  obtenir  le  temps  que  le 
mobile  aura  employé  à  parcourir  Parc  ME  9  il  faudra  faire 
i«  =  o,  hypotbëse  qui  réduira  l'équation  précétiente  à 


=v^- 


g 

On  Toit  que  cette  expression  est  indépendante  de  la  bau* 
leur  h  qui  est  l'abscisse  '£C  du  point  de  départ  M  ;  d'où 
l'on  peut  conclure  qu'en  quelque  part  que  soit  situé  le 
point  de  départ  M ,  ce  mobile  emploiera  toujours  le  même 
temps  pour  arriver  en  £.  Une  cour))e  qui  jouit  de  cette 
propriété  est  appelée  courbe  tautochront. 

Du  Mouvement  doscillation. 

36i.  Soit  OBC  (fig.  174)  wne  cour])e  continue  coupée  fîr,i-^. 
aux  points  O  et  C  par  une  droite  borizontale  ;  supposons 
que  dans  cette  courbe  il  n'y  ait  point  d'angle  qui  puisse 
occasioner  une  perte  de  vitesse ,  et  que  la  tangente  BT  à 
la  plus  grande  ordonnée  BP,  soit  borizontale  et  perpen- 
diculaire à  cette  ordonnée;  alors  la  direction  de  BPsera 

Éléin,  de  Mécanique.  iS 
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rerticatè ,  et  le  plan  des  x  ^  y  derra  être  faoÉkôntal,  pafes 
que  nous  emplojrons  des  axes  rectangulaires.  Cela  posé , 
cherchons  l'expression  de  la  Titesse  d'un  mobile  qui ,  soUi^ 
cîtéparjla  pesanteur ,  glisserait  sur  la  courbe;  pour  cet 
effet ,  nous  observerons  d'abord  que  si  l'on  ^arde  comme 
positives  les  ordonnées  %  qui  se  trouveront  au-dessous  du 
plan  des  Xy  y^Xd,  pesanteur  g  s'accroissant  en  même,  temps 
que  ces  coordonnées^  devra  être  aussi  considérée  comme  p9- 
sîtive.  Ainsi ,  faisant  g  positif  dans  les  équations  qui  déter- 
minent le  mouvement  du  mobile ,  nous  aurons 

Pour  déterminer  la  vitesse,  opérant  cQnimè  dabs  Part  333, 
nous  multiplierons  la  première  de  ces  équations  par  sub, 
la  seconde  par  !xdyy  et  la  troisième  par  ^z^  et  en  les  àjoli** 
tant  ;  on  trouvera 

intégrant ,  on  aura 

dx^  +  dy*+dz*  ,  ^ 

ou,  en  observant  que  la  somme  des  carrés  des  différentielles 
des  coordonnées  est  égale  au  carré  de  l'élément  ds,  l'équation 
précédente  pourra  se  convertir  en 

d^ 


^  =  2^3  + C. 


ds 
Mettant  i^  à  la  place  de  -y-,  il  viendra 

V*  s=  2gz  +  C. 

Soit  V  la  vitesse  initiale  qui  a  lieu  au  point  O;  lorsque  z=:^y 
l'équation  précédente  nous  donnera 


DU   MOUYEMEKT  d'oSCTLLATIOK-  ^^J 

ptf  ecmsëquent ,  en  j  substituant  cette  Taleur  de  G  ^  on 
^Meiulni 

362.  Les  ordonnées  croissant  depuis  O  jusqu'en  B,  l'équa* 
tion  (221)  nous  montre  que  la  vitesse  if  doit  aller  en  s'accé- 
lérant  lorsque  le  mobile  parcourt'  l'arc  OB,  et  qu'elle  par- 
Ti'ent  en  B  à  son  maximum.  Les  ordonnées  devant  ensuite 
décrottre>la  yitesse  diminuera  k  mesure  que  le  mobile  par- 
courra l'arc  BC  Dans  cette  diminution,  elle  passera  par  les 
mimes  d^rés  de  vitesse  qu'elle  s'était  augmentée;  car»  si 
par  un  point  quelconque  m  on  mène  un  plan  borisontal  qui 
coupe  la  courbe  suivant  une  droite  mm' y  les  ordonnées  mp 
et  19»//  soront  égales  ;  par  conséquent ,  en  substituant  leurs 
valeurs  dans  Péquation  (221),  on  verra  que  les  vitesses  du 
mobile  aux  points  m  et  m'  seront  égales. 

La  vitesse  du  mobile  diminuant  d'autant  plus  que  l'are 
parcouru  Om  est  moindre^  on  trouvera ,  sur  le  prolonge- 
ment de  cet  arc  ,  un  point  A  où  cette  vitesse  aura  été 
nulle;  par  conséquent,  le  point  A  sera  celui  où  le  mo-> 
bile  est  censé  avoir  reçu  le  mouvement.  Si,  par  ce  point, 
on  mène  une  droite  borizontale  A  A',  la  vitesse  en  A'  sera 
donc  également  nulle.  Ainsi  le  mobile,  dans  son  mouve- 
ment ,  s'arrêtera  en  ce  point  A'  où  la  vitesse  est  nulle.  Alors 
l'action  de  la  pesanteur  le  ramènera  de  A'  en  B  ;  et  comme 
les  ordonnées  vont  eu  croissant  de  A'  en  B ,  il  sera  facile  de 
conclure,  au  moyen  de  l'équation  (221),  que  la  vitesse  ira 
aussi  en  croissant.  Le  mobile  parvenu  au  point  B ,  où  il  a  le 
maximum  de  vitesse,  continuera  donc  à  se  mouvoir  eu 
vertu  de  cette  vitesse,  et  remontera  sur  la  branche  BA  jus* 
qu'au  point  A,  où  la  vitesse  sera  nulle.  Mais  l'action  de 
la  pesanteur  le  faisant  descendre,  il  parcourra  encore  l'are 

l5.. 


ad*   ' 

AB  pour  remonter,  iosqu'ofi  A',  et  ainiî  de  mite;  âe  Mri* 

que  le  mobile  fera  na  nombre  indéfini  d'oicïlUtions. 

n  ett -érident  que  le*  .«itentoi  MtcoQuiriv  .n^acqnkft' 
le  mobile  lorsqu'il  se  ment  inr  l'irc  AB ,  étant  Iqp  T^iillpjwi 
que  lorsqi^il  w  ment  nr.  fan)  £A',  le.mttbits  emploie  lé  - 
même  tpnîpf  ii  parcourir  cei  arcs.  Cet  gerillationi  ait» 
en  tànps  égaux  aont  appelée*  inwftnwtM.. 

363.  Loriqne  ;la  courbe  rentre  sur  cllc-mfmc ,  comme 
Fig.  175.  dani  la  iigare  175,  etipts  la  taugculos  .aux  points  B  et  B' 
sont  paraUèlei  k  l'horiioo,  lile  uobilc  parti  d'un  pulut  quel- 
conque O  avec  une  TÏtetie  initiale,  descend  de  O  en  B,  et 
peut  jemoDter.de  B  en  B.nna.  (|uc  sa  vitesse  soit  cpuîsée  , 
il  deicendra  de  nosTçan  k  lo^g  de  l'arc  B'OB,  et  la  pesan- 
teur lui  rendra  juccenÎTegnent  la  vitesse  qu'il  avait  lorsque 
pqur  ]a.pr«mî«re.fi)i,i,il  a  parcouru  B'OD.  Perdant  ensuite 
de  «a  viteste  loriqa'il  remontera  suivant  l'arc  BOB',  il  lui 
restera  en  B'  le  même  ev^.  de  vi^w  quo  lonque ,  ayiiat 
d'avoir  ^dt  une  réTofatioq  de  la^9onrbè,,il  était  en  ce 
point  £1  mil  de  Vk  que  le  mobile,  an  lieu  d'oaialler,  kt» 
un  nombre  indéCni  de  rérolutîons  autour  de  la  courbe. 

Du  Pendule  simple. 

f'S. ';G,  364.  Le  pendule  simple  est  un  point  matériel  M  (fig.  176) 
qui,  animé  par  la  pesanteur  et  suspendu  à  une  droite  in- 
flexible MC,  fait  (les  pscillatioDs  autour  du  centre  C.  Il  ett 
certain  que  dans  ce  mouvement  le  point  M  est  assujetti  à 
décrire  un  arc  de  cercle  ;  ainsi  la  vitesse  de  ce  point  sera 
donnée,  art.  344i  par  l'équation 

v'^sV-l- 2g'z. . .  (222). 

fis 
Changeant  f  en  j-  dans  cette  équation,  et  tirant  la  valeur 

de  dl,  on  trouvera 


DU   PENDULE   SIMPLE.  a^Q 

di  =  ■- .  .  .    (223). 

Le  point  de  départ  étant  pris  pour  origine,  x  sera  l'ordonnée 
M'F(fig.  177)  du  point  M'  où  se  trouve  le  mobile  dans  un  P*g«'' 
instant  quelconque,  et  V  représentera  le  carré  de  la  vitesse 
initiale,  c'est-à-dire  celle  qui  avait  lieu  lorsque  le  mobile 
^it  k  son  point  de  départ  M.  Nommons  h  la  Tiauteur  due 
.  à  cette  yitesse  initiale ,  nous  aurons 

et  les  équations  (22a)  et  (228},  en  y  substituant  cette 
Taleur ,  deviendront 

365.  On  peut  exprimer  z  en  fonction  des  coordonnées  du 
'cercle  décrit  par  GM  (%.  177).  Pour  cet  elTct,  abaiss(H>s  Fig.  17 
des  points  M  et  M',  les  perpendiculaires  MB,  M'D  sur  la 
verticale  CE ,  et  nommons  a  le  rayon  CE ,  b  la  distance 
▼erticale  £B,  et  x  l'abscisse  £D  du  point  M'  rapportée  à 
la  nouyelle  origine  E ,  nous  aurons 


a  =  BD  =  6 


X, 


Au  moyen  de  cette  valeur,  on  con\ertiia  les  équations 
(224)  en  celles-ci, 

V=   V^2jo^(A  +  6  — jÔ>       àt-=r ...  (2!a5). 

La  première  de  ces  équations  nous  donne  la  vitesse  du 
mobile  au  point  M'  qui  correspond  à  l'abscisse  x  \  la  se- 
conde ,  lorsque  nous  l'aurons  intégrée ,  nous  fera  connaître 
le  temps  que  le  mobile  aura  employé  à  venir  en  M'.  Pour 
cela  ,  nous  ferons  en  sorte  que  le  second  membre  de  cette 


àSb  DTHiMlQVS- 

éqnalion  ne  renferme  pins  qu'une  seule  TarLable;  c'« 
quoi  uous  parviendrons  facilement  en  combinant  cette  éqna- 
tioa  ïvec  les  suiiantes, 

»ds~v'dx'+dp...   (236), 
y  =  3nx—3^ C"73i 

dilféren liant  cette  dernière,  nous  obtioadroi» 

jdj'  =  (a,— »)  dx, 
et  par  conséquent , 

dy  —  ^°  ~  '^^'  (/jr'. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (326) , 
verons 


I 


Mettant  dans  le  aumémteur  de  la  fraction  qui  est  sou»  le 
radical,  la  valeur  de  y'  donnée  par  l'équation  (237),  dé- 
veloppant et  réduisant,  nous  obtiendrons 


V'taà  — «)  X 
adle 


Des  dei 
nous  ai 
mente, 

IX  signes  qui  devraient  affecter  la  valeur  de  ât , 
lom  choisi  le  négatif,  parce  que  lorsque  *  ang- 
X  diminue  (•). 

(*)  On  pcat  renanjncr  qae,  diiai  ce  cas,  l'origine  dca  xdott  être  i^- 
Cn  ED  an  pinni  plm  bu  que  ccliû  d'oii  l'on  compte  le  leiDpa,  al  {Mt 


)fi&  SappOMOS^que  la  TÎjtesse  initiale  m>\%  nalle,  nous 

tOSOBS 

ii  en  même  temps  l'arc  sniTant  lequel  se  font  les  oscilla  •• 
tions  est  très  petit ,  nous  pourrons  .n^lîger  x  derant  2a, 
st  la  Taleur  de  d^  se  réduira  à 

,  adx 

y^ax  y^gi^b  —  x) 

Bemplaçant  le  facteur  a  du  numérateur  par  V^a%  on  pourra 
niettre  l'équation  précédente  sous  la  forme 

di=-Lj^,—J^^.,.    (.28).     ^ 

Ainsi  pour  ayoir  t,  il  ne  s'agit  plus  que  d'obtenir  la  Taleur 
4i  Pint^ale  suiyante , 

/*      dx 

Pour  j  parvenir,  nous  comparerons  cette  intégrale  à  l'é-* 
(|uation  (a  19),  page  2124  >  et  nous  aurons 

et  en  substituant  ces  yaleurs  clans  l'équation  (219),  c'est- 
à-dire  dans  l'équation 

r dz  /  ,  z\ 

I  ^  =  are  {  sm  verse  =  -  ) , 

J  y/2az—^  V  «/ 

nous  trouverons 

r dx  /.  ar\ 

/  — ,  =  arc  I  sm  verse  =s  --7- 1  ; 

J  y/hx,  —X*  \  i  V  • 


conséquent  Parc  j;  et  qu^alors  les  accroissemens  de  x  itant  n^atifs ,  il 
en  doit  être  de  même  de  dx. 


\ 


-  .v.-» 
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■ 

et  en  obserTant  que  »i  l'on  réilu 

ib  les  deuxtarmes  de  U 

fraction  au  même  dénominateur 

pseohaogee 

"?.'•- 

qimtion  prccédentt?  deviendra 

■ 

*        et  puisqu'on  gonôral,  lorsque  Te 

rayon  est  l'unité,  l'arc 

qui  correspond  au  sinus  verse  c 
s'ensuit  i^ue  nous  devons  avoir 

a  pour  cosinus 

I— B,    U 

•"("°"™=t)  =  " 

c  (  C05  =^  1  —  - 

?)'^ 

=  ., 

-> 

Substituant  cette  valeur  de  l'espression  (229)  d 
grale  de  l'équation  (228) ,  nous  trouverons 

ans  l'intK- 

— VÎ-=(™=- 

^O+c... 

(23o). 

çant  lorsque  le  mobile  est  eu  M ,  on  a  (  =^  o 
.Ces  râleurs  réduisent  l'équation  (23o)  à 


0=— jy/2..rc(co 


.)  +  c. 


Soit  ST  la  circonférence  du  cercle  dont  lé  rayon  est  l'unité, 
tig.  169.  nous  avons  (fi§.  169] 

«ro(cos  =  —  i)  ^arcBCA.  =  :r; 
donc 

Substituant  celte  valeur  dans  l'équation  (aBo) ,  on  trouve 
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<==i^/|.rsr--arc^co8==i— yjj-.,  (a3i). 

De  cette  manière ^  Pîntégrale  sera  prise  (Cg.  177)  depuis  l'abs-  Fig.  177» 
cisse  x=ib,  qui  correspond  à  t  =  o ,  jusqu'à  l'abscisse  indé- 
iioie  x;  par  conséquent  t  exprimera  le  temps  de  la  chute 
clu  mobile  j  depuis  Torigine  du  temps  oii  il  était  en  M  , 
jasqn'à  un  point  quelconque  M'  dont  l'abscisse  est  x. 

368.  Si  l'oni  veut  avoir  l'intégrale  comprise  depuis  M 
jusqu'au  point  le  plus  bas  E,  il  faut  faire  x=  o  dans  la 
valeur  de  t;  et  en  observant  que  l'arc  dont  le  cosinus  est  i 
est  ^al  à  zéro ,  on  a 

t  =  iT  \/-...   (232). 

369.  Le  mobile  arrivé  en  £  n'a  pas  perdu  sa  vitesse; 
an  contraire  y  elle  parvient  en  ce  poiqt  à  son  maximum^ 
comme  nous  l'avons  vu  ;  car  on  doit  se  rappeler  que  la  vi- 
tesse p  étant  donnée  par  l'équation 

la  plus  grande  valeur  de  z  est  celle  qui  a  lieu  lorsque  le 
mobile  est  arrivé  en  E.  Ainsi  ,  en  vertu  de  cette  vitesse , 
le  mobile  passe  sur  l'arc  EN  j  et  comme  cet  arc  cliange 
de  signe ,  on  trouvera  pour  le  temps  que  le  mobile  a  em- 
ployé pour  parvenir  en  N', 


t 


=  ï  i/ - . I  5r  +  arc  r ces  =  i  —  -7-  j     ...   (233). 


Si  de  cette  équation  nous  relrancbons  réquation  (232)  qui 
nous  donne  le  temps  qui  s'est  écoulé  lorsque  le  mobile  est 
arrivé  de  M  en  E,  il  nous  reste  l'expression 


-iy/^.arc(cos=i-y) 


9S4  i>Ti"*isiiîui:.  

pour  le  temps  que  le  mobile  a  mis  à  venir  de  E  en  If: 
c'est  iustement  le  même  temps  qu'il  emploierait  h  de»- 
cendre  suivant  l'arc  M'E  ;  car  ce  temps  s'obtiendrait  en 
retrancliant  l'éqnatinn  (a3i  }  àe  l'équalion  (233).  Enfin  , 
lorsque  le  mobile  s'est  élevé  jusqu'au  point  H  situé  sur  le 
plan  horizontal  qui  passe  par  le  point  M  oïi  la  vitesse  est 

nulle,  alors  x'^b,  et  Vespression  arc  cos  f  i j-j  de- 
vient arc  (cos  =  —  1)=»,  ce  qui  change  l'équation  (233) 


=^v/i 


tel  sera  le  temps  que   le  mobile  emploiera  à    parcourir 
l'arc  total  MEN.  Beprésentons  ce  temps  par  T,  nous  au- 


«aaâ 


V"- 


(=34). 


Te  mobile  parvenu  en  N  a  perdu  toute  sa  vitesse  ;  car 
en  ee  point  la  vitesse  initiale  étant  nulle ,  on  a 


cette  valeur   et  celle  de    ^  ^  ^    réduisent   l'équatira 

ds  . 

S=°.    oaa    »-  =  <,. 

La  vitesse  du  mobile  étant  donc  épuisée  lorsqu'il  arrive 
en  N ,  la  pesanteur  doit  le  faire  descendre  ',  et  comme 
les  circonstances  initiales  an  point  N  sont  les  mêmes  qu'eBes 
l'étaient  en  M,  le  mobile  décrira  une  seconde  oscUlation 
NEM ,  et  ainsi  de  suite. 
370.  L'équaUon  (a34)  étant  indépendante  de  la 


DU  vMHsm^  jÊomM.  s35 

b  qui  détermine  le  jitleiMr  Terticele  MK ,  on  Toit  que  ti 
le  poiiit  df  àifÊKtt'ém  )iea  d'ètrç  ea  M,  était  en  M\  U 
derée  dbTeicillitifm  aérait  la  même  ;  par  conséquent  des 
^û  partent  des  points  dififêrens  M,  M',  M%  etc.  y 
le  même  temps  à  faire  leurs  oscillations* 

371.  Ces  oscillations  d'égales  durées  sont  appelées  iso* 
eknmes,  II  n'en  est  pas  de  même  lorsque  les  pendules  sont 
de  longueurs  différentes  ;  car  nommons  a  et  a'  les  longueurs 
de  devuL  pendules  dont  les  oscillations  sont  décrites  4ans 
les  temps  T  et  T,  nous  aurons 

^  g  ^  g 

«me 

T:T::\/â:  \/7...  (a35). 

Ainsi ,  connaissant  le  temps  T  de  l'oscillation  d'un  pendule* 
on  déterminera  par  la  proportion  précédente  la  longueur 
du  pendule  qui  répondrait  à  ce  temps  arbitraire  lY. 

37a.  Pour  déterminer  avec  plus  de  précision  le  temps 
d'une  oscillation,  Toici  le  procédé  que  l'on  emploie.  Rcpré* 
sentons  par  N  le  nombre  d'oscillations  que  fait  le  pendule 
a  dans  le  temps  #,  et  par  N^  le  nombre  d'oscillations  que 
fait  le  pendule  a  dans  le  même  temps  é,  on  a 

T  =  i,      T'  =  i,...  (a36). 

Au  moyen  de  ces  yaleurs,  la  proportion  (235)  donne 

N'*:N»::a:aj 


donc 


a  : 


JN 


/»• 


Lorsque  pour  un  pendule  simple  d'une  longueur  donnée , 
on  connaît  donc  le   nombre  d'oscillations   çn  un   temps 


daiKpif^^^EenconclDre  la  longueurdu  pendule  aîtliple' 
^W  ftf^^^Voscillatious  daaa  une  seconde  de  temps. 

^7'-HB&™  ^  fondant  sur  ce  qui  précède  qu'on  a  trouva 
qoe  dàoR  le  Ttde  ,  et  à  la  température  de  la  glace  fundaDtC, 
Is  longueur  du  pendule  à  secondes  (division  sexagésimale) 
ipà  tut  86, 400  vibrations  dans  le  jour  mojen  (*)  ,  est  de 

44o',â£^*so'>,9938,   .  .      .,    , 

4tfM  lKJtit<i(MU.d4paidiila4dgîmV4rtl^-VM4odB 
Tibr«Uopid»MlejoMiiKyai^AUj|l<MCi«tiMBiiiyitiiUj!ii 

,  ;      »-.74i9r>  ...         - 

374.  Four  ièierÉàa^  g,téq^tilrn(a,H)  bob*  domiienk 

,  ■'       ■   g'^^U '■■''■  •'^*  \ 

on  trouTera 

g-  sz  4348'  =  3o  pieds,  19  enTÏron. 

375.  Si^et/sont  les  graTÏtés  relatives  aox  pendnléaà- 

(*}  Le»  joura  J«  l'année  étant  inégBnx ,  le  (onr  moyen  ett  un  jonr  fixe 
dont  la  durée  est  on  terme  mojcn  eiilrc  celle  dei  plus  granUi  et  des  plui 
pelili  JOD». 

(**)  D'aprèi  an  terme  moyen  entre  plniicnri  (■preuves  faites  iiir  le 
pendule  décimal  en  plaiine,  par  MM.  Biol,-MBtliieu  et  Bouvard,  daaa  II 
Mlle  de  la  méiidicane  de  rÔbserr.iloIre,  él<:vée  de  ^□"/iS  aa-dc«sii*  du 
niieandela  )ner,  ilioni  fixéb  a»,74it)<"i  lu  lon^iicor  de  ce  pendule,  et 
i  o",;4'Bi"'>eellc  da  mtfnie  pendule  transporté  ou  niveau  de  la  mer.  Il 
Il  latitude  de  48°  5o'  i^",  qui  eil  celte  de  l'OluetTatoirc.  Ces  ei|ictieacrs 
ont  toutes  été  faite*  dans  le  lide  cl  &  la  tempiiraliirc  de  la  glace  fon- 
dante, {/'oj'ei  te  recueil  d'abttri'' ,  géodes.,  aslmnom- ,  et  pkjs,,  de 
MM.  Biôt  et  Araso.) 
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et  a',  qui  font  lears  oscillations  dans  les  temps  T  et  T', 
conmie  cela  arrire  lorsque  les  pendules  sont  situés  à  dif- 
férentes latitudes,  on  aura 

d'oJi  Ton  tirera 

t::T::\/^:\/^...  (^s,). 

Soient  N  et  IM'  les  nombres  d'oscillations  que  font  ces 
pendules  dans  un  même-  temps  fi ,  T  et  T'  seront  donnés 
en  fonction  de  S  par  les  cquations  (286)  ;  substituant  leurs 
▼aleurs  dans  la  proportion  (287),  et  supprimant  le  facteur 
commun  S ,  on  aura 

i._L.../ê.\/^ 

n*]n;**  V  g'v  g'' 

Si  le  pendule  est  le  même  dans  les  deux  lieux,  on  a 
«'  =:  a ,  et  la  proportion  précédente  nous  donne 


De  la  Force  centrifuge. 

876.  Lorsqu'un  mobile  se  meut  autour  d'un  centre 
ÎL\e  C,  et  décrit  la  courbe  LMR  (lig.  178),  s'il  était  libre,  Fîg.178. 
il  s'écbappcrait  en  vertu  de  Ja  loi  d'inertie,  suivant  la 
tangente  LT  à  la  courbe;  mais  si  l'on  suppose  maintenant 
qu'au  lieu  d'ctre  libre,  il  soit  retenu  par  le  centre  C,  le 
mobile  abandonnera  la  direction  de  la  tangente  LT  et  ar- 
rivera en  M.  Or,  si  l'arc  LM  est  infiniment  petit,  l'angle 
LCM  le  sera  aussi;  par  conséquent  on  devra  regarder  les 
droites  LC  et  MC  comme  parallèles.  Dans  ce  cas,  on  pourra 
donc  remplacer  CM  par  la  parallèle  à  LG  menée  par  le 
point  M ,  c'est  -  à  -  dire  par  MC;  alors  Je  centre  fixe  sera 


cdasldéré  côinine  sî ,  au  lièti  d'être  siluê  en  C ,  !l  était  en 
C.  Cela  posé ,  puisque  le  mobile  li»Té  à  lui-même  devrait 
être  à  l'entrcmitô  D  du  parallélogramme  innaimeot  petit 
LMND,  tandis  que  lorsqu'il  est  retenu  par  le  centre  £se, 
il  est  arrivé  en  M,  l'effet  de  la   force  qui  l'attire  vers  C 

1  sera  donc  mesuré  pjir  MD.  D'une   autre  pnrt,  la  droits 

inflexible  metice  par  le  centre  lixe  au  mobile ,  n'éprouvant 
une  teasion  que  farce  que  le  mobile  résiste  à  la  force  qui 
l'attire  vers  ce  centre ,  cette  tension  sera  aussi  mesurée  par 
MD.  C'est  cette  force  qui  écarterait  le  mobile  du  centre 
fiic,  si  l'action  de  ce  centre  cessait  d'agir.  Cette  tension  est  la 
force  centrifuge  i  elle  est  égale  et  dtrcctemeat  opposée  à  la 
force  qui  sollicite  le  mobile  vers  le  centre  ,  et  qu'on  appello 
■'  la  force  centripète, 

'^  D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  force  centrifuge 

n'est  autre  chose  que  celle  que   nous  avons  représentée 

'  ,  par  —  (art.  35i  et  342). 

B'j'j,  Pour  déterminer  directement  l'expression  de  la  force 
centrifuge,  nous  pouvons  remplacer  l'arc  infiniment  petit 
Fig.179  LM  par  la  corde  du  cercle  osculatëur  au  point  L  (fig'179], 
et  l'effet  de  la  fwce  centrifuge  par  le  ànua  verse  LH. 

Cela  posé,  d'après  la  propriété  du  cercle,  nous  avons 

ln:  ML::  ML:  LE, 

ob ,  en  snbstUnànt  l'arc  h  la  corde, 

UI  lda',1  d»  l  3y; 


et,  en  mettant  i^dt  à  la  place  de  da,  on  trouvera 
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Exàmîaoni  si  nous  ne  ponrons  pas  trouver  dne  antre  est- 
presnon  de  LN.  Pour  cela ,  remarquons  que  lé  temps  em-* 
plojé  par  le  mobile  à  irenîr  de  L  en  M  (fig.  1 78) ,  est  le  même  Fig.  178, 
que  celui  que  la  force  centrifuge  met  à  produire  l'effet  LN. 
Or,  quand  l'espace  parcouru  par  le  mobile  est  l'arc  LMsscb, 
lé  temps  correspondant  à  ds  sera  dl.  D'où  il  suit  que  US  est 
l'effet  de  la  force  centrifuge  dans  l'instant  dL  Pour  éralner 
cet  effet ,  il  faut  obserrer  que  la  force  centrifuge  agit  conti- 
nuellement et  conserve  toujours  la  même  intensité  k  cbaqde 
impulsion  qu'elle  donne  au  mobile,  parce  qu'elle  est  direc- 
tement opposée  à  la  force  centripète  qui  le  retient  et  qui 
ki  oppose  à  cbaque  instant  la  même  résistance.  * 

La  force  centrifuge  doit  donc  être  considérée  comme  une 
foce  accélératrice  constante.  Ainsi ,  en  représentant  par  f 
feSiet  de  cette  force  dans  l'unité  de  temps,  nous  regarde- 
rons f  comme  constante  dans  les  équations 

dv  ^^         de 
en  intégrant  ces  équations  ^  nous  trourerons 

Or  y  Fespace  LN  étant  celui  qui  correspond  au  temps  dt  qui 
a  commencé  à  s'écouler  depuis  que  le  mobile  était  en  L, 
il  faudra ,  lorsque  e  deviendra  LN ,  que  t  se  change  en 
dt  dans  l'équation  précédente,  et  alors  on  trourera 

LN  =  icfe*./. 

Mettant  cette  valeur  de  LN  dans  l'équation  (a38}  et  rédui- 
sant f  nous  obtiendrons 

y 

378.  Si  le  mobile  se  mouvait  circulairement,  comme  une 
fronde  qu'on  fait  circuler,  y  deviendrait  le  rayon  R  du 
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cercle  décrit  par  le  mobile,  et  au  lieu  de  l'équation  précé- 

denle,  nous  aurions 

•?îï 

/=5...(.3<,). 

Soit  h  laliauteur  due  à  la  vitesse  vj  il  y  aura,  art.  Soj, 

entre  ces  variables,  la  relation 

,'  =  ,.eh; 

éliminant  !••  entre  cette  équation  et  la  précédente,  nous 

obtiendrons                                                                        -^^^ 

ce  qui  noua  apprend  que  la  force  centrifuge  est  à  la  gr»-    1 

vile,  comme  le  douMe  de  la  hauteur  due  à  k  vitesse  est 

au  rnyon  du  cercle  dûcrit  par  le  mobile. 

Fis 

.160.      3;;9.  Si  un  demi-cercle  EAF  (fig.  i8u)  fait  une  révolu-    ■ 

tioQ  autour  du  diamètre  £F  =  aK,  le  point  A,  milieu  de 

EAFj  décrira  une  circonférence  égale  à  airll  ;  et  en  suppo- 

sant que  es  moaTcmcnt  du  point  A  se  fasse  uniformément    ' 

dans  un  temps  T,  si  nous  désignons  par  y  la  vile.we,  nous 

éliminant  v  entre  cette  équation  et  l'équation  (aSg) ,  on 
trouvera 


Pareillement)  soît  f  la  force  centrifuge  qui  dérive  de  la 
rotatiou  d'un  mobile  sur  une  cîiconféi'ence  airH',  et  nom- 
mons T'  le  temps  écoulé  dans  ce  mouvement,  nous  aurons 


/'=' 
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donc 

R     R' 

/•/  ••^•^••-  (mO* 

Voii  il  sait  que  lorsque  les  rayons  R  et  K  sont  les  mimes, 
les  forces  centrifuges  sont  en  raison  inTerse  des  carrés  des 
temps;  et  que  lorsque  les  temps  sont  les  n^èmes,  les  forcée 
centrifuges  sont  dans  le  rapport  direct  des  rayons. 

38o.  Il  est  fiftcile  maintenant  d'obtenir  PeSSet  de  la  force 
oentrifags/qui  A  lieu  à  (i^uateur  ;  car  le  rayon  de  la  terr« 
à  Péquateur  ayant  été  trouTé  de  6376466  mètres ,  il  suf^ 
fira  de  remplacer  R  par  cette  valeur  dans  Péi|uation  (a4^)» 
et  d'y 'mettre  en  même  temps  celles  de  tt  et  de  T.  Or, 
Boos  avons  approximatiyement 

1  ■ 

irBs3«i4i5ga6,    et    ir^s  9,8696046. 

A  l'égard  da  T>  nous  le  remplacerons  par  la  féfoloti<  n 
entière  d*ttii,  mobile  qui  serait  à  Péquateur.  Or,  6ib  sato 
que  la  terre  fait  sa  révolution  diurne  en  0^,997269,  et  qti^iin 
jour  est  composé  de  86400  secondes.  Ainsi,  «n  multipliant 
ces  deus  nombres  Pun  par  Pautre,  on  aura 

T  =s  0^1997269  X  86400'  =  86164  secondés. 

Substituant  cette  valeur  et  celle  de  R  datis  Péquat.  (  a4o  ) , 

on  obtiendra 

/=  o",  oSSg . . .   (242). 

38 1.  Connaissant /*!  on  peut  déterminer  l'expression  G 
de  la  gravité  qui  aurait  lieu  à  Péquateur  si  la  terre  était 
immobile.  En  eOet,  /agissant  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur f  doit  diminuer  Pintensité  de  celle  qui  est  donnée 
par  Pobservation  I  et  que  nous  appelons  f;  de  sorte  qu'on 
aura 

OU ,  ce  qui  revient  au  môme , 

ÈUm.  de  Mécanique*  16 
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mettant  tiana  cette  dernière  tqualion  la  valeur  de  f  donnée 
par  l'équation  (342)  ,  et  celle  de  la  gravité  g  qui ,  à  l'équa- 
teur,  est  de  9",  75980  ,  nous  trouverons 

G  =  9"',7798o  +  o,o339, 

G  =  9",8i37...  (a43). 

Pour  déterminer  le  rapport  de  la  force  centriruge  y  à  la 
pesanteur  G,  il  suffit  tle  diviser  les  équations  (24^)  et  (34^) 
l'une  par  l'autre,  ce  qui  nous  donnera,  à  peu  de  chose  prés , 
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.  W4)- 


389.  La  proportion  (341}  fournit  la  solution  de  ce  pro- 
Llëme  : 

I .  Trouver  quel  devrait  être  le  temps  de  la  réivlution  diurne 
de  la  terre  pour  que  la  force  centrifuge  fût  égale  à  la  pe^ 


Dans  ce  cas,  soit  T  le  temps  d'une  révolution  du  globe 
terrestre,  et  f  la  force  centrifuge  qui  l'animerait  alors; 

nous  aurious  par  la  nature  du  prolilème 

.,      ■    f=jGy  ^t    R'asR;    ■      ,  ;,,      .:,  ,...:_ 

tn  aabstitaant  ces  valears  dani  la  proportioD  ^•^i),'6n  là 
lédnirait  à 


et  l'oB  obtiendrait . 

T"=îi^T'. 

Mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  ^  donnée  par 
l'équation  (344))  ^^  tirant  la  racine  carrée,  on  trouverait 
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T 

on  T'  =  —  enyîron  ; 

par  conséquent,  si  la  terre  avait  un  mouTement  17  fois 
aussi  rapide  que  celui  qui  la  fait  tourner  sur  son  axe,  la 
force  centrifuge  serait  égale  à  la  pesanteur. 

383.  Pour  saToir  de  combien  la  force  centrifuge  diminue 
cdle  de  la  gravité  en  un  point  qui  ne  serait  pas  à  Té- 
quateur ,  il  faut  trouver  l'elTet  de  la  force  centrifuge  sui* 
Tant  la  verticale  BZ  (fjg«  180),  menée  par  le  point  fi  que  Fiç.i8o. 
l'on  considère.  Pour  cet  effet ,  regardons  la  terre  comme 
sphérique^  parce  que  cette  hypothèse  n'influe  pas  sur  le 
calcul;  alors  la  latitude  du  lieu  B  étant  représentée  par 
Parc  âB,  sera  mesurée  par  l'angle 

BOA  =  ZBC  =  4. 

Wommon»  R  le  rajon  ÀO  de  la  terre,  et  R'  le  rayon  BD 
du  paraime  qui  passe  par  B ,  nous  aurons 

R'=:RcosOBD, 
ou 

R  =  R  cos  •>)»• 

La  force  centrifuge  CB  qui  agirait  en  B  suivant  DB,  sera 

égale ^  art.  379,  à  -^Tp^— ;  et  la  composante  y^=  Bi  diri- 
gée suivant  BZ ,  sera  donnée  par  l'équation 

/^=-î-5^Xcos4. 

Mettant  dans  cette  expression  la  valeur  de  R'^  on  aura         % 
donc 

/:/  ::  i  ^cos^^*•, 

cequi^ous  apprend  que  les  forces  centrifuges >  en  des  lieux 

différons  de  la  terre ,  sont  eutre  elles  comme  les  carrés  des 

latitudes. 

i6.. 
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384-  ^  latitude  de  P^ris,  mesurée  à  l'Observatoire, 
étant  de  48'  S*>'  '4"i  »  po"r  cosinus 

muIti[iIîaol  lu  ïnleiir  de  /  (_voyes  l'éqoaLioR  a^^)  par  le 
carré  de  ce  nombre,  c'esl-à-dire  par 

0,4332, 
on  trouvera 

Z' =  o",  o  1 468  =  oP',  045 1 9. 

Nommons  G'  ce  que  deviendrait  à  cette  latitude  la  gravité 
^' si  la  terre  était  immobile,  comme  la  force  centrifuge 
agit  en  sens  contraire  de  la  gravité,  elle  diminue  donc  ^ 
de  f,  de  sorte  que  l'on  doit  avoir,  comme  dans  l'art.  38i  , 

La  pesanteur  g',  h.  la  latitude  de  Paris,  et  en  adoptant  le 
système  seiagésimol  pour  la  seconde  de  temps  ,  étant  de 

g^.SoStîj  nouv.  mes-,    ou  do   3o'',ig546  ano.  mes,, 
nous  trouverons ,  en  substituant  ces  valeurs  et  celles  de 
f  daqs  l'équation  précédente  (**) ,         i 
G'  —  ^,80867  4-o-,oi468  =  9",8a335      J 
on 
G'  =  3or',ig546  +  0^,04519  =  3o'',a4o65 


(.45). 


(*)  Dsn*  CCI  quatre  premiirei  dàKmalci  le  coiinm  ne  diSire  pu  de 
celui  do  lolailtDiIe  (le  48"  5o'. 

C*)  Tiewlon  en  mppoiini  48'  Sa'  10*  pont  la  lalîlnde  de  Parîi,  et  en 
regsrilanl  la  terre  comme  une  sphire  dont  le  rajon,  d'apti»  le»  me- 
tnrea  dv  Picard,  leriil  de  igGiSSoa  piedi,  afoit  trouvé  que  la  force 
ceolrifnf^  qui  a  liea  il  l'équateni  ^tjil  i,  celle  qui,  k  la  latitude  de  Pa- 
fi<,  <!carle  lei  corpi  da  centre  de  la  terre,  dana  le  rapport  dei  UOmlirea 
7,54064  et  3,167  )  *'  ''(*"  *°it  V^  "  rapport  diSire  peu  da  celai  da 
o,o33g  k  0,0146,  on  plutôt  de  339  li  14G,  qui  résulte  de  noi  ealcitls. 
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Dià  Syêièmê  du  monde.  Tous  /##  corps  90ni  ionmiê  à  la 
force  de  f  attraction ,  qui  agit  en  raison  im^erse  du  carré 
de  la  distancé*  Aperçu  de  la  manière  dont  la  pesan" 
teur  de  la  lune  peut  servir  à  vérifier  la  loi  de  la  gravités 
démonstration  de  celles  de  Kepler;  détermination  de  la 
trajectoire  dans  f  hypothèse  d'une  Jbrce  quelconque^  et 
modification  qus  le  cas  de  la  nature  fait  éprouver  à 
féquation  de  Vorbite;  solution  du  problètne  in%»ersej  par 
lequel  on  ee  propose  de  déduire  la  loi  de  la  raison  m- 
veree  du  carré  de  la  distance  de  celles  de  Kepler* 

385.  En  apoMnt  la  ch^orM  dn  centre  de  gravite ,  nom  «vona  dcjk  eu 
MOMkm  de  considérer  ceue  force  occulte  qui  n^ide  au  centre  de  la  terre, 
Il  qui  entraîne  lei  corps  perpcndiculuireinent  à  sa  aurface.  Cette  force 
cet  rat^action,  qni  n'ciait  pua  inconnue  ans  andene  :  Anas»gore  et  tes 
diaripice,  Drfmocritc,  Piuiarquo,  Épicure»  etc.,  en  admettaient  l'csi*- 
Iwce,  et  ce  a^mt  les  îdc'ea  de  cet  piiilosoplirt  que  Kc'plcr,  Galilco,  Hnj- 
ghene,  Fermât ,  RobtTTal ,  etc. ,  rcnouvelèi-ent  dans  les  temps  modernes, 
ai  prétendant  que  Ica  corpa  abattirent  comme  Taimant  attire  le  fer.  Ke- 
pler, ai  fécond  en  graoda  aperçus,  dit  expreaaément,  dans  aon  livre  De 
Steilm  Mariiê ,  que  Tattraction  n'eat  point  circonacrite  aux  étrea  aituéa 
lur  la  terre,  maia  aVtcnd  juaqu^aus  aatrea  ka  plus  reculés.  Cette  idée  har- 
die resta  lon|^tempa  infructueuse  par  la  difficulté  d'en  prouver  la  jus* 
lisse.  Galilée  avait  seulement  mesuré  les  effets  de  la  pesanteur  à  la  sup- 
(koe  de  notre  kIoIic. 

Le  chancelier  Bocon,  dont  le  vaste  génie  dnnnn  une  nouvelle  impulsion 
à  la  philosophie  des  sciences ,  soupçonna  que  cette  force  sîngulii>re  de- 
vait s*augtnenter  ou  diminuer  h  nmiinre  que  les  corps  se  rapprochent  ou 
s'éloignent  du  centre  do  la  (et  re  ;  c%'st  la  recherche  quMl  propose  aux  so- 
vans  duns  son  fuiiieiix  Ouvrage  sur  rintcrpictation  des  pliônoniènes  de  la 
nature,  où  il  leur  coiihcillo  do  vérifier,  au  moyen  des  horloges  à  poids, 
si  les  corps  no  deviennent  pas  pins  pesons  au  fond  d\ine  mine  que  sur 
le  sommet  d^ino  montagne.  Lui-mOme  il  sVtait  ocrnpé  long-temps  de 
cette  redierthe,  en  foisant  descendre  des  uiohites  de  difFcrentcs  éléva- 
tions, et  en  cherchant  à  reconnaître  si  leur  chute,  qui  e»t  de  i5  pieds 
dans  la  première  seconde,  no  suhiruil  pas  d^aheration  dans  les  secondes 
sni?antes.  Rien  nVclaircit  ses  doutes;  quelque  grande  que  fût  la  dis* 
tance  des  lieux  où  il  se  trsnsportait,  elle  étoit  toujours  trop  i>eu  éteudne 
ponr  que  la  pesanteur  vnriAt  sensiblement  d'intensité. 
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Newton  poita  ses  regards  plus  loin  :  non  content  de  tonpçonoer  « 
comme  Bacon ,  l'affaiblissement  de  la  pesuntemr  à  nidSnre  qu'on  a'éloigoe 
du  centre  de  la  terre,  il  cbcrcba  quelle  pouvait  être  la  loi  que  sait  cette 
force  attracûve.  Celle  de  la  raison  inverse  du  carre  de  la  dislance  lui  pa- 
rut la  plus  conforme  h  Tanalogie  qui  nous  fait  recounat(re  cette  loi  dans 
lu  propagation  de  la  lumière,  et  dans  la  plupart  des  tmanations  des  qua- 
lités sensibles  des  êtres.  Pour  vérifier  ses  conjectures ,  dédaignant  de  re- 
courir aux  faibles  moyens  qui  avaient  si  mal  réussi  à  Bacon,  c'est  en 
mesurant  la  pesanteur  même  de  la  lune,  que  son  génie  audacieux  osa 
interroger  la  nature  sur  ce  grand  piténomènc.  Un  seul  obstacle  Tarréta 
cependant  y  c'est  qu'il  n'eut  d'abord  que  des  données  fautives  sur  la  vraie 
distance  de  cet  astre,  et  bur  les  dimensions  dn  globe  terrestre;  mais  enfin 
les  nouvelles  observations  des  astronomes,  et  la  mesure  du  méridien  par 
Picard,  lui  fournirent  les  renseignemens  désirés ,  et  lui  permirent  de  fon- 
der ses  opérations  sur  des  bases  moins  inexactes. 

386.  La  première  chose  que  nécessite  cette  recherclie,  c'est  de  con- 
naître l'effet  de  la  pesanteur  a  la  surface  de  la  terre.  INous  avons  va  que 
la  théorie  dn  pendule  nous  y  conduisait,  et  que  l'on  avait  (art.  384) >  ^ 
la  latitude  de  Paris,  et  dans  l'hypothèse  oh  la  terre  serait  fixe,* 

G' =  g*», 8a335 ,    ou    3o/'',a4oG5...  (a46). 

Pour  savoir  de  combien  cette  quantité  devrait  être  diminuée  à  la  réigion 
de  la  lune,  en  vertu  de  la  loi  de  Newton,  il  faut  préalablement  déter- 
miner la  dislance  du  disque  lunaire  au  centre  de  la  terre.  Cette  distance 
dépend  de  la  parallaxe  horizontale  de  la  Innr. 

tijr.i.i.  387.  Par  parallaxe  horizonlale,  on  entend  fangle  HLC  (fîg.  181) 
formé  par  des  droites  qui,  parlant  de  Tastre  observe,  aboulisscnt,  l'une 
au  centre  de  la  terre,  et  l'autre  h  rextrémité  du  rayon  CH  ,  auquel  elle  est 
perpendiculaire.  Cet  augle  L,  lorsque  la  Junc  est  dans  sa  moyenne  dis- 
lance,  est,  suivant  Ddanibre,  de  f)7'.  Si  l'on  prend  donc  le  rayon  de 
la  leiie  pour  unité,  on  aura 

CL  sinL  =011=^1, 

cl  pnr  conséquent 

CL=:-T-V.=  ^o,3r4. 
sm  57 

(>»:ac  valeur  est  peu  dilTcrenrc  de  relie  qu'emploie  IVewlon ,  qui  suppose 
(jue  celle  moyenne  dislance  est  de  Oo^.  (/,fV.  3^  des  PrincipeSyprop.  37.) 

388.  Maintenant,  si  Ton  ap[)rlle  ^  ce  que  devient  la  gravité  G' à  la  ré- 
gion de  la  lune,  cl  c'  Tcspacc  qu'elle  ferait  [larcourir  h  un  corps,  dans 
riiypolbèic  où  elle  décroîtrait  buivr.nl  la  loi  de  la  raison  inverse  du  carré 
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^h-datance,  on  awn 

.,^  „     .  G'  :  >  î:  (6o,3i4)*  :  I , 

oV&  PoB  dren  * 

G' 


(6o,3.4)«- 

Td  Mrm  Pcffist  dé  la  gr&TÎié  dani  une  seconde  de  temps,  sor  nn  corps 
qsi  senik  à  la  imcion  de  la  lane. 

38^  Mettant  cette  valeur  à  la  place  de  g,  dans  la  formule  gén^le 

t   -  ■ 

et  diaai^eant  e  en  e^,  on  aora  Pespace  e'  pôrconni  dans  le  temps  f • 

Ainsi,  en  supposant  que  le  temps  t  soit  d'une  minute,  cVst-à-dîre 
(le  60*,  on  aura,  pour  l'espace  e^  qui  derrait  être  parcouru  dans  une 
■iootc  de  tempe  y 

390.  Si  Pon  o^ge  la  fraction  décimale,  cette  équation  se  réduit  à 

e'  =  iG'} 

ceqù  noua  montre  que  l'espace  parcouru  e'dans  une  minute  de  temps, 
à  la  région  de  la  lune,  derrait  être,  dans  rhjpotbèsé  de  la  tDÎ'doNéw-^ 
(on,  égal  au  chemin  qu'un  corps  décrirait  à  la  surface  de  la  terre,  non 
a  une  minute,  mais  en  une  seconde  de  temps. 

Mais  si  l'on  a  égard  à  la  (racûon  décimale,  l'équation  (a47)  ^9^* 
donnera  \ 

e'ïTjG'x  0,9896; 

et  eu  mettant  les. valeurs  de  G',  données  par  les  équations  (a4Q,  on  aura 

«'=f(9r,82335)x  0,9896,     ou    c'=:}{3oi",a4o65)x  (0,9896), 

et,  en  exécutant  h  s  opérations  indiquées ,  on  aura 

c'  =  4-,86o59,    ou     «'  =  i4''',9G3o. . .  (^48)  ; 

tel  sera  le  chemin  que,  dans  l'hypothèse  de  la  loi  de  Newton,  devrait 
décrire  en  une  minate  un  corps  qui  serait  à  la  région  de  la  lune. 

391.  Examinons  maintenant  si  l'expérience  s'acconle  avec  ce  résultat. 
Pour  cet  efibt,  supposons  que  la  lune  ,  dans  sa  moyenne  distance  en  L 

(Gg.  18a)  déciiTe,  durant  une  minute,  l'arc  LM;  si  l'on  mène  les  paral«-  Fig.  i8a. 
lèks  LQ  et  QM,  l'une  au  sinus  et  l'autre  au  sinus  verse,  on  pourra  re- 
garder LM  comme  la  diagonale  d'un  parallélogramme  dont  LQ  et  LP  se- 
raient les  composantes.  La  première  entratncia  la  lune  tangenliellement  à 
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Tare  LMy  et  la  féconde  tendra  à  la  rapprocher  du  centre  C;  c*eit  donc 
cette  aeeonde  force  qni  metarera  Teffet  de  la  force  attractÎTe  placée 
en  C* 

Cette  compoiante  LP  sera  ^idemment  le  aînaa  Terte  do  Tangle  LGM, 
quMi  a^agit  de  dëterminer.  Pour  cet  effet,  nous  remarquerons  que  lorsque 
la  lune  est  dans  sa  moyenne  distance,  le  rayon  r  de  son  orbite  fane  peu 
pour  l'arc  très  petit  qui  est  décrit  dans  nne  minute  de  temps. 

On  peut  donc  admettre  que  la  lune  se  meuTC  îcomme  si  elle  derut  rester 
flans  le  cercle  décrit  par  r;  or,  d'après  la  loi  des  aires,  les  arcs  décrits  en 
temps  égaux  étant  égaux  dans  le  cercle,  ces  arcs  ou  les  angles  qui  lenr 
correspondent ,  feront  proportionnels  aux  temps.  Appelant  donc  T  le 
teeaps  de  fa  rérolutîon  sydérale  de  la  lune',  c'est-Ji-dire  de  la  réYolulion 
qui  la  xamèiie  an  même  point  dn  ciel,  nous  aurons 

T  :  une  minute  II  36oo  :  angle  LGM , 

donc 

30o* 
angle  LCM  bb   /i^    î 

la  réfolntion  sydérale  étant  reconnue,  même  dn  temps  de  Newton,  être 
de  37/  7&  4^^  c'est-à-dire  de  39343^,  fi  nous  remplaçons  T  par  ce 
nombre ,  et  qne  noua  réduisions  les  degrés  en  secondes  pour  que  la  divi- 
sion pnîffe  s'eSeeiuer,  nous  trouTerouf 

t 

393.  La  question  étant  maintenant  réduite  &  trouver  le  sinus  verse  d'un 
angle  de  3a", 94 ,  dans  un  cercle  qui  serait  décrit  avec  le  rayon  moyen  de 
l'orbite  lunaire;  voici  une  manière  facile  d'y  parvenir.  Pour  cela,  me* 
Fig.  182.  nous  (fig.  i8a)  la  perpendiculaire  CI  sur  le  milieu  delà  corde  LM  ,  les 
triangles  LMP,  LCl  rectangles,  l'un  en  P  et  Pautre  en  I,  ayant  Tangle 
L  commun,  seront  semblables ,  et  donneront  la  proportion 


ou 

d'ob  Ton  tirera 


LC  :  IL  ::  ml  :  lp, 
LC  :  IL  ::  aiL  :  lPj 

IL> 
LP  =  2j-^...  (a49). 


Nommons  6  Tanglc  LCI,  moitié  de  l'angle  LGM ,  et  r  le  rayon  moyen 
LC ,  nous  aurons 

IL  =  /•  fcin  9  , 

Cl  IV({ualion  f^^o)  (U viendra 
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LP=:artin>a  (*); 

et  en  nettuit  la  Talenr  de  Panglc  0, 

LPsaruti*  iCr-^...  (a5o). 

HoMani  «  le  rayon  de  la  terre,  la  distance  moyenne  r  dn  centre  de 
BOHe  planète  à  la  Itine  aeta  eiprimée ,  diaprée  ce  qui  précède ,  par 

r=(6o,3i4)  o. 

39$.  A  r^ipurd  de  a ,  comme  la  force  attractire  de  la  terre  diffère  pen 
de  ce  qu'elle  aérait  li  notre  globe  éuit  parfaitement  sphériqne ,  noue 
adopterona  cette  dernière  hypothèse  pour  plus  de  limplicitë  j  et  comme 
le  quart  da  mândïen  terrestre,  qui  sert  de  base  au  système  métrique,  a 
élé  trouvé  de 

5i3o74o  toises  (**),    on  de    6  (5i 30740)  pieds , 

à  wnm  noms  «appelons  que  ^tra  est  la  drconfërence  décrite  avec  le 
nyoB  «9  Booa  aurons ,  en  prenant  quatre  fois  le  quart  du  méri^èn 

23ta  =  a4  (5 1 30740}  pieds  ; 


(T)  Qnand  le  sinus  est  très  petit ,  on  peut  se  dispeneer  de  recourir  aux 
des  tables  ^  en  effet ,  la  proportion 

T  :  nue  minute  de  temps  ::  arr  :  arc  ML , 

arcML=-jrî 
et  comme  la  corde  te  confond  avec  Turc,  on  aura 

Mettant  cette  valeur  dans  Tequation  (349)  >  et  changeant  LC  en  r,  oa 
obtiendra 

(**)  Newton ,  d'après  Picard,  supposait  que  cet  arc  du  méridien  était 
de  3o8ia4oo  pieds;  mais  cette  mesure  était  trop  grande,  puisqu'elle  fixe 
Tare  du  degré  moyen  à  57060  toises,  tandis  que,  d'après  la  Commis- 
ôon  des  poids  et  mesures,  il  devrait  être  de 67008  toises, ou,  d*apiès 
des  mesures  postérieures,  tout  au  plus  de  5701a  toises. 


a5o  DTNAUIQVE. 

erlie  dqUBiioa  ,  L-otobiiMi  aTcr  la  (irccedeole,  noiu  Jonnera 

meEUni  ettie  ralear  dana  l'équation  [ïSo),  nona  buioqi  pou 

LP,  ecpiiiu^e  enpi«J>, 

^p_6..3ij  x-xjx  5i3oftjox«;n.fTy,i;) 
changcGDt 

tin  dont  le  rnynn  est  l'unilé         tin  tabulaire 

pour  poavoir  etnptoyrr  lu  lablci,  ti   op^ranl  par  logurilLine» ,  iiaiu 
trouTvronj 

loe6o,3i4 =    1-780419 

I''S"4 =     i.38oai. 

Iogâi3o74o =    6.-10180 

l0B«in'{i6".4jJ,  ou  iloB(i6',47) =  .i.8ojS3S 

h  déduire  *> -67534» 

log  cin  carre!  duo  milliards +  I0J» =  3». 41)71  jg 

Rule:  i5r',o73,  nombre corrupontlanl  A  celog.  o.TjSlg} 

le  log  qui  convcrlll  les  jiîpcls  en  niUrrs o.  4^833 1 

Hcle  ;  4~,8.j(!,  ni.iohrc  corre.[.on.innl  h  eo  log.  0.6898^! 

39^.  L'csperieDce  proDie  donc  que  In  lane  tombe  Tcn  la  Inre  en  une 
minute  de  i5P,07i^:4'',8gG,TaleurB  irii  Bp]itochaD[ei  decelleiqae  nonà 
DTcnatrouTiieiiirt.  3go,  éqDatioD(l4'')><l■n*l'bJpolbè•ca{llaloide^at- 
lracli:>^  mbiisicTiiil.  Ln  difftfrencen'eil  que  d'un  dixième  de  pied,  pom 
k  tempi  de  la  cbule  en  une  minDie  d'an  corpa  liluê  i  lu  diilance  de  la  ' 
lone,  et  pat  coai^qneat  elle  »t  iniemible  poutlachnle  en  une  accàndÂ. 
Si  lei  deux  nj'iuliau  neioni  pui  abiotumenL  1»  mémet,  dam  lontea'  ln' 
dt'i^imalca ,  on  lent  que  cela  ne  ptoiienl  que  de  cerlaiiiea  quanlilra  dont 
Doui  n'avons  pas  tenu  cumpte  ;  mais  j  cAi-OD  cgard,  comme  noua  n'o- 
pcron*  que  sur  des  quaniiiiii  moyennes,  on  ne  pourrai i  espérer  de  par- 
venir d  une  îdenulé  parfaite  enire  les  nombrca  qui  eiptiawni  Ii  cfauM 
hjpotlie'rique  et  la  chute  réelle. 

3f)5.  Ce  qui  précède  luflit  cependant  pont  nous  Taire  entreroir  qn«  la 
force  de  la  gravité  s'étend  juaque  aur  leiglobe  lunaire,  et  «a  an  dioji- 
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nnanl  lelon  la  xaitoa  înrenc  du  câire  de  la  distança.  Cette  loi  a  été  en- 
mile  confirmée  par  ane  foole  de  théories  et  de  taUes  attronomiqnes  qui 
Roftnnent  implicitement  la  loi  de  ISe^rton,  et  n'ont,  jamais  été  démen- 
ties par  robscrration.  Il  n'est  donc  point  de  phénomène  qui  soit  plus 
ippojé  sur  Texpcrience  ;  mais  ce  qui  met  Thypothèse  du  philosophe  an- 
{liait  tout- à-fait  en  étidence,  c'est  qu'elle  s'accorde  entièrement  arec 
les  lois  de  Kepler  qui  ont  été  si  souvent  vérifiées  par  l'expéiience,  et 
doot  Toici  l'énoncé  : 

10.  Les  planètes  décrivent  des  ellipses  dont  le  foyer  est  au  centre 
^ ^attraction  autour  duquel  s'opèrent  leurs  mouvemens; 

a*.  Les  aires  des  secteurs  elliptique*  des  planètes  sont  proportion^ 
tulles  au  temps  qu'elles  emploient  à  décrire  les  ares  de  ces  secteurs; 

S*.  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  des  planètes  sont  prc 
fortionneU  aux  cubes  de  leurs  distances  au  centre  commun  de  leurs 
mout>emenSf  c'est-àHlire  au  centre  du  soleil  autour  duquel  elleê  cir- 
culent. 

3g6.  La  première  de  ces  lois,  comme  nous  allons  le  démontrer,  n^est 
qu'on  cas  particulier  de  celui  de  la  nature ,  qui  eiige  que  tout  corps  sou- 
mil  à  une  force  qui  agit  en  ra'son  inverse  du  carré  de  la  distance,  se 
nueiiYe  dans  une  section  conique. 

La  seconde  de  ces  lois  a  dcjh  été  reconnue  (art.  335,  page  aoi),  et  ap- 
ptrlîent  en  général  h  tout  corps  attiré  vers  un  centre  -fixe,  quelle  que  soit 
d'aillcnrii  la  nature  de  la  force  motrice  qui  le  sollicite.  Ainsi  tout  se  réduit 
ft  prouver  l'existence  de  la  première  et  de  la  troisième  loi  de  Kepler. 

397.  Pour  y  parvenir,  plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre 
d'attraction ,  qui  sera  celui  du  soleil  pour  notre  système  planétaire  , 
et  appelons  R  la  force  accélératrice  qu'exerce  cet  astre  sur  une  pla- 
nète, et  r  le  rayon  vecteur  de  son  orbite.  Ce  rayon  vecteur  Am  (fig.  i83)  Yis,  i83, 
faisant  on  angle  mAP  =  p  avec  Taxe  dos  a:-, ses  composantes  AP  et  Pm, 
taivant  les  axes  coordonnés^  auront  pour  expression 

Ail  cos  f ,    Am  sin  p. 

Or,  dans  le  triangle  rectangle  AmP,  on  a  évidemment 

AP       jr  .  mP       r 

COS^=:--=-,  Sin^  =  -j—  rs»^; 

A  m      r  Am      r 

ainsi,  les  composantes  X  et  Y  de  la  force  accélératrice  p,  seront 

X-R-,     Y=R-; 
et  comme  la  courbe  tourne  sa  concavité  veis  le  point  fixe,  la  force  ac- 
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crierai r]ce  qui  agil  suivant  mA,  tend&  diminner  lu  coordonnueB  AP=:x 
et  PM  '^X  ^^  P"*"*  '")  T'^  con«iqaml,  ait.  5i,  noui  afiêclerooi 
da  signe  n^aiif  Ici  composanlea  de  la  force  accélératrice  rcptéunleci 
pai  CCS  coordonna,  el  nos  deux  (k^aations  deviendront 


-B.;, 


-RX; 


on,  en  remplaçant  X  et  Y  par  leur»  valent»  tiréei  del  tf^nationi  de 
rarl.  33t,  nom  aaroiu  U^B 

df  r'      dl'  r        '      '  ^^1 

398.  Ponr  inl^rcr  ces  éqaulioni ,  noas  maltiplinuni  la  premitre  pn 
y  el  I3  seconde  par  zj  retraiicbanl  l'un  des  produit*  de  l'autre,  et  rit- 

TJiant  pat  de,  il  restera 

^~ât~'  dt  ~"'  J^^ 

dqaaiiOD  dont  l'intégrale  sera  ^^^H 


3gg.  Ponr 


DODttantG  Bibitrain  ajontce  II  l'int^alion. 


■□ITC  intcgrale  premiAro,  nons  mnllipllcron*  Ut 
«îqnalioos  (aSi) ,  l'une  pat  tâx  et  l'antre  pai  idy;  «  ajouliinl  les  pro- 


^.d-x  +  ^fd-jr  ^_^  Mr+yJ^)        j^ 


Le  Meond  membre  de  cette  ^nation  contraant  les  tro»  mùblea  x,  y 
et  r,  nous  la  ttaniformetoni  en  nne  fonction  de  cette  demitre  aa  mftjTn 
de  la  Tclalion  x*  •^y'  ^  r*,  qnt  donne  pat  la  diKreiUiatioa 
xdx+ydyrsrdri 

mellabi  cette  votenr  de  x^  "f'J'^X  ^"^  ^  *ecoiid  membre  de  l'cqnafioB 
353,  on  obtiendra 
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ÎBijgniBI  Cl  nommant  b  U  -consiante  arbitraire ,  aont  obtiendroiu 

^^^^  =  *  -  a/R€£r. . .  (a54> 

(oo.  lïoas  avona  affecte  Kdr  du  signe  d'intégration,  parce  cpe,  si  Ton 
VfBtqoe  la  distance  inflae  snr  la  force  accele'ratrice,  c^est  supposer  qae 
Tme  dépende  de  Tantre  en  yertn  d'une  ceruine  loi  qui  Ktceim  ariiitiaiin 
tuit  que  nom  n^aoïons  pas  adopté  une  hypothèse  particulière. 

(oi.  Gonune  il  nons  reste  encore  trois  yariablet  dans  cette  équation , 
iSM  la  Tédnifona  li  denz  (savoir  x  et  f)  en  y  introduisant  les  Taleurade 
X  et  de  jr  an  fonction  dn  rayon  Tecteur  r,  et  de  Fangle  f  qa'il  forme 
apK  faxe  des  x  j  ces  Talenrs  seront  données  par  les  formules 

x:=rcosf ,       ^  =  rsinf...  (a55]. 

Cet  fbcmnles  nons  donnent  en  dilTérentiant  ces  fonctioni  x  tl  jr^  par 
niiport  aux  Tariables  r  et  6, 

d!r=  — rsîn#df  +  cos#éirl    ^      ^^ 

kl  valeurs  de  x  et  dey*,  de  ctr  et  de  djTy  données  par  les  équations  (a55)  et 
(iSQ,  étant  mises  dau  l'équation  (iSo) ,  on  obtient,  apc^  la  lédâctioii. 


(sîn*  »  -f.  cos»  ») 


et  eomme  la  somme  des  canes  do  sinus  et  dn  cosinus  est  égale  à  l'u- 
■lé^  Péqnation  précédente  détient 

—  r«jj  =  a...  (!i57). 

Opérant  de  même  relatiTement  à  l'équation  (  ^54 }  »  on  froute  d'abord , 
ta  ajoutant  Jes  carres  des  équations  (a56),  et  en  réduisant, 

dix» +  c{y«  =  r«€/f •+£?!*...  (a58). 

Pte  conséquent,  en  mettant  cette  Talenr  de  dx*-^dy  dans  Téqua- 
tion  (a54)»  on  la  transformera  en 

r*</s*  4-  tîr* 

— ^—  =  *- a/Rrfr. . .  (159), 

4oi.  Pour  aToîr  Inéquation  de  la  courbe ,  éliminons  dt  entre  les  équa- 
tions (  a57  )  et  (  sSg  )  que  nons  Tenons  d'obtenir  ptr  Tintégration  :  la 
première  nons  donnera 
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dt  =  ~ 

=?i 

ulle  ilani  la  seco 

ddv,  b 

rf,.ns...  . 

o'r-d,' -t- ^'dr 

r'd^-      ■ 

=  .- 

•/M-, 

a'ir 

-...  (.Oo) 

d'ail  nom  di 


Cette  vqumïon  fera  connilrre  le  tajoa  vecleur  panr  un  angle  donné ,  Ions. 
qu'ayant  dïtffriniDê  1»  conitinMi  qu'elle  renrcimc ,  on  l'aura  iaicgrée. 

4')3.  Pour  savoir  ccqac  ces  CDastanlci  tignrfieal,  reprenons  nos  deux 
inUgialcs 


rdr-,dr 

dt                   ' 

.,   •■''•:,+■''■   i 

df 

./Mr.. 

(rfO:     . 

i>t  ivous  dej!  va  ,  nr 

33S,  qu'^nfccnanLl'i 

atfBtale  de 

la  premSj»* 

3  sec 

«ur.LCM  =  û(...  (ïO 

ppT  contcquent ,  >i  l'on  fall  (^  i  ]  on  recoanallra  que  |: 
n'eitanlra  cLme  que  le  duubla  da  sccteui  di'cril  dons  l'iiDÏI 
On  peut  lirer  la  ménie  condnsion  <le  l'équation 


car  df  ëtani  l'arc  inGniment  peiîl  décru  par  le  rajon  i,  n/«  ier>  Pâte 

iofinimenl  petit  dferil  par  le  itjoa  >cctBDr>;  donc  jr.rdf,  on  -i 

^^(tpivttnlei'a  l^x^LeDr  infinîmem  pelîlyd^cril  por  le  raTOR  vecteilfr  dan* 
l'iattaiit  dt,iiifi^; ,çam!a9  ItHf^fi^'tf  »^\  fr<>goaioru\e^^  fm.tem]gt 
ait.   335  ,    on  troOTera   l'aiie  décrite  dant  le  temps  t   par  cette  pra- 


-  :  Jt  i;  aire  décrite  doits  Panité  de  tenipt  ;  i 
aire  décrit*  dam  l'unité  de  temps  =  —^  ; 


DU  srstkuz  m  mondv.  2(55 

pircoatéquenc,  r»  ^  vaiidra  le  df^ble»  et  en  vertu  de  l'^^QAt*  (^) 

leii  Ja  '▼alear  de  a. 
On  tire  de  eetie  méBie  ëqnttion  (a63} 

et  eomme  ^  éiprime  la  ^tetee'^pgalaire  da  mobile  (*) ,  on  Toit  qn'elle 

ctt  en  raison  inyerse  da  carre  du  rayon  Ttctenr,  et  panrient  à  sa  plot 
fonde  valeur  au  point  oh  le  rayon  vecteur  a  la  plus  petite. 

4o4«  La  première  des  ëqaations  (a6i}  nous  montre  encore  que  la  cons- 
tante a  est  indépendante  dé  Thypothèse  qu^on  peut  former  sur  la  force 
leoéKratrice  ;  noas  verrons  qu'il  n'en  est  pas  de  même  de  la  constante  b, 
qôi  dépend  do  la  force  accélératrice  renfermée  dans  la  seconde  de  ces 
éqoations.  Nous  ne  pouvons  donc  difiVrer  davantage  dVtablir  cette  hypo- 
tlièae  dont  nous  avons  parlé,  art.  4oo,  néoessaire  pour  déterminer  cette 
ibrce  accélératrice;  et  nous  admettrons  avec  I^ewton  que  les  corps  s'at- 
^lent  proporiionnellemeni  k  leur  masse,  et  en  raison  inverse  du  carré  de 
kar  distance.  Cela  posé,  représentons  par  i  la  force  eiercée  à  une  dis» 
tance  k  par  Tunité  de  mssse  j  la  force  du  soleil  qui  agira  sur  un  corps 
placé  11  cette  distance  k  sera  donc  exprimée  par  la  masse  entière  M  de 
cet  astre;  mais  la  masse'  de  la  planète  que  le  soleil  attire  étant  m,  cette 
planète  réagira  sur  le  soleil ,  et  produira  un  effet  exprimé  par  m  ;  et 
comme  les  deux  forces  M' et  m  tendent  à  rapprocher  l'es  deux  astres  l'un 
de  Tantre ,  leur  efièt  sera  le  même  qne  si  la  force  M  +  m  était  concen- 
ine  dans  le  soleil,  et  agissait  sur  la  planète,  à  une  distance  k.  Lorsque 
cette. distance  cbange  et  devient  r,  la  force  M-f-"*  n'a  pins,  comme  on 
l'a  ■'m ,  la  même  intensité.  Représentons  donc  par  R  ce  qu'elle  est  alors  ; 
^t  eomme  les  forces  M  -f»  m  et  r  agiront  en  raison  inverse  des  carrés  des 
distances  ifr  et  r,  nous  aurons 


d'ob  l'on  tirera 


M  +  m:R::r»:A«5 


'  T^)  On  l'appelle  ainsi  parce  que  Tangle  #  étant  mesuré  par  Tare 
correspondant  décrit  avec  le  rayon  i ,  cet  arc  est|  l'espace  parcouru  dont 
la  diiKrentielle  divisée  par  celle  dn  Ufmpsy  exprime,  art.  294  >  1*  ^'^ 


I 


Telk«tthT«biirdelalMe8Metaénitrioe  totale  qql^  aghiMi  4  h  <§■ 
Émet  r;  |MkMllrtf*&M^|^te«lterlMÀ«tt  ■ 

4o5.  La  Talenr  qaû  nous  Tenoat  de  dëterminer  tftMit  «IW  ^  InCni 
aeeââMÂi6e^iioiu«Toiienpi«iinitfr|»f  R>^  -«..<> 

t..     •'•■_r* 
faîtOM  pofg  ■hg%ei 


tltôi  çoMtttMty  l|  énji^  dé  mêiûÉâçui  W  oôbeMi^u;  9a  Mm 


•il"» 


^  -   ;  '"î  •    ■  .      •  ■      *■■..'  il    .  ^ 

■    I 


406.  Il  ne  Qoos  >reate  plus  qa^à  dëtermÎBer  U  constante  ^  qui ,  comaM 
o»  Ta  vn ,  est  égale  à  &  —  ac.  Ponr  cela ,  recourant  à  IVqnation  (968)» 
ezaminoos  d'abord  ce  que  reprcsente  son  premier  membre  :  nooa  avoos 
lOLf  art.  4^1 ,  que  U  taleur  nous  en  était  donnée  par  l'équation  (aSS) , 
c'est-à-dire  qu'on  avait 

df         "~        di»        ' 

et  comme  ^dx*»^dy  est  Télément  d»  de  la  conrbe,  on  voit  que 

r*dp*  -hdr*    ,  ,  ^ds\*     ,       .    ,.  ,  .  ,   , 

: T— •  —  n'est  autre  chose  que  l  •/:  J  >  c'est-à-dire  est  le  carre  de  la 

vitesse  estimée  suivant  la  courbe  ^  ainsi ,   en  nommant  y  cette  vitesse, 
réquaiion  (268)  deviendra 

•'•sst'H--^...  (370).. 
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XjÙml  posé,  si  nous  reprësentons  par  V  cette  TÎtetse  à  Porigioe  du 
KxiOQTemeDty  et  par  x  ce  Ajae  devient  alors  le  rayon  Tcctenr,  tout  sera 
rminé  dans  IVfqoation  (370) ,  et  nous  en  tirerons 


X 


407.  On  poorrait  anasi  de'termlner  la  constante  a  eo  fonction  de  la  vi-, 
initiale.  Ponr  cela,  il  faut  partir  d^une  cqnation  encre  y  tt  a,  ce 


[tii  sera  facile  en  mettant ,  d'après  l'équation  (^4)  97^^  place  de 


dans  la  formule 


df 


«t  qni  la  changera  en 

dr*    ,   fl»         .      , 
p*  =  -3— H ...  (371). 

La  ^enr  de  dr^  qui  entre  dans  cette  équation,  est  représentée  (fîg.  184}  Fig.  i84- 
pir  la  di£Férence  infiniment  petite  m/,  qui  existe  entre  les  deux  rayons 
Vecteurs  Am  et  An;  en  regardant  le  triangle  mnl  comme  rectangle  en  /, 
«tiectiligne  parce  qn^il  est  infiniment  petit ,  on  aura 

ml  =r  mn  cos  nmi^ 
tn 

dr:=:  ds  cosnmli 

substituant  cette  valeur  de  dr  dans  Téquation  (971) ,  et  changeant  en- 

.     ds 
imte  -r  eàUf  nous  obtiendrons 

tf*  ss  u*  (cos  nml)*  +  — • 

Or,  si  nous  appelons  «  ce  que  devient  Tangle  nml  quand  i'  et  r  se 
transforment  en  V<  et  en  x  à  Torigine  dn  mouvement,  nons  aurons, 
dans  cette  hypothèse, 

V»  =  V*  cos»  *  -f-  —  ; 

X»  ' 

donc 

a*  =  X* V»  (i  —  cos»  «)  =  X» V«  sin»  0  , 

et  par  conséquent 

^  a  =  xV  cos  «. 

408.  Ayant  déterminé  les  constantes  qui  entrent  dans  Péqnat  (36g)> 
cherdions  maintenant  à  Tintégrer,  ponr  pouvoir  connaître  ensuite  quelle 
est  la  iMtnre  de  la  trajectoire  ou  courbe  décrite  par  le  mobile. 
Èlém,  de  Mécanique.  i^ 


^                                                      UTWAMIQDB. 

^ 

par»    j 

tance  de  la  variable,  nn  loiieiiïi  qu'il  pcm  y  aiair  d>^  rEducttoi 

[.ui*-    1 
«qui     1 

e,  CM     1 

„ou.  troa.on.                                       ^ 

''-       ^-.-^t..-^,- 

,  de»x     1 

premier»  d'un  carriJ  parfait,  nons  »oyona  quï,  poor  le  coidplt 

Lor.il 

faudrait  7  ajouisr  ^  ;  mais,  pour  ne  pai  ir  jutiler  l'c'galile,  nous 

iniro-     ( 

dDironiKnii  le  radical  la  qnaniiiB  ^—^  ,    i^t   alon    noua    poi 

.rron.      ' 

A:rire  lioii  notre  équation 

1 

^                               «Ji 

«_J  =  .,    .,    »'+g  =  A., 

.f.               ''•       - 

*         Ï/Â==i=' 

prenant  l'inl^grale  (Elém.  de  Calcul  intégral,  »rt.  37^  et  375)  on  a 

SMuetlaot  Im  lalmi*  de  h  tt  éa  A,  «nppnnast  b  fteuni  colonM 
a ,  4t  nonUBant  -f  1^  naMtmte  uhiinlra,  «n  oblieDt 


n  lin  de  cette  «quatii») 


MC#+4>i 


M,  CD  T«*(itnBDl  U  valenr  de  i  en  r,  nou*  irouierona  ealln 
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|fig.  La  QimHaa  ta  arbitraire  4  n<  Mrt  qu'à  chaiiger  la  direcdon  de  Taie 
^MYackinyaniFCCtear,  forme  Fangle  variable;  par  exemple (fig.i 85),  l^ig-  '-S5. 
«ranf^CAiB  on  #,  fanné  par  le  rayon  vectenr  avec  Taxe  primitif  AC, 
^•qeecatifeiBciit  da  !•»  de  %%  àe  3*,  etc. ,  et  que  Pon  compte  i^angle 
^liiiiUe  k  punir  da  Taxe  AB  qui  fait  avec  Paxe  AC  on  angle... 
CàB¥;4i,  Tangla  fonqë  par  le  nyon  ▼ectenr  Am  avec  cet  axe  AB, 
«ert  aKcewramaBt  da 


t«  +  4,  de  »•++<  de  3*++,  etc., 
^  )  m  §néral ,  da 

{10.  L'angle  f +  4  disparaîtra  de  inéquation  (171)  fti  nous  tranffor* 
BMMit  les  coordonna  polaires  en  coordonnées  recungnlaires ,  k  Taide 
^OMfiDrmmlfs, 

'*  =  **4-r%      x  =  rco8(^+4),      jr  =  r8in(#4-4)«--  {^:^)\ 
<V  les  denx  premières  redaisent  c^le  équation  (273)  à 

va  lire  de  là 

fi  V^x*^jr*  =  «•  — - X  i/a« A' +  /*».. .  («74) ,* 
^tvant  an  carré  et  réduisant ,  on  obtiendra 

Cette  équation  est  cellç  d'une  section  coniqtte  oo  courba  do.  seeaad 
^Mdre  ;  elle  appartiendra  k  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole ,  selon  que 
i^,  d'où  dépend  le  signe  dn  terme  en  x^,  sera  négatif  ou  positif^  car, 
dans  le  premier  cas ,  les  deux  carrés  des  coordonnées  seront  de  m^mcf 
signes,  et,  dans  le  second,  ils  seront  de  signes  contraires*  Mais,  si  1/ 
est  nul,  le  terme  en  x*  sVvanouissant,  Féquation  appartiendra  à  la  pa- 
nbole. 

41  f .  Lorsque  dans  Péqnation  (  374  )  on  introduit  le  rayon  vecteur  k 
Taide  de  la  première  des  équations  (a^S) ,  an  la  transfonne  ea 

fAr=za»'^x  ^ a^y  -h  i"», 

eeqni  montre  qu'en  regardant  V^a«&'  +  ^*  comme  une  constante,  ce 
layon  vecteur  est  toujours  donné  en  fonction  rationnelle  de  Tabscissc  jr; 
d'obi  l'on  peut  conclure  que  l'origine  est  au  foyer. 

413.  Ainsi  Toilà  la  seconde  loi  de  Kepler  démontrée  avec  une  gc- 
néralilé  qui  était  inconnue  k  ce  grand  homme;  car  il  s'était  borné,  et 

17.. 


aGo  DÏNAMiyUE. 

cDcare  par  indnclian  ,  t  auîgncr  auxplaniies  dd  ocbe  dliftiqne,  ua£» 
qui,  iVnpiii  nnin!  dcmoDSlraiion,  on  toit  ijuc  dn  corpi  planéuiirei 
pourraienl  eue  dirige»  MuWani  dec  parabolei  on  des  hjpcrbolcs. 

Sii  dam  Isa  comcut  olwctve»  jniqu'b  ce  jour,  aaas  n'avons  pat 
d'exemple  de  niouïenienj  hypettotiquei ,  r'eji  ijue,  d'upris  le  calcul 
des  pcobahililci ,  la  chance  qui  donne  une  hyperbole  iciuiblc  est  ttèi 
rare  :    n  J'ai    Iromc,    dit  Laplace  ,  qu'il    j  a   ils  mille   aa  moina    k 

■  d'acLiTitc  dn  soleil,  de  manière  i  pouToir  tue  olnervea,  décrira  on 
u  une  cllipac  irèt  allonge'e ,  ou  une  hyperbole  qui ,  par  la  gtandear  di 
Il  lOD  axe  ,  te  confondra  lentibleuicnt  itcc  nne  parabole,  dans  la  partie 
Il  qne  l'on  ohierre;  il  a'eit  donc  pat  surptmani  que  juiqn'ici  l'on 
n  n'ait  point  leconna  de  mouvemens  hyperboliques,  u 

4i3.  Si,  dans  Tcquaiion  ('i^S)  ,  on  fait  x -=  o,  el^^^^rfi,  on  aura, 
pour  Cordon nije  qui  [lassc  parleToyer,  c'esl-b'dlre  pourledcmi-paramitre, 


lam«n 

le  cquation  (■ifj),  résolue  pur  cappc 

.rtij-.dono 

,e 

■i 

r=^W.'  + 

b'^.  _  ; 

,^y^^+ 

h'i 

l'a  deux  parties  ifgaleB  par  l'axe 
nie  ne  pcnc  être  que  le  gtand  o 
r]u'i]  rfnfcrniait  le  foyer,  il  est  i 

adonnées  iccLangalair 
dea  X,  et  qne,  par 
u  le  p,dt  axe;  et, 
lotie  Deccssùhcineot 
fiera  »  l'on  fait 

legr 

ni  parts 
itqnent, 

Kud  aie 

V/W'  +  A. 

•  =  ^.. 

•  (=76), 

li,pr>« 
■équal 

transporlaùl  rorigine  an  c 
:  de  riiideicTDiini'e  ■,  par  h 
[luissance  de  2'  s'i^Taiiouisse. 
ion  (375),  non.  lroo«ioDS 

1  condill 
.  Faisan. 
,.pt*.» 

.  donc  celte  ; 
ïoirdiTU«lM 

1=1'  +  ., 
Lfficicni  de  la 

ir  o». 

4 


a  le  coefficient  de  t',  on  a 


cette  Taleur  qni,  ^lani  introduilc  dam  le  dernier  K 
le  change  en 
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m» 

y      ■  ' 


9B,r^giiatioii  (276)  août  donne 

m»  u* 

T  -"  =  y- 

Mettani  cette  ^enr  k  la  place  da.demieç  terme  de  rëqaation  (277),  ctt 
nipprimant  le  second  terme  qui ,  d'après  notre  équation  de  coadition,  esi  ; 
toi,  cette  éqoation  deviendra 

•t)  en  faisant  cranonir  les  dénominatenrs ,  on  obtiendra, 
^fâ^— «»&'»x'«-f-a»fi«  =  o...  (278). 

Dans  cette  équation ,  Torigine  des  coordonnées  est  transportée  an  centre  ; . 
pveonséqnenty  si  Ton  égale  jr  à  lérOy  et  qn^on  jtire  la  racine  cairr^  dr 
Il  valenr  de  j/*,  on  aura 

demi  grand  axe  ^=:^,,..  {279). 
Opérant  de  même  k  l'yard  de  x^,  on  trovrera  encore  ^ 


*^>"*""=l/-T- 


Cette  Talcnr  est  imaginaire  quand  i/  est  positif  dans  notre  équation, 
avona-nous  Tn,  art.  4io,  que  la  courbe  éuit  alors  une  bjperbole^ 
■uis  cette  Taleur  devient  réelle  quand  b'  est  négatif,  et  lorsque,  par 
coiuéquent ,  la  courbe'  est  une  ellipse.  Dans  ce  cas ,.  b'  c|ant  n^atif  >  si 
Ton  remplace  b^  par  —  y,  on  aura 

demi  petit  axe=. — r=*>*  (a8o)« 

41 5.  Ce  résnlut  est  conforme  à  c^i  que  Ton  aurait  trouvé  par  la 
conndération  que  le  petit  axe  est  une  moyenne  proportîonnene  entre 
le  demi  grand  axe  et  le  paramètre  dont  on  a  donné  les  valeurs. 

416.  Ayant  ainsi  détermine  les  élémens  prmcipaux  de  notre  couibe, 
il  nous  sera  facile  maintenant  de  démontrer  la  3*  loi  de  Kepler.  Eu 
effet,  on  sait  qu^en  désignant  par  i  :  sr  le  rapport  du  diamètre  à  la 
Ôreonférence,  Taire  d^une  ellipse  dont  A  et  B  sont  le  demi -grand  et 
le  demi  petit  axe,  a  pour  expression  irAB.  Par  conséquent,  si  nous 
■aettons  ,  au  lieu  de  A  et  de  B ,  les  valeurs  déterminées  par  les  éqna- 
timis  (379)  et  (a8o) .  nous  croarcroos 


aire  de  l'êtllpie  décrite  par  la  planitc  = -^^^,...  t  i8l  k 

lti;m|ilsçant/>pu/i— ^,  cl  obccivuit  qn'alon  le  iMond  monbK  de 

V/' 
rtf<|uation  (iSi)  pf  m  t' 


ï&ï' 


aire  de  Vellipit:  décrite  par  la  planète  =  ^-    (*t\  '. 

Ot,  nous  HïOn»  ïU  qu'en  dùignaol  par  t  le  lentpi  ([n'une  plaoèM  m 
f  ig.  i8j.  !■  poitourir  l'arc  dn  Kcteuc  LCM  fCg.  i8q)  ,  r^oation  [161)  donoatt 


LbMijae  t  tcrn  te  Itmps  d'une  rcVolulion  cniiin,  que  noat  t!c>ignetoii« 
par  T,  le  scieur  LCM  devicnrlia   la  aarface  de  l'elHpUj  par  . 
([nenl,  Dnai  nuroni  pour  en  cai, 

SI  comme  nom  avorn  vu  par  l'équation  (a^  que  ^  ^tai'  le  grailffl 


;railff  W 


n  pMT  /■  M  Tklnlr  donna  pat  rA[Ulîai  (  l6â  ) ,  on  Ura 


T=-' 


.,DÎ 


.  (^). 


De  mliui,  pom  aoa.  «DtcepIaDitc  m'  qoi  fut  nae  iJsohitisii  «ntitca' 
dao*  OB  Uiopf.T'qa!  cynoppad  k  IXeik  f,  on  ann  cncoNf  iBab> 
urvani  que  la  niiuie  M  dn  wleil  Mt  Ja.  mtac. 


,  d'aprif  la  loi  de  Nbwiod,  le*  ciaiji  des  dîMUKM  d«nal  (n* 


M  +  w:M  +  «i' ;:*'»;  A»i 
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iPoîi  noot  dreroot  

sobititaant  cette  ▼alenr  dans  Fëquation  (i83} ,  nons  aurons 

■i  =  —  ; 

A  l/STf-  m 

•oiApamit  cette  ë^toatîon  à  Tyquation  (aSa)  »  on  en  condnt 

t:  t'::D' :  D'-,  on  t«:T'«::dî:ïv»; 

les  carres  des-réTolutions  sont  donc  comme  lea  cubes  des  distances. 

417.  On  peut  aussi  résoudre  le  problème  inverse,  et  déduire,  dcTCônn. 
•liipùque  des  planètes,  la  loi  de  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
PtMir  cela ,  il  faut  établie  f^àe,  par  hypothèse,  réqaatîon  (060)  se  rap- 
porte à  rdlipst;  or,  Téquation  polaire  de  Peilipke  étant  de  ta  fofme. . . 
—  Gr  cos  ^  =  B*  —  Ar y  a  pour  difFéreatielk 

r  V/(C— A)«-^B4-f.aAB»r 
La  condition  dMdentiré  de  cette  équation  h  Véq.  (360)  eiîgc  qu*oa  ait- 

rfhdr=:  AB*=sz  constante  j    ou  plutôt  fhdr:=. j 

différentiant,  supprimant  àr  et  comprenant  dans  la  constante  le  signe 
Bifgatif  qui  l'afiècte  après  la  différentiation ,  il  reste  R  =:=  ■  ■  ,  ce 
)Di  prouve  la  loi  de  la  raison  inversa  du  carré  de  la  distance. 

Du  mom^nient  des  projectiles  dans  le  vide. 

418.  Un  corps  étant  sollicité  par  une  force  âiûôélératrice 
eoQstante  qui  l'entraîne  Ters  le  centre  de  la  terre»  la  com- 
binaison de  cette  force  avec  une  force  qùelooni{ue  d'im- 
pulsion produit  le  mouTcmerit  des  projectiles.  Pour  dé- 
terminer ce  mouvement,  soient  Ax,  Ay  et  Ait  les  axes 
coordonnés,  le  mobile  n'étant  soumis  à  aucune  autre  force 
accélératrice  que  celle  de  la  pesanteur^  si  nous  plaçons 
l'axe  des  x  dans  la  direction  de  cette  force,  comme  elle 
tendra  à  diminuer  lès  coordonnée^  verticales',  elle  sera  né- 
gative >  ainsi ^  en  la  représentant  paf.  —  g,  i^eàts  aurons 


f  ^64  DYNiLMlQnB. 

Ces  valeurs  étant  mises  Aam  les  étjuatioiis  (l8o)  du  i: 
Yement,  page  196,  les  cliangent  en 

^_        rfV_        ^__ 
rfC  ~  **'     (fi'  ~  **'      (fC  ~       ^  ' 

les  deux  premières  étan^  multipliées  par  dt  et  iali^rÈes , 

donnent 

Hi~    '    de""' 
et  l'ou  voit  (]ue  les  constantes  u  et  â  représentent  les  vi- 
tesses du  mobile  dans  le  sens  des  x  et  dans  celui  de»  j-. 
Ce   sont  ces  vitesses  qui  iIiiTéreiicieut    ce  mouvement  du 
mouvement  vertical,  oii  elles  sont  nulles. 

Multipliant  ensuite  par  dt  et  intégrant ,  il  vient 
«  =  aJ  +  a*,     j  =:  i/t  +  li'  : 
éliminant  l  entre  ces  équations,  on  trouve 

bx    ,   ah'  —  i/b 

_,,  =  _  +  . a ■ 

(6.  Cette  équation  est  celle  d'une  droite  EC  (fîg.  186)  tracée 

sur  le  plan  des  x ,  y,  par  conséquent ,  tous  1rs  pieds  des 

ordonnées  parallèles  h  l'axe  des  x,  se  trouvant  sur  cette 

ligne  £G  ;  ce  qui  montre  que  la  trajectoire  EIX^  est  une 

courbe  plane. 

4ig'  En  résolvant  de  nouveau  le  problème  dans  cette 

dernière  bjpotbëfe ,  nous  n'aurons  besoin  que  de  conaid^-. 

rer  dfiox  coordminéei ,  l'une  y  verticale ,  et  l'autre  x  bori* 

lontale',  et  alOrt  nom  ne  ferons  usage  que  des  équations 

d'x  d'y 

^-  =  0,      ^  =  -g- 

Si  on  les  mpItipHe  par  dt,  on  trouvera  en  intégrant^ 


t  du 

I 
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Itfaltipliantde  nouveau  par  dt  et  intégrant,  il  Tiendra 

s  =  at  +  a,    ^  =  — i^  +  **+^'...  (a85). 

four  déterminer  les  constantes,  nous  supposerons  que  le 

't:emp8  soit  compté  à  partir  de  l'origine;  alors  nous  aurons 

A  la  fois 

x  =  o,     y=o,     et     *=o, 

<%tte  hypothèse  donne 

'  a'  =  o ,     et    b'  =L  Oj 
<^  qui  réduit  les  équations  (285)  à 

IMettant  dans  la  seconde  équation  la  Taleur  de  t  tirée  de  la 
XMremi^re  j  nou3  obtiendrpps 

:k  =  -*— îéT^---  (286). 

Pour  déterminer  a  et  i^,  les  équations  (284)  nous  montrent 
que  ces  constantes  sont  ce  que  deviennent  la  vitesse  hori- 
lontale  et  la  vitesse  verticale  du  mobile,  lorsque  ^=0. 
Nommons  donc  V  la  vitesse  initiale,  et  a  l'angle  qu'elle 
fait  ayec  l'axe  des  x,  ses  composantes  seront 

y  cos  •  parallèlement  à  l'axe  des  x , 

y  sin  m  parallèlement  à  l'axe  des  y  ; 
donc 

a  ==  y  cos  et  y     6  =  y  sin  et. 

Substituant  ces  yaleurs  dans  l'équation  (286),  nous  aurons 
j.  =  *tang— -i#^-...   (287). 

420.  Il  est  facile  de  reconnaître  dans  cette  courbe  une 
parabole  qui,  partant  de  l'origioc  A  (fig.  187),  s'élève  d'à-  Fig.  187 
lord  au-dessus  de  l'axe  des  x,  et  se  prolonge  ensuite  au- 
dessous  de  cet  axe  ;  car  l'équation  (287)  étant  de  la  forme 


y  =  mx  —  nr", 
ï  ^^o  pour  avoir  les  points  o 
£  (les  X,  nous  trouverons 


Or,  je  dis  que  pour  toute  valeur  de  x  moindre  que  ^, 
l'ordonuée  sera  positive,  tandis  i]u'elle  sera  négative  pour 
toute  valeur  qui  surpassera  — .  Ea  effet,  multipliant  par  nx 
let  deux  termes  de  l'inégalité 

oa  trouvera  nx^<^nix,  ce  qui  est  la  condition  nécessaire 
pour  que  y  soit  positif.  Oa  démontrerait  de  la  même  ma- 
nière que  loi'squ'on  a  «  >  —  ,  la  valeur  de  y  doît  être  né- 
6.1i™. 

431.  Désignons  par  k  la  hauteur  de  l.-iquelle  le  mobile 
devrait  tomber  potar  acquérir  U  «iteue  V,  mus  «WKtait>. 

art.  305,  ■ 

y^S/igh...   (288); 

au  moyen  de  nette  Taleur,  l'éqUAtloti  (187)  devient 


^  =  *Ung«- 


--^...  (aSt 


4AC08'« 

42a<  On  appelle  amplitude  la  distance  de  l'origine  A 
au  point  B ,  oii  la  courbe  coups  l'axe  des  X.  Pour  la  déter- 
miner, on  fera  donc  j=ro;  et  la  valeur  de  x  qui  o'est 
pAs  nulle  sera  l'amplitude.  Ainsi,  en  égalant  la  valeur  de 
y  k  léi'o,  l'équation  (28g)  nous  donnera 

j:  =  0,     ou     «=3:4At»ng#co»'«; 
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et  m  obttrTant  que  le  prodciit  de  la  tangente  par  le  cosinus 
est  la  même  chose  que  le  sinus ,  Féquation  précédente  re- 
viendra à  celle-ci 

jp  =  4^  sîn  m  cos  «  ; 

pir  ocmaéqnent  nous  aurons 

Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  asîn<tcos«  par 
sin  !«(*),  Féquation  précédente  derîent 

amplitude  =z±hnitïfim, ..  (291). 

Cest  d'après  cette  équation  que  Galilée,  Blondel,  Bélidor, 
et  d'autres  auteurs ,  ont  construit  des  tables  de  Balistique. 

(a3.  Là  hauteur  du  jet  est  la  plus  grande  ordonnée.  Pour 
déterminer  l'abscisse,  qui  correspond  à  la  hauteur  du  jet^  il 
fanti  d'aprte  la  méthode  des  maxima  et  minima  >  ^aler  la 

yûtïïr  àe-^k  zéro,  ce  qui  donnera 

-f^  î=  tane  m  —  —z -—  =  o  : 

dm  ^         %haoe^m         ' 

^  tirera  de  cette  équation 

mirz^h  cos*  m  tang  «c  ; 

et,  en  obserrant  que  cos  «  tang  «  équiyâut  Ji  sin  «^  elle  de* 

étendra 

jp  =  aA  cos«sin«; 

ptr  conséquent  l'abscisse  de  la  hauteur  du  jet  est  la  moitié 
de  l'amplitude. 

(^)On  peut  remarquer  que  si  Pou  fait  6  =  a  dans  la  formule 

sin  (a  -f-  ^)  =  tin  a  cos  b  +  sin  h  cos  a  y 
«  tiaoi 

siki  Mi  :=  a  sin  a  coa  n . 


Si  l'on  remplace  x  par  zh  cas  n  s'm  »  dans  l'équati«k 
(389) ,  on  trouvera  pour  la  bauteur  du  jet , 

434.  Il  existe  toujours  Jeux  angles  sous  Ies(]uels  le  pro-. 
jectile  lancÉ  dans  le  vide  donne  la  même  amplitude.  Et» 
elTct ,  soit  «'  l'angle  complément  de  »,  l'équatiou  (  390  ) 
donne  pour  l'amplïlude, 

4A  sin  «  cos  •  3=  4^  *'"  "  S'"  "'- 
Mais  si  le  projectile  est  lancé  sou«  l'angle  a-'  au  lieu  de  l'être 
sous  l'angle  »,  l'amplitude  sera 

J\k  sin  «'  cos  •'  =:  4^  sin  ■'  sin  n. 

L'identité  de  ces  expressions  que  nous  venons  de  trouver 
pour  les  amplitudes  des  angles  «  et  «'  nous  montre  que, 
dans  le  vide ,  les  angles  complëniens  l'un  de  l'autre  ont  la 
même  amplitude. 

4^5.  On  peut  résoudre  aussi  ce  problème  :  Déterminer 
entre  tous  les  angles  sous  lesquels  on  peut  tirer  uu  canon,, 
quel  est  celui  auquel  correspond  la  plus  grande  amplitude. 
Pour  cela,  il  1  suffit  de  remarquer  que  l'amplitude  étagt 
représenta  par  2A  sin  2a,  le  maximum  de  cette  expression 
aura  lieu  pour  le  sinus  de  l'angle  droit;  alors  na.  :=  100; 
d'où  il  suit  que ,  dans  le  TÎde,  l'inclinaison  de  5a."  (divî-t 
sion  décimale)  est  celle  qui  répond  à  la  plus  grande  tm,- 
plitude. 

Cette  hjpotliëse  de  2<t  ^  100  nous  donne  sin  x<t  =  i  j 
par  conséquent  l'expression  de  l'amplitude  se  réduit  alors 
à  2/*;  ce  qui  nous  apprend  que  pour  l'angle  de  So",  l'am- 
plitude est  égale  au  double  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse, 
initiale. 

Soit  P  cette  amplitude,  nous  aurons 
A=iP...   (292). 
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Pour  déterminer  le  coefficient  h ,  ou  tirera  le  canon  sous 
un  angle  de  5o^',  et  ayant  mesuré  l'amplitude,  nous  la 
nommerons  P^  alors,  d'après  ce  qui  précède ,  h  sera  donné 
|>ar  l'équation  (292).  C'est  ce  4X>effîcient  A  qui  mesurera 
la  force  de  la  poudre ,  puisque  de  l'intensité  de  cette  force 
dépendra  l'étendue  de  P. 

42&  Lorsque  h  sera  déterminé  par  cette  expérience  , 
on  plus  exactement  par  un  résultat  moyen  entre  plusieurs 
périencesy  on  mettra  la  Taleur  de  h  dans  l'équat.  (289}, 
qui  la  changera  en 

j'  =  *Ung  — ^— . 

Si  nons  appelons  V  l'amplitude  qui  correspond  à  l'angle  m\ 
l'équation  (291)  deyiendra 

P' =  2A  sin  2«\. .   (293)1 

fm  plutôt ,  en  mettant  la  valeur  dé  h ,  donnée  par  l'équa- 
tion (292)1 

F  =  P  sin  2m\ 

Cette  équation  nous  fera  connaître  l'amplitude  P'  qui  a 
lieu  pour  un  angle  donné  afy  lorsque  la  plus  grande  am- 
plitude P  sera  connue. 

£n  général  y  on  peut  déterminer  l'amplitude  P'  qui  se 
rapporte  à  un  angle  «^  en  mesurant  l'amplitude  P"  qui  a 
Keu  soQS  un  angle  m"',  car  puisqu'on  a 

F  =  P  sin  2*',      F  =  P  sin  nm", 

en  divisant  ces  valeurs  l'une  par  l'autre ,  on  trouvera 

F        sin  2flt' 

Ptf         ^"^  -.  "     > 

sin  2U, 

par  conséquent ,  si  l'on  a  mesuré  l'amplitude  P^  sous  un 


3^  a  DYNAMIQUE. 

augle  ■",  na  cxiiinaîlra ,  au  moyen  de  l'équation  pric^mnK^ 
l'aniplitude  P'  qui  se  rapporte  à  un  angle  klonné  a 

437-    La   valeur  rfe  h  (  équation   292  )  ëlnnt  substituée' 
dans  l'équadon  (  a88  )  ,  noua  trouverons  pour  la  vitesse 

initiait! 

V=v/P^=V'PX9-.8o9. 
Par  exemple ,  si  l'amplitude  sous  l'angle  de  So"  était  de 
108  mètres,  on  trouverait  ■ 

V:=V/io8  Xg^jSog^  ^^lo59'",3•J2  =;  Sa^jSS  environ., 

438.  Si,  au  contraire,  on  donnait  la  vitesse 
que  l'angle  de  proiçclîon,  on  pourrait  trouver  l'amplitude;, 
par  esemple ,  si  la  vitesse  initiale  était  de  200  mftlres  pat' 
seconde  ,  et  l'angle  de  So",  on  déterminerait  d'abord  A  pa^ 
la  formule  suivante,  tirée  de  l'équation  (aSf  ^ 

'^2g-~2(9-,8o9)~  19,618" 
Appelons  P'  l'amplitude  cliercbée,  l'équation  (agS)  don—'. 


=  2o38,94. 


P'  = 


2Xao38"',94xain6o" 


429.  1^  problème  du  jet  des  bomlies  peut  s'énoncer" 
ainsi  :  Connaissant  la  force  de  la  poudre,  ainsi  que  )en  coorS 
t.  données  x'  =  AU  {flg.  188)  et  y'  —  BC  d'un  point  C 
lequel  on  veut  lancer  le  projectile ,  déterminer  l'angle  d4f 
projection  qu'il  faut  donner  au  projectile  pour  qu'il  atteigne 
le  but,  La  force.de  la  poudre  étant  ilounée  par  la  vit 
initiale  ilu  projectile,  en  une  seconde  de  temps,  suppo— ^ 
sons  que  cotte  vitesse  soit  de  600  mètres  par  seconde  ,; 
eu  faisant  donc  Y^=  600  dans  l'équation  C288J,  nous  avonl 


Cette  équatioi 


=  \/agA=:  \/3Ax  9,809 
s  fera  connaître  /■■  Cela  p 


l'rt/i 
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devant  satisfaire  à  l'équation  (287),  tions  aurons,  ei)  met- 
-tant  ces  Taleors  à  la  place  de  x  et  de  ^, 

/  =  .'tang--p^-...  (294). 

7oat  étant  connu  dans  cette  équation,  hors  l'angle  m,  nous 
^ënma  tang  •  =  s ,  et  nous  aurons 


cos«3=-- —  = 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2g4)  >  on  trouvera 


s'^ 


y  =  j.'s^p(i+sO...  (295). 

K^fBttli  équfiUw  étant  résolue  par  rapport  à  s»  noti9  don- 
M^fS9%  pour  ^  lea  valeurs  ^ui  doivent  déterniîner  les  deux 
•angles  de  projection  sous  lesquek  le  projectile  doit  être 
lancé  pour  atteindre  le  point  G  :  on  choisira  le  plus  grand 
^e  ces  angles  lorsqu'il  s'agira  d'écraser  ui|  objet. 

Au  lieu  de  CBy  on  peut  donner  l'angle  CAB,  sous  lequel 
Mt  vu  CB.  Soit  fi  cet  angle,  on  a 

CB  =  ar' tang  ^  =  yj 

cette  valeur  de  y  étant  substituée  dans  Péqiiation  (agS),  x' 
devient  facteur  cQmmi^n,  et  l'oi^  a,  en  le  supprimant, 

tangf:;=i5«-p  (!+«•), 
équation  qui  donne 

2A  /4A^       4A  tan^       " 

«—     .  —  V  ar'*  7  '• 


a^2  vyvAMiQu'K. 

Des  Projectiles  dans  un  milieu  résistant, 

43o.  La  théorie  des  projectiles  qui  sont  lancés  dans  le 
vide  C5t  loin  de  s'accorder  avec  l'espérience,  surtout  lorsqae 
la  vitesse  est  très  grande  ;  car  la  résistance  de  l'air  ralontit 
continuellement  le  mouvement  du  projectile.  Nommons  £ 
celte  résistance;  si,  comme  dans  l'nrt.  3i6,  nous  suppo- 
sons qu'elle  soit  proportionnelle  au  carré  de  la  vîtessc  , 
nous  aurons 

R  devant  être  contraire  au  mouvement  du  projectile,  agira 
suivant  l'élément  de  la  trajectoire,  mais  dans  un  sens  op- 
posé à  celui  de  la  vitesse;  par  conséquent  Et  fera,  avec  les 
axes  coordonnés ,  les  méines  angles  que  l'élément  da  forme 
avec  ces  aiLes.  Ainsi ,  en  supposant  que  n,  € ,  y  soient  les 
anglea  que  d^  forme  avec  les  axes  coordonnés ,  les  com- 
posantes de  R  seront 

Bcos>,     llcosC,     Rcosy. 

f'S-'^  Pour  déterminer  ees  angles,  représentons  par  wtnï'(fig.  185) 
l'élénieot  <?*■  de  la  trajectoire;  la  projection  de  cet  élément 
sur  l'axe  des  s  sera  égale  k  mn.  Or,  le  triangle  m'mn  nous 
donne  la  proportion    - 

1  I  cos  mitin  "  mm'  ;  m'n,   - 

I  :  cosy  W  dti%  dt; 


r  conséquent  la  composante  de  R  suivant  l'axe  des  1 
ra  pour  valeur  absolue 
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Noos  affecterons  cette  composante  du  signe  négatif,  parce 
que  lorsque  le  projectile  vient  de  m  en  m,  la  force  R  agit 
de  nft'  en  m ,  et  tend  à  diminuer  les  coordonnées  du  mo- 
lule^  œ  qui  rend  chaque  composante  de  R  négative. 

43 1.  Une  même  démonstration  pouvant  s'appliquer  aux 
autres  composantes  de  R  ^  nous  aurons 

ds 
-7-R^  pour  la  composante  de  R  suivant  l'axe  des  s, 

— R~-  pour  la  composante  de  R  suivant  Taxe  des  j'. 

Ainsi  les  équations  du  problème  seront 

«f* _  dx 

En  divisant  les  deux  premières  équations  l'une  par  l'autre, 
on  éliminera  d^,  ce  qui  donnera 

d'où  l'on  tirera 

et  en  intégrant  par  logarithmes , 

Jog  4y  =  log  dx  +  log  a  =  log  adx. 
Passant  aux  nombres, 

dy  =  adxni 

{*)  Voici  une  manière  plus  régolière  de  parvenir  an  m^me  résultat  : 
TcipuiioD  (ag6)  réduite  au  même  dénominatear ,  nous  donne 
ÊUm,  de  Mécanique.  18 


^^H^^^^E^^^^^^^^^H 

^^H 

^H               374                                                    UVN'A.MIQUX. 

.^^^H 

^H          !atëgrant  de  nourcau,  on  trouTe 

^^^^^1 

■                                                        y  =  u.  +  ù; 

sp 

^M          donc  )a  projection  de  la  trajectoire  si 
^H*         étant  une  ligoe  droite  ,  celte  trajectoi 
^H          vertical. 

ir  le  plan  dea  x,'  ^ 
re  est  dans  un  plan 

^H              4^^-  ^'  """^  mettons  de  DouTeau  le 
^H          tioh  arec  cette  condition  de  plus,  ifue 

problème  en  cqoa- 
la  courbe  soit  plane , 

^H          nous  n'aurons  besoÎD   que  d'eœployei 

'  les  équations  sui- 

-»l". 

dxd^Y  —  âfd'x                     dxd*}'- 

-  drd'x 

''"'J'               °'      ''           d,. 

*  "       i 

CïUe  Eqn.^lion  pent  se  mcltrc  sau«  Fa  forme 

1 

\ 

JoBg  =  log„J, 

' .«.'t  J!.',';. 

2'  =0,     donc    Jjr=:adx. 

(*)  NoD>  arou  dïl  qoe  la  tàiMaoce  4e  l'aii  dimipnait  Itt  coordonner* 

deUcoDrbe,  parct  qne  aodtiapphiibtu  ([de  ie  lÉbfiilBM  ^uit  duiila 

braDche  Bicendante.  S'il  éia'il  dan*  la  branche  dcBcendanle,  la  réiiuiitce 

Fig.  iSg.  de  l'air  agluant  dana  le  leoa  de  M"  en  M' [llg.  iSg),  tendnîl'i'dlmilintT 

ï  et  Ji  «ngmenlec/.  U  sembk  dcïfte  que"h  ^  d 


nme  dj  devi. 

ra  encore.  Tepri.'Knlée  pai 


it  changer  de  ûgne} 
négatif  dam  celle  branche ,  la  cobipoiahte  *Èr- 
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OU,  ea  mettant  la  Taleu^  (de  ^,      •  ^ 

Nous  pourrons  éliminer  Tune  des  variij>)^  P^  remplaçant 
i^  par  sa  yalenr  donnée  par  t'éqValîon 


et  nous  aurons . 


*'*  =  5?' 


433.  ÏA  premtëre  de  ces  équations  étant  multipliée  ps^r 
di.  donne. 

d^x ^j  dx  da 

d^x  j  dx 

— ;-  =.  -—  mas  -7-  : 
d£  di 

on  tire  de  cette  équation , 

a» 

et ,  en  intégrant ,  on  obtient 

dx  ^ 

log5^==-m.  +  C. 

434*  Soient  A  le  nombre  dont  G  est  le  logarithme ,  et  # 
la  bese  du  système  népérien ,  nous  avons 

18.. 


376 


par  cou sëquent ,  1 
(lente  en  celte-ci 


UrNAMIIjUE- 

=  log  Â.,     et     log*  =  1  ; 

)iis  pourrons  changer  l'équation  précé- 


% 


'«G  ^  =  —  ""  log  «  +  log  A  ^ 
CPtle  équation  revient  à 

'og  ^  =  log  *"""  +  log  A  =  log  Ae- 
passant  aux  nombres,  on  a 

T-  =  A<  "■'...    (299). 


435.  Pour  déterminer  la  constante  A ,  soit  V  la  viteste 
initiale,  et  «  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'ase  des  x.  La  corn- 
po.sante  de  V  1  sulvunt  cet  ase  ,  sera  V  cos  a.  Or,  quand 

«^0,-1-  exprime  la  composante  de  la  vitesse  initiale 
dans  le  sens  îles  x.  Ainsi,  dans  ce  cas,  l'équation  précF~ 
dente  se  réduit  à 

V  eos  -  =  A»"  =  A. 
Mettant  cette  valeur  dans  l'éqnatiao  (299)';  on  a 


dt 


=  Veo*  •«-■'. 


,  (3o0). 


436.  Cette  équation  contenant  trois  variables,  nous  ne 
chercherons  pas  à  l'intégrer;  mais  nous  la  oonurvfirons 
pour  éliminer  le  temps,  lorsque  nous  aurons  trouvé  une 
autre  relation  entre  ces  variableu.  Pour  y  parTenir,  nous 
observerons  que  nous  n'avons  encore  fait  usage  que  de  l'é- 
quation (297);  ainsi  il  nous  reste  la  facull<^  d'employer  l'é- 
qiKition  (298),  et  de  la  combiner  avec  l'équation  (397).  Pour 
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cet  effet ,  on  peut  mettre  ces  équatioos  sous  la  forme 

et  l'on  Toit  que  pour  éliminor  cli ,  il  suffît  de  les  dirûer 
l'une  par  l'autre.  En  opérant  ainsi ,  l'on  obtiendra 

dy_'^dt- 
S~~    -d'j,~' 

dt" 
Cette  équation  nous  donne 

dy  d^x       d^y 

réduisant  au  même  dénominateur  et  multipliant  par  dt^^ 
on  obtiendra 

*rf^-^^î-=^^...  (Soi). 

Le  second  membre  de  cette  équation  étant  divisé  par  —  dx  j 

dy 
devient  la  différentielle  de  -j-  \  par  conséquent ,  on  peut 

écrire  ainsi  l'équation  (3oi) 


^ — ^-d(^£)n 


(*)  J'ai  cherche  à  parrenir  au  même  rétahat  de  la  manière  suivante. 
Représentons  Pëqnat.  (3o4)  par  di  =idxP,  et  mettons  cette  valeur  de  ds 

dans  les  équations  (297)  et  (!ig8} ,  et  remplaçant  ^  par  p,  nous  obtien- 
drons 

d*x  dz*  rx       à.'^Y  '^*"  n 


Faisant  pour  simpHlicr,  -^  ^/>i  il  vientlru 
gdi"  =  ■^  dxdp . . .   (3oa). 
Eliminant  dt'  au  movea  de  l'éiiuatioD  (Son),  on  tromera 

«=-Voo.'..— '.J...  (303). 

437.  Cette  équation  coatïcnt  encore  trois  vfkrïablesj  niais 
l'élément  de  la.  courbe  nous  Iburait  entre  les  mêmes  va- 
riables ,  la  relation  da  :=  ^dx*  +  "^'i  ou ,  en  mettant  pour 
ify  sa  valeur  pdx, 

A=rf.  ï/r+7'...  c3o4); 

par  conséquent,  en  éliminant  rfx  entre  cette  équation  et 
l'équation  (3o3)  ,  nous  obtiendrons 


Intégrant  cette  équation  (notr  dixié/ne),  on  trouve 


Poar  lillmiotr  If*  ilcmlen  letinw  da  cet  é^aation* ,  iMu  Mld(i[£eMiu 
lu  premièru  par  p,  ei  la  reiranchant  de  l'amteJoaiuuofTCMnf   .   ^^.1 


réiliuiaDt4Mt  indan  |Ui 
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Faisant  G  =:  ^  A,  et  supprimant  le  diTiseur  commun  a, 
on  a  enfin 


/»•!+/»•+ log(p+|/i+/>')  =  à--^--^...  (3o7), 


Pour  déterminer  la  constante  A,  nous  remarquerons  que 

\ê.  vAieur.^  dep  est  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle 

que  l'élément  de  la  courbe  fait  avec  l'aie  des  x.  Si  nous  ap- 
pelons •  cet  angle  h  l'origine  qu'on  suppose  placée  au  point 
A  (fig*  189},  où  se  trouve  le  projectile  lorsque  i  est  auli  Fig.  189. 
nous  aurons  en  même  temps 

a?=r0y     j^  =  0|     s=:Oy     et    />  =  tang  «. 

Substituant  ces  valeurs  de  s  et  de  />  dans  l'équation  piré- 
cédente ,  on  trouvera 

A  s=  tang  «  K  1  -f-  tang*  «  ' 
+  log  (tang  -  +  /i  4-  tang*"^+  ;j;;y:^j^ i 

on  regardera  donc  la  constante  de  l'équation  (3o7)  comme 
une  quantité  connue. 

438.  Si  l'on  élimine  tf'"'  entre  l'équation  (807)  et  celle 
que  nous  avons  marquée  par  le  n^  3o3,  on  obtiendra 

dx^ 7== — 7== •..  (3o8). 

'«l>V^i+/>'  +  log(/)+»/i +/>•)  — A] 

Multipliant  cette  équation  terme  à  terme  par  celle -ci , 
on  (ruuvera 
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=^-T. Ti-  •  ^^"9'- 


[/-l/i  +  p'  +  logOï  +  l/i +/.')  — A] 
439  Pour  (létefmmer  le  temps,  l'équation  (Soa)  donne 


Mettant  ùans  cette  équation  lu  valeur  de  dx, 

df  = —'V 


mgipV  t+p'+HUi+v  i+p':i-ii 


..(Sn 


on,  en  changeant  les  signes  du  nnmérateur  et  du  déno- 
minateur, 

a^= =_— * .=-     ^ 

ms[— pV'+p'-'in^p +V  >+?'>  + i-1  ■ 

Passant  k  la  racine  carrée,  ie  second  membre  de  celle 
équation  devra  en  généralêtre  aflectcdu  double  signe;  mais, 
dans  notre  cas ,  nous  choîsïratis  le  signe  négatif,  parce  qu'on 
sait  que  toute  équation  entre  deux  variables  t  et  p  pouvant 
être  considérée  comme  celle  d'une  courbe  dont  t  serait 
l'abscisse  et  p  l'ordonnée,  si  en  même  temps  que  /  aug- 
mente, p  diminue,  on  doit  «voir  dt  et  dp  de  Aiguës  con- 
traires (*).  Or,  dans  le  cas  présent,  il, est  érident  qu'Jt 
mesure  que  le  tcipps  t  augmente,  p  qui  est  la  tangente  tri- 
gonoinétriifiie  de  l'angle  formé  par  l'élément  de  la  courbe 
avec  la  parallèle  à  l'axe  des  x,  diminue  dans  la  branche 


(')  On  ponrrsît  le  d^nianlrer  Je  celte  manière  :  GoU  I  =^fp,  "  p  di- 
minaa  de  A,  f  devient  t'^fplp  —  h)  j  iléicloppanl  par  la  forinule  lU 
T.jlor,  ..  m,™ 


>iu>nl  quand  p  diai 


t  tinune  quanlui: 
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ascendante >  qui  est  celle  que  nous  considérons-,  donc 

€b= ^  ..»(3 1 1). 

Vmgl—p  \/ 1  +/,*_logOH.  V I  +/!•)+ A] 

44o*  11  nous  sera  aussi  facile  de  trouver  l'expression 
de  la  vitesse  en  fonction  de  p  -,  car  la  vitesse  nous  étant 
donnée  par  Féquation 


^  =  di^ It =  •37»^"  +  ^^ 

en  remplaçant  àx  et  d^par  leurs  valeurs,  on  trouvera 


V    m 


44' •  On  peut  aussi  exprimer  l'arc  s  en  fonction  de  />: 
en  e&t,  l'équation  (807)  nous  donne 

Prenant  les  logarithmes,  changeant  l'exposant  de  e  en  coef- 
ficient, et  remplaçant  log  e  par  l'uuité,  on  obtiendra 


log  Ç''^^'"  [X-p^i +p»-  log  (p+y/;+p')}) 


2m 


positive;  il  en  est  de  mémo  de  —  ^. A  +  etc.  Or,  en  prenant  h  assez  pe- 
tit pour  que  le  premier  terme  da  développement  de  tf — t  décide  du  «igné 

de  ce  développement,  il  faut  que T-h  soit  un  nombre  positif,  ce  qui 

ne  peut  être  à  moins  que  -^  ne  représente  uuc  quantité  négative,  car  le 

facteur  h  est  essentiellement  p«>si(if.  Donc  <//*  ei  dl  sont  de  situes  con- 
traires. 


I 
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442-  PouritToir  ré<)UHtioLi  àe  la  Irajectoire,  il  CauiIrMl 
inléprei-  les  àgiialion»  {3o8)  et  (Sog)  j  on  n'y  a  pu  réussir 
jusiju'à  présent,  du  moins  sans  recourir  au»  séries.  Cc-U 
n'pmpèclie  pas  qu'on  ne  puisse  ooustmîre  approxiinalive- 
mciit  la  trajectoire  par  points  nu  mojen  des  équat.  (3o8) 
et  C^og),  Vour  purvenir  à  ce  but,  nous  les  aieltrous  squs  U 

(lx^=çp.dp. . .   C3ia), 

dy  =  -irp  dp...    (3l3). 

En  lie  coasidéiant  d'abord  que  la  prcmifeie  ,  clic  doiiuc 

*l  nous  voyons  que  -7-  n'est  autre  chose  que  la  tangente 

lri(;onoRi étriqué  d'une  conrbe  dont  p  serait  l'abscisse  et 
X  l'oidoniiLe.  C'est  cette  conrbe  que  nous  allons  d'sbord 
cLeruhei'  a,  construire,  parce  que  nous  nous  en  §ervîrons 
ensuite  |iour  déterminer  les  difl'crens  points  de  la  trajec- 
toire. Hous  la  distiiiguerous  de  ctlle-ci  eu  la  iiommaut 
courbe  auxiliaire. 

Ayant  donc  mené  deux  axes  rectangulaires  Ap  et  Ax 
FIg.  iQo,  (fig.  igo)  ,  on  portera  de  A  en  B  une  droite  AB  £=  tang  », 
et  le  point  B  appartiendra  à' la  courbe  auxiliaire,  pui«que 
{art-437]  l'ordonnée  j^^octKTespood  à  rabscîsse/i^tangii. 
Si  l'on  partage  ensuite  AB  en  parties  Égales  BB',  D'B', 
B"B*,  etc.,  et  qu'on  représente  l'une  de  ces  parties  par 
dp ,  il  sera  facile  de  construire  approximativement  les  points 
M',  M",  M",  etc.,  de  la  courlie  auxiliaire  qui  correspondent 
aux  points  B',  B',  B",  etc.  En  effet ,  si  l'on  suppose  que  les 
points  B,  U',  B",  etc.,  soient  très  rapprocbé* ,  on  pourra 
reganler  les  urcs  de  courbe  Af  B,  M°Af',  M'M",  etc>  comme 
se  confondant  avec  les  tangentes  M'B,  M'M',  AfM*  qui 
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seraient  menées  aux  points  M',  M"^  M*,  etc.  Cela  suffît 
pour  pouvoir  calculer  les  ordonnées  M'B',  M"B*,  M*B*,  etc. 
£n  effet  I  la  tangente  trigonométriquc  de  l*angle  formé  par 
l'élément  de  la  courbe  avec  la  parallèle  âi  Taxe  desp,  étant 

en  général  -r-  >   sa  valeur  nous  sera  toujours  donnée  par 

l'équàtion  (  3i2  ),  dès  que  nous  aurons  filé  la  valeur  de 
Pabaouse  p*  Ainsi  i  lorsqu'on  vent  avoir  la  tangente  trigo- 
noniëtrique  de  Tanj^e  M'Bp\  fbrmé  par  la  tangente  en  M' 
avec  Paxe  des  abscisses ,  comme  l'abscisse  du  point  M'est 
AB'  =  AB  —  BB'  =  tang  m^-^dp^  il  faudra  changer  p  en 

//y 

tang  «  —  dPp  dans  la  valeur  fp  de  -r-  donnée  par  l'équation 

(3ia),  et  -j-  deviendra 
dp 

tang  IVTBp  =  ^  (tang  m  —  dp); 
donc 

tàng  M'BB"  =3  ~  f  (lang  «  —  dp). 

Cela  posé ,  l'ordonnée  M'B'  ayant  pour  expression . .  • 
BB'  X  tang  MliSf,  nous  aurons 

M'B'  =  BB'  X  tang  M'BB', 
ou 

M'B'  =:dpX  —  ^  (tang  «  —  dp). 

Ainsi  on  construira  le  point  M'  de  la  courlje  auxiliaire  BC 
au  moyen  des  coordonnées 

AJf  =  tang  m  —  dp, 
et 

B'M'  =  rfp  X  —  ^  (tang  m  —  dp). 

Pour  déterminer  un  troisième  point  M',  ou  prendra 
AB*  =  tang  m  —  làdp  ;  et  par  le  même  raisonnement ,  on 
prouvera  que  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  M'^M'O 
a  pour  expression  —  p  (tang  m  —  ac//)),  et  que  par  consé- 
quent 
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M'O  =  d/)  X  —  ip  (tang  *  —  arfjD)^ 

mettant  cette  valeur  et  celle  de  M'B'  Jans  l'équatioflL 

M"B*  z=  M'B'  +  M''0 , 
on  trtTOYera 

M'B'^ — dp.f^laagm  —  dp)  —  dp^  (tang  » ■^  adp)," 
Pour  calculer  l'ordonnée  M"B"  qui  correspond  à  l'absciase 
AB'  :^  tang  m  —  3dp  ,  il  suffira  d'ajoutei'  â  la  valeur  de 
M'B"  celle  de  M'O'  qui ,  d'après  ce  qui  précède,  équivaut 
à  —dp.p  (tang  »  —  3dp)  ,  et  l'on  aura 

B'M*  =  —  dp.%  (tang  m  —  dp^  —  tJp . 9  (tang  «  —  o.dp) 

—  àp.'<t\\xm%»—Zdp'). 

C'est  ainsi  qu'on  détermîneva  une  suite  de  points  qui  ap- 
partiendront à  la  courbe  auxiliaire  dont  les  coordonnées 
sont  p  et  X.  Conduisant  par  ces  points  des  lignes  droites, 
on  formera  un  polygone  BM'WBT',  etc. ,  qui  s'approchera 
d'autant  plus  de  la  courbe,  que  àp  aura  moins  d'étendoe. 

En  opérant  de  la  même  manière  à  l'égard  de  l'équatioB 
dy  ■:=-^p.dp ,  on  construira  une  seconde  courbe  auxiliaire 
BD ,  dans  laqut;llc  les  coordonntes  seront  p  et  y.  Les  coor- 
données, telles  que  mb  et  Ib  qui,  dans  ces  deux  courbes 
auxiliaires,  appartiennent  a  une  même  abscisse  p,  aeront 
les  coordonnées  de  la  trajectoire.  Do  sorte  qu'en  pretunt 
pour  abscisses  de  la  trajectoire  W  coordonnées  B*!)!',  B*H*t 
B'M',  etc. ,  de  la  première  courbe ,  les  ordonnées  de  la  tra- 
jectoire seront  B'L',  B'L',  B"L*,  etc. 

Des   différentes  manières  de  mesurer  les  Jôrces^ 
et  de  ce  qu'on  entend  par  force  vive.. 

44^-  Nous  avons  vu,  art.  296,  que  deux  forces  F  et  F' 
appliquées  à  un  même  mobile,  étaient  entre  elles  o 
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les  vitesses  qa*elles  communiquent  k  ce  mobile.  G>n8idé- 
roDS  maintenant  ces  forces  lorsqu'elles  sont  appliquées  à 
des  masses  différentes,  et  supposons  d'abord  que  deux  forces 
égales  et  directement  opposées  agissent  sur  deux  masses  M 
et  M',  ^les  et  spliériques  ;  elles  communiqueront  k  ces 
masses  deux  yitesses  V  et  Y'  qui  seront  égales.  M  et  M',  en  se 
rencontrant,  se  presseront  mutuellement,  et  se  mettront  en 
équilibre,  parce  que  tout  est  égal  de  part  et  d'autre.  Mais 
li  Ton  ayait  M  =  nM'  et  que  V'  surpassât  V,  on  regarderait 
M  comme  composé  des  masses  m\  m",  mT. . .  i»^*^  ^ales 
chacune  à  M^  Il  est  certain  qu'en  vertu  de  la  liaison  mu- 
tuelle des  parties  qui  composent  les  solides ,  l'une  de  ces 
muses,  ne  pourrait  se  mouvoir  sans  entraîner  les  autres  ; 
de  «nrte  que  si  le  mobile  M  devait  parcourir,  par  exemple, 
trois  mètres  par  seconde,  chacune  des  masses  m\  m", 
wT,  etc.,  parcourrait  aussi  trois  mètres  par  seconde,  ce  qui 
revient  à  dire  que  si  V  est  la  vitesse  de  M,  les  masses  n»', 
m'j  il»*,  etc. ,  auront  chacune  la  même  vitesse  Y.  Or,  si 
m',  animé  de  la  vitesse  Y,  vient  choquer  la  masse  AT  qui , 
par  hypothèse ,  lui  est  égale ,  elle  détruira  dans  Y'  une  vi- 
teue  égale  li  Y^  et  si  dans  le  même  temps  i»',  agissant  par 
Fîntermédiaire  des  autres  masses ,  choque  aussi  M^,  elle  dé- 
truira encore  une  partie  Y  de  Y',  et  ainsi  de  suite  pour  les 
tntres  masses.  De  sorte  que  toutes  ces  masses  réunies  dé- 
truiront spontanément  dans  Y'  une  vitesse  égale  à  nW  ; 
et  en  supposant  que  la  vitesse  Y'  soit  alors  épuisée ,  il  y 
aura  équilibre;  il  faudra  donc  que,  dans  ce  cas,  on  ait 
V'^TiY.  Éliminant  n  entre  cette  équation  et  l'équation 
M  ^:  iM\  on  obtiendra  la  proportion 

M  :M'::  V:  v, 

^  nous  apprend  que  lorsqu'une  masse  M  contient  i>  fois 
b  nutière  d'une  autre,  ces  masses  doivent  être  en  raison 
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interse  de  leurs  vitcisci,  pour  tiu'cllcs  putweat  m  faiff 
éqnilibi-c. 

444'  t^tto  proposition  a  encore  lien  lorsque  M  ne  rrn- 
ferme  pas  M'  un  Donibre  juste  de  fois  ;  c'est  ce  (ju'il  serait 
facile  de  déioontrer  {nvCe  onziinu)  par  la  consitti^nttioU  de» 
iuliuiment  pelilï.ou  par  U  méthode  des  liitiitea. 

445.  II  suit  de  ce  qui  procède,  que,  puisque  les  vitesses 
de  deux  corps  sont  en  raison  inverse  de*  nombres  de  par- 
ticules matérîellfs  qu'ils  contiennent,  Il  faut ,  lorsque  ces 
corps  sont  de  mêmes  volumes  et  de  densités  dîflérentes,  que 
leurs  vitestes  soient  eo  raison  inverse  de  leurs  densités. 

44'>-  Sapposons  maintenant  que  la  force  F  qui  imprime 
à  h  masse  M  la  vitesse  Y,  agisse  sur  une  masse  qui  aoît 
M  fois  plas  petite,  et  qui  par  conséquent  pourra  être  re- 

■ptésentfe  par  -ç,  =:  i ,  cette   force  communiquera   à   la 
masse  I  une  vitesse  qui  vaudra  M  fois  celle  que  F  comiou- 
iiiquerait  à  M;  celte  vitesse  sera  donc  exprimée  par  MV. 
Par  la  même  raison ,  la  force  F*  qui  communique  a  M' 

la  vitesse  \  ,  cummumquern  a  la  masse  sp  —  1  ,  uue  vi- 
teaseM'V. 

Les  Titesses  MV  et  MT'  étant  celles  (|ui  sont  commipiir 
qiiées  far  les  forces  F  et  f  à  'une  mente  Waste  i,,  i(«ait 
da  principe  des  TÎtesses  proportionneltêi  aux  forces,  ar- 
ticle 396 ,  qne  Voi)  a 

F  :  iF*  ::  MV  :  m'V. 

Les  expressions  MV  et  MTV'  sont  ce  qu'on  appelle  les  quan- 
tités de  mouvement  communiquées  par  les  forces  F  et  F'aux 
mobiles  M  et  M'. 

447-  L'unité  de  force  étant  arbitraire,  nous  pouvons  b 
représenter  par  la  quantité  de  mauvement  qa'elle  connu- 
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nK\iie  au  mobile.  Ainsi ,  en  supposant  que  F' soit  cette  unité 
^  force,  nous  remplacerons  F'  par  M'Y' dans  la  proportion 
précédente ,  et  nous  eu  conclurons 

F  =  MV. 

44^  ^>  nous  considérons  la  force  ^  qui  agit  instantané*- 
ment,  nous  aTons  wn,  art.  ag6  ,  que  cette  force  était  re* 
présentée  par  la  YÎtesse  qu'elle  communiquerait  au  mobile 
dans  l'unité  de  temps ,  si  le  mouvement  devenait  tout  k 
coup  uniformément  accéléré >  nous  aurons  donc,  en  met- 
tant pour  y  sa  valeur  p^ 

F  =  M^. 

Cette  équation  nous  apprend  encore  que  ç  est  la  force 
qui  agirait  sur  l'unité  de  masse  \  car  si  l'on  fait  M  =  i , 
on  a        ' 

F=:  f. 

f  étABt  la  force  accélératrice,  F  est  celle  qu'on  appelle  la 
force  Motrice. 

449*  Rous  avons  vu,  art  163^,  qu'en  nommant  ^ la  force 
de  la  pesanteur ,  P  le  poids  du  corps ,  et  M  se  masse ,  on 
avait 

si,  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on  élimine  M, 
on  trouvera 

F  =  P?; 

g 

de  sorte  que  lorsque  la  force  accélératrice  ^  est  celle  de  la 
pesanteur,  f  s^,  et  l'équation  précédente  se  réduit  a 

F  =  P. 

Dans  ce  cas ,  la  force  accélératrice  est  donc  évaluée  par  le 
poids  du  corps  sur  lequel  elle  agit 
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45o.  Il  y  eut  autrefois  entre  les  géômetrèi  nne'â 
célèbre  sur  la  raesore  îles  forces.  Celte  di^pnle, 
be.iucnup  d'aulres,  provennit  de  ce  qu'on  ne  s'eatendait 
]ins  sur  la  dêlinilioa  des  mota. 

Une  force  ne  nous  étant  connue  que  par  ses  eifels,  peut 
*lre  Diesnrée  de  différentes  laanièresj  suivant  l'usage  «u- 
qwel  on  TCut  l'approprier.  Par  exemple,  si  l'un  se  propose 
de  déterminer  le  fardeau  qu'un  homme  peut  soutenir  ins- 
tantanément,  il  est  évident  i]ue  U  force  de  cet  luimme 
fiera  proportionnelle  eu  poids  qu'il  sera  capable  de  soulenîr, 
et  par  conséquent  pourra  être  représentée  par  ce  poitb  ; 
mais  si  l'on  veut  mesurer  la  force  de  cet  homme  par  le 
travail  qu'il  peut  eiécuter  dans  un  temps  donné,  on  aura 
une  autre  manière  d'évaluer  sa  force ,  et  qui  sera  entière- 
nicnt  différente  de  l'autre;  car  on  sent  qu'un  homme  plus 
faible  pourrait,  avec  plus  d'aplitude  à  soutenir  une  longue 
fatigue,  donner  dans  son  travail  un  plus  grand  résultat, 
el ,  sous  ce  poiut  de  vue,  être  considéré  comme  aaimé  d'une 
plus  grande  force  que  l'autre.  Dans  cette  seconde  manière 
de  coniidérer  la  force  d'un  homme,  nous  la  regarderODS 
comme  proporlionnelle  au  poids  qu'il  soulève,  et  à  la 
hauteur  à  laquelle  il  l'aura  élevé  dans  un  temps  donné; 
bien  entendu  qu'on  ne  suppose  pas  que  l'effort  varie  à 
raison  de  la  hauteur,  parce qae , dans  le  fond,  cette  bsn- 
tenr  -ne  représente  ici  qnt  le  nombre  de  foii  qa'dBoer- 
taiit  travail  est  répété.  Ainsi ,  en  sappotant  que  deux 
hommes  élèvent  dans  u&e.  joomée  de  travail  le  même 
poids,  l'un  à  600  mètres  de  haut,  et  l'autre  à  aou  mt- 
tres ,  dans  cette  manière  d'eitiiaer  la  force ,  non*  r^arde- 
rons  l'an  de  ces  hommes  comme  ayant  trois  fois  antant 
de  force  que  l'antre.  Il  suit  encore  de  là  que  si,  dons  la 
même  )ournée  de  travail ,  deux  hommes  élevaient,  le  pre- 
mier 20  kilogrammes  i  300  mètres,  et  le  second  10  ki- 
logrammes à  4°o  mètres ,  on  les  r^arderait,  dans  la  pré- 
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^nte  hypotliëse ,  comme  ayant  des  forces  ^aleS;  quoique 
réellement  les  forces  intrinsèques  de  ces  hommes  puissent 
étie  très  différentes;  mais  nous  ne  les  considérons  ici  que 
sous  le  rapport  du  travail  produit. 

C'est  de  cette  manière  que  Descartes  estime  la  force  d'un 
liomme  ou  de  tout  autre  moteur.  La  dispute  qui  le  divisait 
d'opiliion  avec  d'autres  g^mètres,  ne  roulait  que  sur  la 
définition  du  mot  force.  Il  prétendait  qu'une  force  devait 
fl^évaluer  par  le  produit  de  la  masse ,  par  le  carré  de  la 
vitesse.  Nous  allons  voir  comment,  lorsque  l'on  considère 
les  corps  en  mouvement,  la  définition  de  Descartes,  du 
mot  force ,  peut  conduire  à  cette  conséquence. 

Soit  P  le  poids  soulevé,  et  h  la  hauteur  à  laquelle  il  doit 
être  élevé  dans  un  temps  donné  y  la  force ,  dans  l'hypothèse 
de  Descartes,  sera  donc  mesurée  par  le  produit 

PXA. 

On  peut,  dans  cette  expression ,  remplacer  P  par  sa  va- 
leur Id^,  art.  i63|  et  l'on  aura 

Ph  =  M^A; 

mnltipliant  par  2 ,  il  viendra 

aPÀ  =1  M  X  '^gh  ; 

obseryant  que  le  carré  de  la  vitesse  i^  duc  à  la  hauteur  h^ 
s  pour  expression  7gh ,  art.  So^ ,  on  peut  remplacer  7.gh 
pu*  i^^  ce  qui  donne 

aP^  =  Mt'». 

Ayant  défini  le  mot  force  autrement  que  Descartes ,  nous 
%  dirons  pas  comme  lui ,  que  Mv^  est  la  mesure  d'une 
force ,  parce  que  nous  avons  vu ,  art.  447  >  qu'une  force 
devait  être  représentée  par  la  quantité  de  mouvement  M^^ 
qa*dle  produit.  Ainsi ,  pour  éviter  toute  équivoque,  nous 
Lléfn.  de  Mécanique,  19 


I 


2go  DYKimqios. 

cmploici'oiis  une  nouvelle  déDominatioa  en  donoanf,  stu- 
ïant  l'usage,  le  nom  de  force  viue,  au  produit  Mv'  de  U 
masse  par  le  carré  de  la  ïilesse, 

45 1 .  Les  forces  vives  peuvent  être  d'uae  grande  utilité  lors- 
qu'il s'agît  de  mesorcr  l'eETet  ou  la  dépense  d'une  macliine. 
S'agil-il,  par  exemple,  de  disposer  d'uue  chute  d'eau,  de 
faire  mouvoir  un  chariot  sur  uii  terrain  donné,  de  com- 
primer une  niasse  d'air,  de  faire  sortir  d'une  mine  une  cpr> 
laine  ([uantité  de  combustibles,  etc.,  dans  tous  ces  cas,  on 
peut  ramener  l'effet  de  la  force  molrice  au  produit  d'un 
certain  poida  par  une  longueur  donnée  ;  par  conséquent, 
à  une  expression  de  la  forme  l'h,  dont  le  double,  comme 
nous  venons  de  le  démontrer,  revient  au  produit  Mf'> 

Du  choc  direct  des  corps. 

452.  Nous  diviserons  les  corps  en  corps  durs  et  cd  corps 
élastiques;  un  corps  dur  est  celui  qui,  après  le  clioc,  ne 
change  pas  de  Ggure;  un  corps  élastique  est  celui  qui, 
étant  compresïihle,  reprend  après  Te  choc  sa  figure  primi- 
tive eu  ïcrlu  d'une  force  qui  réside  dans  ce  corps. 

Tous  les  corpsparticipentplusev  moins  de  cerdeux  étata, 
que  nous  regarderons  comme  des  limites  entre  lesquelles  ces 
corps  sont  placés. 

Du  choc  des  corps  durs. 

I.  4^^-  Soient  M  et  M'  (  £g.  191  ]  deux  corps  durs  sphé- 
rîques  qui  se  meuvent  dans  -le  sens  de  A  vers  C.  Sî  M 
va  plus  vite  que  M',  il  l'atteindra,  et  alors  les  mobiles  se 
comprimeront  réciproquement,  jusqu'à  ce  qn'iU  soient  ani- 
mé» d'une  vitesse  commune. 

Nommons  F  et  F  les  forces  qui  ont  communiqué  aux  mo- 
biles Met  M',  les  vitesses  V  et  V,  Comme  ces  ibroespenvent 
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^tre  représentées  par  les  quantités  de  mouvement  qu'elles 
impriment  aux  mobiles^  art  44?  s  t^ous  aurons 

F=MV,     F'  =  1V1'V': 

or,  d'après  le  principe  de  la  composition  des  forces»  celles 
qui  tuivent  la  même  direction  devant  s'ajouter  lorsqu'elles 
agissent  dans  le  même  sens>  nous  écrirons 

F  +  r=:MV  +  M'V'. 

Noos  avons  une  antre  expression  de  F  +  F';  car  soit 
if  la  vitesse  commune  de  ces  corps  après  le  choc;  ou  peut 
regarder  M  +  M'  comme  un  seul  corps  qui ,  en  vertu  de 
la  force  F  -f-  F,  a  acquis  la  vitesse  n.  Nous  aurons  donc 
encore 

F  +  F  =  (M  +  M')f. 

De  ces  équations  nous  tirerons 

i<A  nons  conclurons 

_  MV  +  WV 

*'"■     M  +  M'    • 

454*  Lorsque  les^corps  vont  à  la  rencontre  l'un  de  Tauti^e^ 
^'est  négatif,  et  l'on  a 

_  MV  —  M'y 

^~     M  +  M'    • 

^i  le  corps  M' était  en  repos  lorsque  M  vient  le  choquer,  V^ 
^%it  nul  i  et  les  formules  précédentes  se  réduiraient  à 

_      MV 
''~M+ÂF- 


^9 


\ 
\ 


Du  choc  des  corps  élastiques. 

4^5.  Exnmiuoas  d'abord  les  circonstances  àa  pTiénomèM 

de  l'élasticité  dans  un  corps  sphérique,  qui,  sollicité  par 

Fig.  igj,  une  force  perpendiculaire  an  plan  inébranlable  AB[fig,  ig-i), 

serait  lancé  sur  ce  plan.  Dès  l'instant  qne  le  corps  atteindra 

Pld  plan  â8,  l6  dianiëtre  £D ,  par  la  force  de  la  compres- 
sion, se  raccourcira  et  le  point  D  se  rapprochera  du  centre 
C,  tandis  i|iic  les  sections  perpendiculaires  à  ED  s'enfle- 
ront. Le  point  D  s'arrêtera  dans  ce  movTeinent,  lorsque 
la  vitesse  du  corps  sera  totalement  épuiscei  alor3,eo  Tertn 

I  de  l'élasticité ,  cette  vitesse  renaîtra  successivement  en  sens 
contraire ,  jusqu'à  ce  que  le  corps  ait  repris  sa  forme  pri- 
mitive. 11  suit  de  là  que  lorsque  le  mobile  sera  revenu  à  son 
point  de  départ ,  il  aura  aci^uis  une  vitesse  êg;.!e  k  sa  vi- 
tesse primitive,  mais  qui  agira  en  sens  coJitraii'e. 
4^6.  Considérons  maintenant  le  cboc  de  deux  corps  élas- 
¥ig.  tgi.  tiques  Met  M' (fig.  191),  fjue  nous  supposerons  aller  dans 
le  même  sens.  Ces  corps  devant  s'atteindre,  il  faudra  que 
la  vitesse  V  de  M  surpasse  la  vitesse  V  de  M'.  Cela  posé, 
ces  corps,  en  se  cboquant,  se  comprimeront  de  plus  en 
plus,  jusqu''^  ce  que,  parvenus  au  maximum  de  la  corn- 
pifession,  ils  aient  acquis  une  vitesse  commune;  de  sorte 
.fig.  193.  qu'un  point  matériel  D  du  corps  M  (fig  193J  qui,  en  vertu 
de  la  seule  vilesse  V,  aurait  décrit  la  ligne  DE,  retardé 
dans  sou  naauvement  par  l'efiet  de  la  compression,  au  lieu 
d'être  arrivé  en  £  h  l'infant  dn  maxiitiunt-itie  la  com- 
pression ,  né  sera  parvenu  qu'en  F  ;  alors  la  force  élastique 
commençant  à  agir  sur  le  point  matériel ,  lui  communiquera 
dans  le  sens  de  F  en  G ,  une  vit«sse  égale  à  celle  qu'il  a 
perdue  par  la  compression,  et  qui  le  ramènera  à  l'extré- 
mité G  d'une  ligne  FG  égale  à  FE.  La  vitesse  du  mobile 
^nt  la  roéme  pour  tous  les  points  matériels  qui  le  cont- 
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posent  9  art  44^ >  ^^  "^^^  représentons  cette  ▼itea.^e  atant 
le  choc  par  DE>  nous  pourrons  conclure  qu'après  ce  choc, 
elle  sera  réduite  li 

DE  —  GE  =:  DE  —  aFE. 

457.  Pour  exprimer  analytiquement  les  circonstances  que 
nous  Tenons  d'examiner ,  nommons  u  la  vitesse  commune 
qui,  au  moment  du  maximum  de  la  compression ,  anime 
tous  les  point  des  deux  mobiles.  Nous  pourrons  en  cet  ins- 
tant regarder  ces  mobiles  comme  ours,  et  nous  aurons  pour 
déterminer  u,  l'équation 

La  vitesse  perdue  par  le  corps  M  en  vertu  de  cette  com- 
pression^ étant  égale  à  la  vitesse  V  qu'avait  le  corps  moins 
celle  qui  lui  reste,  sera  exprimée  par  V  —  u. 

Telle  serait  la  vitesse  qu'aurait  perdue  le  corps  au  maxi' 
mum  de  la  compression,  si  la  force  élastique  n'existait  pas; 
mais  cette  force  commençant  dès  lors  à  agir,  fait  perdre 
encore  au  mobile  V  —  ui  de  sorte  que  la  perte  totale  de 
▼itesse  du  corps  M,  sera  a  (V  — •  u).  Appelons  i^  la  vitesse 
après  le  choc  ;  nous  aurons  donc  pour  déterminer  v ,  l'é- 
quation 

ou ,  en  réduisant , 

v  =  2M— V...   (3i5). 

A  l'égard  de  M',  ce  mobile  parvenu  au  maximum  de 
la  compression,  devra  cti*e  considéré  comme  corps  dur,  et 
par  conséquent  aura  gagné  une  vitesse  représentée  par 
w— V;  car  il  est  évident  que  cette  vitesse  gagnée  est 
égale  à  la  vitesse  acquise,  moins  celle  que  le  corps  avait. 
Cest  alors  que  l'élasticité  commençant  à  agir,  Pentratncra 
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de  raauiërei  t'écai'tcr  du  point  de  contact,  et  lui  fera  ga- 
gner encore  u— V;  d'oîi  il  suit  que  la  litesae  de  M'  uprî;s 
le  choc,  sera  i 

v  -f  2  (« — v)  =  %u  —y.  ^L 

Appelant  y  ceitu  vitesse,  iioiisj  aurDiis  ^^^P 

/  =  2i<— V...  (3i6). 
Mcltant  dans  les  êquatiims  C3i5)  et  (3i6)  la  valeur  de  u 
donnée  pur  l'ùqitation  (3i4)i  nous  olitîciidrons  coFin 

_!>(MV+..1-V')      „  ,      i(MY  +  M'V)      y 


M  +  M' 

M  +  M' 

n  réduisant,  on  trouïcia 

M+M'           '     * 

_V'(M' 

■-MH->MV 

i  M=M',  on  a 

(3.8). 


La  première  de  ces  érjuations  nous  apprend  que  la  vitesse 
de  M  ,  après  le  choc,  est  la  mémi?  que  celle  de  M'  avant  le 
choc  ;  la  seconde  nous  conduisant  à  des  conséquences  ana- 
logues ,  concluons  que ,  dans  le  cas  où  M  ^  M',  les  mo- 
biles cliangent  de  vitesses  après  le  clioc. 

458.  Inwïque  le  mobile  M'  va  b  U  rencontre  de  M ,  il 
faut  faire  V  n^tif  dana  les  A>males  précédentes,  et 
Ton  a  , 


V(M— M'}— zM'V 
"  M+M' 


y(M— M')+2MY 


M^- 


.■.(3i9). 


459.  On  peut  supposer  que  les  mobiles  qui  vont  h  la  ren- 
contre l'un  de  l'autre  soient  égaux  ;  alors  dans  les  équa- 
tions précédentes  on  fera  M  :=  M',  ce  qui  les  réduira  à 
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d^oii  l'on  conclura  que  les  mobiles  changeront  de  vitesses 
et,   s'écarteront  ensuite. 

460.  Si  les  mobiles  qui  vont  à  la  rencontre  l'un  de  l'autre 
ont  des  yitesses  égales,  il  suffira  de  faire  Y'ssY  dans  les 
équations  (3  ig) ,  et  Ton  trouvera 

_V(M->3M0        ._V(3M  — M^) 
^  M  +  M'     '     ^  ''      M+M'     ' 

Le  corps  M  s'arrêtera  lorsque  sa  vitesse  v^  après  le  choc, 
deviendra  nulle  ;  ce  cas  airive  lorsque  M  =  3M',  c'est-à- 
dire,  lorsque  la  masse  du  mobile  M  est  triple  de  celle  de  M'. 
Dans  cette  hypothèse  de.  M  =  3M',  on  trouve  v'  =  aV. 

461.  Enfin,  si  le  mobile  M'était  en  repos,  et  qu'il  fût 
atteint  par  M  qui  lui  serait  égal,  en  faisant  dans  les  équa- 
tions (317)  V'=  o  et  M  =  M',  on  aurait  pour  ce  cas, 

i'=o    et    /=.Vj 

ptr  conséquent  le  mobile  M  perdrait  sa  vitesse  et  la  donne- 
witàM'. 

Principe  de  la  conservation  du  mouvement  du 

centre  de  gravité  dans  le  choc  des  corps. 

* 

462.  Soient  deux  mobiles  M  et  M'  (fig.  194)  qui,  immé-  |,'ig,  ,g^. 
<Iiateinent  avant  le  choc,  sont  parvenus  aux  points  B  et  C  ; 
lîommons  £  et  £'  leurs  distances  au  point  A,  et  représen- 
tons par  X  la  distance  du  centre  de  gravité  de  leur  sys- 
tème au  même  point.  Si  nous  regardons  les  masses  comme 
proportionnelles  aux  forces,  nous  aurons,  par  la  propriété 

des  moraens , 

(M  +  M')X  =  M.E  +  M',E'; 


r  flifierentiant  par  rapport  au  temps  t,  it  r 


^uations ,  représeoteat  les  vitesses  des  mobiles  M  et  M 
lorsqu'ils  sont  parvenus  aui  points  B  et  C,  dont  les  dis- 
tances en  A  sont  respectivement  E  et   E'.  Noramons  V 

et  V  ces  vitesses,  et  désignons  par  W  la  vitesse  -y-  du 

centre  de  gravité  du  syalème  ;  nous  aurons ,  en  substilnant 
ces  valeurs  dans  l'équation  précédente ,  ^^h 

MV  +  M-V'  ■ 

Telle  est  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  système,  lorsque 
}es  mobiles  sont  arrivés  avant  le  choc  aux  points  B  et  C  - 
mais  lorsqu'immédiatement  après  le  cKoc  les  mobiles  se 
trouveront  aux  points  B'  et  C,  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tfcrae  cliangera  de  position.  On  peut  demander  ce  qu'en  cle- 
Tient  alors  la  vitesse.  Four  le  savoir ,  soient  m*  cette  vi- 
tesse, et  X  la  distance  du  centre  de  graiitè  en  A.  :  les 
mobiles  dans  cette  nouvelle  hypothèse  étant  parvenus  aux 
points  V  et  C,  représentons  par  e  et  «'  les  dislances  AB' 
et  ACf  de  ces  mobiles  au  point  A ,  et  par  CJ  et  V  leurs  vi- 
tesses, nous  aurons,  comme  précédemment, 

(M  +  M')«=KM.«  +  M'./r 

et  en  différentiant  les  variables  e,  e  et  x  par  rapport  à  tr 
nous  trouverons 
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Remplaçons  ~ri  ~s  •>  "jr  P^"*  ^^^  vitesses  i^ ,  U  et  U' ,  nous 
trouverons 

463.  Il  se  présente  ici  deux  hypothèses  :  ou  les  corps  sont 
durs 9  ou  ils  sont  élastiques;  dans  le  premier  caS| 


donc 


M  +  M' 


Or,  nous  avons  vu,  art.  4^7,  que  la  vitesse  u,  qui  a  lien 
au  maa^imum  de  la  compression ,  était  égale  à 

MV  +  M^V^ 
M  +  M'    ' 

celte  vitesse  ayant  précisément  la  même  valeur  que  W,  il 
suit  de  là  que  f#/  =  'W;  ce  qui  nous  apprend  que  dans  le 
choc  des  corps  durs,  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  sys« 
tëme ,  est  la  même  iiprès  le  choc  qu'elle  l'était  avant. 

464*  ^  l'égard  des  corps  élastiques,  nous  avons,  art.  4^7  9 
au  —  V  et  %u  —  V  pour  les  vitesses  après  le  choc  des 
oorps  M  et  M^  situés  aux  points  B'  et  G'. 

Substituant  ces  valeurs  de  U  et  de  U'  dans  l'éqnat.  (822) , 
nous  trouverons 

M  (au  —  V)  +  M'  {%u  —  V) 

ou,  en  réduisant, 

(MV  +  M'V) 
M  +  M'      * 

remplaçant  par  u  la  fraction  qui  entre  dans  cette  équa- 
tion; il  restera 


.     \ 


_MV+M'V[ 

"■  ~     M  +  M'     ' 

clini'inaut  le  second  membre  de  celte  équation ,  su  moyen  ix 
l'équalion  (Sai),  on  obtiendra 

par  conséquent,  dans  les  corps  élastiques  comme  dans  les 
corps  durs ,  la  vitesse  du  centre  de  gravité  est  la  même  im- 
médiatement avant  et  après  le  choc. 

Principe  de  la  consen'ation  des  forces  vives 
dans  le  choc  des  corps  élastiques;  égalité  de 
leurs  vitesses  relatives,  et  détermination  de  la 
différence  des  forces  vives  dans  le  choc  des 
corps  durs. 

465,  Le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives  dans 

le  choc  des  corps  élasliques,  revienfà  cette  [iroposllion  : 
Lorsque  deux  corps  élastiques  se  rejicoulrent ,  la  somme 
des  forces  vives  est  la  même  avant  et  après  le  clwc. 

Soient  V,  V  les  vitesses  des  corps  M  et  M'  avant  le 
choc,  et  V ,  v  les  vitesses  qu'ils  ont  après  :  la  somme 
des  forces  vives  avant  le  choc  est  donc  représentée  par 
MV'  +  M'V',  et  il  s'agit  de  prouver  qu'elle  est  cgnie  à 
Mf'  +  IWc'',  somme  des  forces  vives  après  le  choc. 

Pour  cet  eiTct,  nous  avons  vu,  art.  ùfi-] ,  que  les  vitesses 
v  et  v'  des  corps  M  et  M',  après  le  choc,  étaient  données 
par  les  équations 

*.  =  a«_V,     /  =  2a  — V; 

/ 

nous  avons  doue 
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M»'*  +  MV  =  M  (21/  —  V)*  +  M'  (2u  —  V')*, 

et  j    en  développant  les   carrés  indiqués  dans  le  second 
membre,  on  trouvera 

Mp^  +  MV  =  MV  +  M'V 
-h  4  (Mu*  +  M V  —  MVtt  —  WV'u) . . .   (323)  ; 

les  termes  compris  entre  les  parentbëses  se  détruisent  mu- 
taellement  à  cause  de  la  relation  (équation  3 1 4) , 


11  = 


M  +  M' 


r^^ 


cêlt  en  cbassant  les  dénominateurs  et  en  faisant  passer  tous 
les  termes  dans  le  premier  membre,  et  en  multipliant  l'é- 
qaation  par  u,on  obtient 

Mu*  +  M'tt»  —  MVii  —  M'V'tt  =  o  j 
par  conséquent  l'équation  (323)  se  réduit  à  ^/^"^^ 

Mv*  +  MV*  =  MV  +  M'Y'*. 
Cette  équation  peut  s'écrire  ainsi , 

Mp*  +  MV  —  (MV  +  M'y)  =  o; 

oe  qui  nous  apprend  que,  dans  le  choc  des  corps  élastiques, 
la  différence  des  forces  vives  qui  ont  lieu  avant  et  après  le 
clioc,  est  égale  k  zéro. 

466.  On  démontre  aussi  une  autre  propriété  des  corps 
élastiques;  c'est  que  les  vitesses  relatives  de  ces  corps  sont 
les  mêmes  avant  et  après  le  choc.  Four  s'en  convaincre, 
il  suffit  de  retrancher  l'une  de  l'autre  les  équations 

i;=2M — ^V,        PZZZ2U  —  V, 

et  Ton  trouvé 

i'-.f'=:-.(V— V), 


30*  DT.NIJIIQUE. 

«lilTéreaces  égales  et  Je  signes  conlraires; 

«■  sera  autant  au-dctsus  de  v  que  V'  surpassait  V  avaul  1 

choc. 

46;.  Dam  le  choc  des  corps  durs ,  la  différence  des  fora 
mes  qui  ont  lieu  avant  et  après  Je  choc,  n'est  pas  égale 
téro,  comme  lorsque  les  corps  étaient  élastiques,  mais  ell 
se  trouve  Égale  à  la  somme  des  forces  vives  des  masses  an 
mées  des  vitesses  perdues  ou  gagnées. 

Ce  théorfemc  est  dû  à  Camot.  Voici  une  maiiière  tri 
simple  de  le  démontrer. 

Les  vitesses  perdues  par  les  corps  M  el  M'  étant  V  — 
et  V —  u,  si  les  niasses  M  et  M'  se  trouvaient  aain 
ces  rîlesses,  leurs  forces  vives  seraient  respect  iv 


MCV  — «}■    el    M'CV— u)"^); 


IQUHflSU 

-1 


égalant  celte  expression  à  son  développement,  nous  auro 
l'équation  identique 

M(V-«)«+M'(V'-«)> 

=MV»+M'V+(M+M>*— a^MV+M'V), . . .   (SaJ 
éliminant  MV+M'V  au  mojco  de  l'tquulîou 


le  second  ipembre  de  l'équation  (3^4)  se  réduit  à 

MV  +  M'V*  —  (M  +  M')  «•-, 

par  conséquent  l'équation  (324),  ^^  changeant  récîproqi 
méat  de  membres,  peut  se  mettra  sous  la  forme 


CJ  Comme  la  carré  ilc  V  —  u  «si  egalemcat  ccli 
que  if»  «ipteuîont  M  (V  —  u)»,<(  M  (V  —  «)■ 
force*  liTudacs  ani  (ïleuei  gngnec*  u  —  V  el  u  — 
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MV+  M'V—  (M  +  MO  «•=  M(V—  uy  +  M'  (V  —  »)•; 
œ  qai  Térîfie  le  théorème  que  nous  aTons  énoncé. 

Principe  de  dAlembert. 

4^  Lorsque  Ton  considère  un  système  de  corps  liés 
fotre  eux  d'une  manière  invariable,  la  liaison  mutuelle  de 
oa  corps  devra  les  «mpécher  d'obéir  aux  mouvemens  qui 
les  animeraient  chacun  en  particulier ,  s'ils  n'étaient  point 
dépendans  les  uns  des  autres:  les  vitesses  de  ces  corps  seront 
altérées  et  se  troubleront  mutuellement.  Par  exemple ,  si 
plusieurs  points  matériels  M ,  M',  M'  (fig.  iqS)  sont  fixés  à  ^'ig*  '9^< 
i     i&e  droite  inflexible  AL ,  mobile  autour  du  point  A,  il  est 
'     certain  que  dans  le  temps  4  la  pesanteur  qu'on-  suppose 
L    tonstante,  vu  le  peu  de  longueur  de  AL,  agissant  de  la 
aème  manière  sur  chacun  de  ces  points,  ils  devraient,  s'ils 
-étaient  libres,  parcourir  dans  le  temps  4  des  verticales 
^ks^  mais  les  points  M,  M',  M'',  etc.,  ne  pouvant  se  mou- 
voir qu'avec  la  droite  AL,  sont  forcés  de  parcourir  les 
arcs  MK,  M'K',  M*^",  etc.,  dans  cet  instant  #;  par  con- 
féquent  les  droites  IK,  ^K^  TK'  exprimeront  les  effets 
de  la  pesanteur  sur  les  points  M  ,  M',  M"^  etc.,  dans  le 
temps  #.  Ces  droites  IR ,  l'K',  VK",  etc. ,  étant  proportion- 
nelles aux  arcs  M  Kl,  M'K',  M'K",  etc.,  et  par  conséquent 
aui  rayons  AM,  AM*^^  AM%  etc.,  il  suit  do  là  que  les  vi- 
tesses effectives  des  dîfférens  points  du  système  sont  d'au- 
tant moindres  que  ces  points  sont  plus  rapprochés  du  centre 
A;  tandis  que  si  les  points  M,  M',  M",  etc. ,  étaient  libres, 
ces  vitesses  seraient  égales. 

46g.  Les  vitesses  effectives  étant  donc  différentes  de  celles 
qui  ont  été  communiquées  au  système,  on  ne  pourra  dé- 
terminer les  divers  mouvemens  qui  l'affectent ,  que  lors- 
qu'on sera  parvenu  à  exprimer  les  vitesses  effectives  en 


CYMAMIQUE. 

âes  vitesses  qui  ont  été  transmÎBëi  prtmitiTement 

tries  ,  et  qui    sont  ccnsi^es  connues.  C'est  à  qooi 

1  [larviesdia  facilement  à  l'aide  d'un  principe  île  dj- 

niquR  que  nous  allons  démontrer  ,  et    qui   est  dû  t 


4,0. 

'  per 

Tite 


lolenl  f,  V  ,  v" ,  (.",  etc.,  les  vitesses  qui  anime- 
i  corps  M ,  M',  M",  M",  etc.,  s'ils  agissaient  il 
lent  les  uns  dea  antres,  et  u,  , 

*!  V, /,»'",*•",  etc., ces  o 
ne  manière  invariable.  L'id 
itant  arbitraire ,  nous  p 
.vilesBc  effective  « , 
:  nous  la  représenterons  pi 
?s  autres  farces,  on  peut, kl 
de  1/,  c',  v  ,         !ic,      jbstituer  les  vitesses 
u  santés  de  v , 

>santes  de  i') 
il  ,-  „..  santés  de  v", 
u    et  U"  cunipusantcs  de  y", 


etc. 


etc. 


etc., 


«t  alors  les  quantités  de  mouvement  qui  ealrmt  dam  k 
système,  considéré  comme  libre,  et  qai  saat  My,  HV| 
M'v',  M*v",  etc. ,  deviendront  *    ■ 


Mu, 
MU, 


MV,     MV,     M'a',  «te, 
M'U',     M'U",    M"U',etc.i 


mais  si  les  corps  ne  sont  pins  libres,  cf»  quantités  de 
mouvement  doivent  se-  réduire  à 


Il  faut  dcinc  que  les  quantités  de  mouvement  MU,  MU', 
M°U',  M*!]*,  etc.,  se  fassent  équilibre. 

On  observera  que  MÛ,  M'U',  M"U\  M'U',  etp-,  sont 
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les  quantités  de  mouvement  dues  aux  vitesses  gagnées  ou 
perdues. 

£n  effet,  Mp  étant  la  diagonale  d'un  parallélogramme 
dont  Mu  et  MU  seraient  les  côtés ,  on  voit  que  si  la  compo- 
sante MU  devient  nulle,  Mu  se  réduira  kMv\  d'où  il  suit 
qne  MU  est  une  quantité  de  mouvement  introduite  dans  le 
système  par  le  changement  qui  s'y  est  opéré  3  il  en  est  de 
même  de  M'U',  de  M"U",  etc. 

On  peut  donc  énoncer  ce  principe  en  disant,  qu^ilfaut 
que  les  quantités  de  mouv*ement  dues  aux  vitesses  gagnées 
ou  perdues  se  fassent  équilibré  ^  car  si  cela  n'avait  pas 
lieu  9  il  y  aurait  de  l'altération  dans  le  sjslëme ,  et  i^ ,  u\ 
Uy  u'i  etc.,  ne  pourraient  être  les  vitesses  effectives  qui 
animent  M,  M',  M",  M",  etc. 

471*  Nous  avons  vu  que  la  vitesse  i^  avait  pour  com- 
posantes U  et  z^;  et  comme  en  général  il  y  a  toujours  équi- 
libre entre  trois  forces  dont  l'une  serait  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  résultante  des  deux  autres,  il  suit  de 
là  que  les  trois  forces  VLu^  MU  et  —  Mç  doivent  être  en 
équilibre.  Or ,  en  regardant  à  son  tour  MU  comme  égale 
et  d'un  signe  contraire  à  la  résultante  des  deux  autres 
forces,  il  faudra  que  — MU  soit  la  résultante  de  Mu  et 
de  •»"  My  \  par  conséquent  MU  sera  la  résultante  de  — -  Mz^ 
et  de  -4-  Mu* 

Ce  que  nous  disons  de  MU  pouvant  s'appliquer  aux  forces 
M'U^,  M'^U'',  etc.,  à  l'égard  de  leurs  composantes,  on  peut, 
en  substituant  les  composantes  aux  forces  >  donner  cet  autre 
énoucé  au  principe  de  d'Alembert  :  //  y  aura  équilibre 
entre  les  quantités  de  mouifeinent  Mv^  M^v'^  etc.  imprimées 
à  chacun  des  nwbiles^  et  les  quantités  de  moupeinent  effec^ 
tii/es  Mu^  M'uO  MV^  etc.  qui  seraient  prises  en  sens  con- 
traires de  leurs  directions» 

472.  Pour  première  application  de  ce  principe,  considé- 


3o4  r>YNl.ïliQTTB, 

ron*  te  choc  de  deux  r.oryts  durs  M  et  M'  qui  rontîl 
infime  sens.  Soient  p  cl  *■'  leurs  vitesses  avant  le  choc,  et 
u  leur  vitease  couiniune  après  le  clioc.  La  vitesse  perdue 
pur  M  étant  égale  à  cpIIb  qu'avait  le  mobile  moins  celle  qui 
lui  reste,  sera  exprimée  par  c —  u,  et  la  ïileBie  gngnée  par 
M'  étant  égale  k  la  vitesses  u  dimiouée  de  ^•,  sera  représen- 
tée par  u  —  t'.  Les  quantités  de  uiouTemcnt  dues  à  ces 
vitesses  perdues  et  gugnées  devant  se  faire  équilibre  par 
Le  principe  de  d'Alembert,  cet  équilibre  subsistera  si 
l'on  a 

M(»-u)  =  jr  (»-«■); 

d'où  l'oQ  tirera  pour  la  vitesse  après  le  choc,  ' 

fli  +  M'  ■  ^H 

Si  les  corps  allaient  à  la  rencontre  l'un  de  l'autre,  c'  «crMt 
négatif. 

473.  Pour  seconde  application,  chercbons  les  vitesses 
l^'tf.  <rfi.  qu'auraient  deux  corps  M  et  M'  (fig.  196J,  qui  liés  par  un 
lil  MEM' qui   passe  par  une  poulie  de  renvoi  (E)   glisse- 
raient sur  deuï  plans  inclinés  AU,  AC  adossés  l'un  contre 

Soit  Mg  une  druite  qui,  passant  par  le  centre  de  gravité 
de  M,  représente  la  pesanteur^;  lu  composante  de^ suivant 
le  plan  iDcliné,  est  MR;  c'est  U  seale  force  qni  agira  sur 
Mi  cette  composante  MR  est  égale  k 

l' X  cos  R%  =  ^  X  eo»  BAD  =g  X  ^^. 

'  Pareillement  la  composante  de  la  pesanteur  qui  fait  glisser 

M'  sur  le  plan  AC,  sera  g'X  tvt- 

Nommons  AD,  h;  AB,  /;  AC,  t  :  les  forces  accéléra- 
trices qui  agiront  sur  les  mobiles  M  et  M',  seroul  donc 
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•-    -         *  5-     et     V. 


*  Jl 

■/    ^^    t 

IVtf*'Jlrtenir  les  yitesses  qu'auraient  ces  mobiles   s'ils 
lÉBÉÉI'  pas  liés  l'un  à  l'autre  ^  observons  que  l'équation 
i'^teérmine  l'intensité'  d'une  force  accélératrice  quel^ 
^étairt  en  général, 

ire  de  cette  équation , 

dp  =  ^L 
notre  cas^  les  forces  accélératrices  étant 


fi^     et     €^ 


urons  pour  les  vitesses  qui  seraient  imprimées  aux 
s^  s'ils  étaient  libres  ^ 

^  dt     et      y  dt. 

I  ritesses  perdues  par  ces  mobiles  étant  égales  à  celles 
liaient  primitiyement ,  moins  celles  qui  leur  restent , 
;aM8  perdues  seront 


ni  ^  ^dt — dp  pour  M, 


^dt^^  dp  pour  M'. 

principe  de  d'Alembert ,  les  quantités  de  mouve- 

ni    correspondent  à  ces  vitesses  doivent  se  &ire 

e;  et  comme  ces  vitesses  agissent  en  sens  con- 

il  suffira  d'égaler  entre  elles  ces  quantités  de  mou- 

:;  ce  qui  nous  donnera 

wnt.  de  Mécanique.  20 


M 


j-Jl  —  dv 


,)=M'(^rf.-rf/).. 


Par  )a  nature  du  problinCi  U  evsXe  une  rclatioa  e^itre 
1^  vitesses  incouni^^  v  et  v;  cac  le  iRobile  M  ne  peut  se 
inouTotr  dap«  l'unité  de  temps  d'upe  quantité  v  ^ns  que  M' 
ne  se  meuve  de  — 1>,  puisque  ces  wotiiles  étaqt  )<^  l'mt  ■ 
l'antre,  il  faut,  lorsque  M  monte,  que  M'  descende.  Il  suit 
de  là  que  v'  ^  —  v  ;  ce  qui  donne 


s  valeurs  dans  l'équation  (32$)  , 


/-M       M'\ 

''         M'+K 
I  trouve 
/MA       M'A\ 


/'^', 


ii-i-c, 


4 


ou,  en  représenlaut  par  G  le  coeIScieiit  de  l,  eetle  équation 
peat  Atfe  mise  aous  la  forme 

«=G.+c,..  (s«a,  '  , ,,.     ^;' 

Sott  ar  l'espace  OK  parcouru  dans  le  l(inap>  l',  on  aura 

el«ii  intégrant, 

^^JOC  +  Ci  +  C...  (?27). 
D'après  les  équations  (326)  et  (3ii7) ,  on  pont  qonolvra  que. 


Ie«  pivçqnf^Boe^  c|e  ee.9ipuTQiqQDt  «oi^t  }e9  màvste^  que  e^Uei 
di|L  i^o^v^ment  4f^  corps  gr^i«» ,  ^Y^c^9  diffévonoe  ^  <f«e  U 
ffurfi^  f^Gcâfér^lFiofty  au  Jie^  cl'èlre  ^r,  («t  G. 

474*  Pour  troisième  application^  proposons- bous d»  dé- 
terminer le  mouyement  de  deux  oq^ps  M  et  M^  qui^  étant 
attachés  l'un  à  la  roue  et  l'autre  au  cylindre  d'un  tour ,  le 

Ces  deux  corps  étant  sollicités  dans  l'instant  dt  f^  vu^e 
force  accél^^tpice  qui  n'est  autre  chose  qQe  la  pesanteur, 
devraient,  s'il^  étaient  libres,  avoir  chacun  dans  l'instant 
dû  la  quantité  de  mouvement  gdi.  Soient  dv  et  di^'  les  vi- 
tesses effectÎTes  de  ce$  mobiles;  elles  leur  cpmpauniqueront 
les  quantités  de  mouvement  McT^  et  M'di/;  par  conséquent 
les-  quantités  de  mouvement  perdues  seront 

.   ^(gdi-^dy)     et     M'igdt^dp'). 

Ces  quantités  de  ipo^vement  deiwnt  se  faire  équilibre  à 
l'aide  du  tour,  nous  aurons,  en  appelant  r  le  rayon  du 
çjlindre ,  et  R  ce^ui  de  la  roue , 

M  (gdt  —  di^)  :  M' Çgdi^du')  ::  r  }  R; 

nous  tirerons  de  cette  propottîon,  ^ 

MR  (gdt  —  dp)  =  Wr  {gdà-^  dp% . .  (âa»). 

Gomme  il  entre  dans  Cftte  écpiaiip^  deu^  quantités  incon- 
nues V  et  i/f  nous  allqnç  chercher  upe  autrç  équation  qui 
exprime  entre  elles  une  relation. 

Pour  ee|  effet ,  en  û0D6i4érant  les  vitesses  du  ^t  d^*  comipe 
deux  forces  qui  agiraient  l'une  sur  l'auti;'^  h  V^^iA^  du  tq^ri 
nous  aurons 

r:R::  du  }dif, 

ee  qui  nous  deftnera 

Ê  f       ^du 

du  =^ :. 


3o8  /  DYNAMIQUE. 

Dans  cette  équation ,  cUf  et  dt/  doÎTeoft  être  de  différe^^  ^^ 
signes  y  parce  que  >  lorsque  di/  fait  descendre  le  poids  M'*^ 
dv  tend  à  le  faire  monter.  Ainsi  ^  en  changeant  le  signe 
di/,  nous  aurons 

r    ' 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (3â8)  ^  nous  trou — 
verons 

MR  {gdt  —  dp)  =  MV  (gdt  +  -^; 

effectuant  les  multiplications  et  faisant  passer  les  terme& 
affectés  de  dp  dans  le  premier  membre  ^  nous  aurons 

—  MKdv  —  M'R  A'  =n  ^'rgdt  —  MRgdt  ; 

d'où  nous  tirerons,  après  avoir  changé  les  signes, 

5ÎR-_MV£^ 
M'  +  M    R     • 

Représentons  par  R  la  constante  qui  est  le  coefficient  A 

gdt,  cette  équation  deviendra 

dp  =  Kgdt , 
et  en  intégrant  on  obtiendra 

p  =  Kgt  +  C. 

Si ,   dans  cette  équation ,  on  met  la  valeur  de  p  qui  est 

dx 

-7-  ,  et  qu'après  avoir  multiplié  par  cf^,  on  intègre  de  nou- 
veau ,  on  trouvera 

A;=:iK^^^  +  a  +  C. 

Ces  résultats  nous  apprennent  que  ce  mouvement  est  du 
même  genre  que  celui  que  la  pesanteur  imprime  aux  corps, 
tit  n'en  difTore  que  par  l'intensité  de  la  force  accélératrice. 
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Du  mouvement  dun  corps  assujetti  à  tourner 
unifonuemerU  autour  dun  axe  fixe. 

47^.  Lorsqu'un  corps  ou  un  système  de  points  matériels  . 
liés  les  uns  aux  autres , d'une  manière  invariable,  est  assu- 
jetti à  tourner  unilbrmément  autour  d'un  axe  fixe  qu'on 
supposera  pa«3er  par  le  point  A  (fig.  1-97)  perpendiculaire-  Fig-'d* 
ment  au  plan  de  la  figure,  si  l'on  coupe  le  corps  par  une 
infinité  de  plans  omn^  ornuy  o'mn\  etc.,  parallèles  entre 
eux  et  perpendiculaires  à  l'axe  fixe ,  les  molécules  m,  m\ 
m" y  etc. ,  dans  une  révolution  totale ,  décriront  autour  de 
l'axe  fixe  les  circonférences  mon  y  mon'y  ni!'o''n*j  etc.,  et 
parcourront  dans  le  même  instant  des  arcs  d'un  même 
nombre  de  degrés.  Ces  arcs  étant  proportionnels  à  leiirs 
rayons,  il  en  sera  de  même  des  vitesses  qui  animent  les 
molécules  m^  m\  m"^  etc.  ;  de  sorte  que  sis  la  distance 
«A  de  la  molécule  e  à  l'axe  est  prise  pour  unité,  et  que 
nous  appelions  eu  la  vitesse  de  cette  molécule ,  les  vitesses 
des  molécules  m^  m  y  m'y  etc.,  placées  à  des  distances,  r, 
r ,  r",  etc. ,  de  l'axe  fixe ,  seront  respectivement  rm ,  rm , 
rm  j  etc.  Ainsi>  l'on  aura  pour  les.  quantités  de  mouvement 
efiectives.de  ces  différentes  molécules, 


mrof ,     m^r  tnh.y     m  r  m  y  etc. 

• 

Désignons  par  v,  if',  if" ^  etc.,  les  vitesses  impriméeis;  les 
quantités  de  mouvement  reçues  seront  m.if^  wlif  ywfu" y  etc. 
li  faudra  donc ,  d'après  le  second  énoncé  du  principe  de 
d'Alembert ,  qu'il  y  ait  é<)uilibre  entre  i?w,  /nV,  m-V,  etc., 
et  ■ —  mnrmy . —  w!rm ,  —  mS'rûÊ^  etc. 

Pour  obtenir  l'équilibre  entre  ces  quantités  de  mouve- 
ment,  considérons  d'abord  la  première,  et  représentons  m.if 
par.  une  partie  /7^(fig.  197)  prise  dans  la  direction  de  cette  Fig.  197. 
ibrce,   et  proportionnelle  à  son   intensité^  abaissons  du 


jioînt  y  la' perpeniliculalre  fh  sur   le  plan  de   la   sectiol 
omra,  et  nomulotas  ^  l'angle  finh,  formé  par  mf  ayea 
plan ,  noua  pourMti»  ilécoinjMser  mfen  deux  tbttes, 

hf^  mv  sin  ?  parallèle  à  l'axe  fixe  , 
mh  :=  mv  cos  9  située  dans  le  plan  owifi. 

\.a  première  eern  détruite  par  la  résistance  de  cet  axe ,  el 
.lecnnde  aura  son  effet.  En  a^ipelanlde  mèine^',  9",  f",  etei 
les  nnglea  qae  lea  forces  mv' ,  m'p'',  etc. ,  font  avec  les  plai 
oitCn,  o'm'n',  ete, ,  les  quantiléB  de  monvement  inipr(nié4{ 
nu  mobile  seront 

Os  quantités  de  mouvement,  ainsi  que  les  quantités  4| 
mouvement  eBectiTes  mtv,  m'r'm',  m"r"ii',  etc. ,  se  trout 
rant«iluées  dans  les  plans  onm,  a'mn,   o"m''n",  etc. 

Pour  établir  VcquililirR  entre  ces  quantités  di 
ment ,  nous  remarquerons  que  puisqu'elles  sont  toutes  s 
tuées  dans  des  plans  per^iendiculaires  à  l'axe  fixe  ,  ell 
doivent  produire  sur  cet  axe  le  même  eSet  que  si  tous  I 
plans  omn ,  o'm'n',  d'irïn" ,  etc. ,  n'en  formaient  qu'Un  seul 
par  conséquent,  en  considérant  ces  forces  comme  sïtui 
dans  le  plan  de  ta  figure,  il  faudra,  pour  que  l'équili) 
puisse  subsister  entre  elles,  que  la  somme  dçs,  monu 
qui  tendent  à  faire  tourner  en  même  sens  le  système  au' 
tour  du  puint  £xe  A ,  soit  égale  à  la  somme  des  momi 
qui  tendent  à  le  faire  tourner  en  sens  contraii'e. 

Or,  les  forces  mr»,  m't'a,  mVi,  etc.,  qui  dériveij 
loutes  du  mouTement  commun  imprimé  au  système, 
font  tourner  dans  le  uiême  sen.i;  et  comme  ces  forces  ei 
traînent  les  points  m,  m',  m",  etc.,  suivant  les  circonE 
ncnœs  miia,  m' no',  m"n'o°,  etc.  ,  les  rayons  r,  r,  r",  etfl 
M>nt  des  ]>erpendiculaires  abaissées  sur  leurs  directioni 
|wr  consé<]uent  îa  ,wmme  des  momeiis  des  forces  effectit 
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«•t  exprimée  par 

TOr»flH-'î»V»âr+ifiV**(i+etc.±=#(^r»+/»iV«+iiiV''*4etc.). 

Représentons  par  Xmr^  la  quantité  qui  est  entre  les  paren- 
thèses; nous  aurons  «Smr^  pour  la  somme  des  momens  des 
foreé»  éfibttiies.  Cest  cette  ijtfàntité  ((ni  doit  faire  équilibra 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  momens  des  forces 

mpcosff    inpéàip'f     mVcos^*,  etc. 

Four  déterminer  cette  seconde  quantité,  soient  Az  Fàxe 

ixé  (figr  igé),  et  ml,  nify  m"  F  y  etc.*,  tes  forces  mp  oos  f ,  Fig  198* 

«V  oos ^\  wfif'  cos  ^"y  etc. y  situées  dans  lès  plans  mno y 

m'h'o,  m!'n*o''y  etCy  perpendiculaires  à. t'aie  fixe;  abaissons 

dès  points  A  y  A',  A',  etc. ,  pris  dans  ces  plans,  sur  l'axe  fixe, 

ks  perpendiculaires  Ai=  p ,  A  Y  ^=/'^  AT  =  p%  etc.,  sur 

les  directions  des  forces  m^f  cos  f ,  mt/  oos  ç',  nfif"  cos  f  ' , 

etc.,  les  momens  de  ces  forces  seront 

mifp  cos  f ,     nii/p'  cos  ^',     nf.v^jl'  cos  ^*y  etc. 

Beprésentons  par  Sm>//>  cos  f  la  somme  algébrique  de  ces 
vomens ,  c'est-à-dire  celle  qui  a  lieu ,  abstraction  faite  des 
lignes  qui  les  affectent  ;  alors ,  comme  nous  l'avons  expli-» 
9<^,  cette  somme  des  moment  devant  faire  équilibre  à 
'^mi^f  feOHS  aurons 

<Poii  nous  tirerons  pour  déterminer  la  vitesse  angulaire^ 

2mr*  ^     ^' 

476'  Lorsque  les  forcés  inv^  riipy  /i»V,  etc.,  agissent 
^8  les  plans  omn ,  omn'y  o^infn",  etc. ,  les  angles  f  >  ♦' > 
r  ).etc. ,  sont  nuls,  et  nous  avons  alors 


in»équent  l'équatioD  (Sag)  deviendra  daus  ce  cas^, 


lelfll^ 


4^7-  Si  toutes  les  vitcssea  imprimées  aux.  molécull 
sjstème  sont  égales  et  parallèles,  comme  cela  arrite  daiis  le 
cas  où  le  système  recevrait  une  împtdsion  unique  qui  le 
transporterait  eu  ligne  droite  dans  l'espace,  s'il  n'était  pas 
retenu  par  l'axe  Rue,  nous  aurons  ,  dans  cette  hypothèse, 

et  les  momens  des  vitesses'  imprimées  devenant 
mfp,   m'vp,  ;«°t;f°,etc.  ^  v  [mp -^  m'p' -\- m"p' -{•  etc-) , 
la  somme  de  ces   momens    pourra  être   représentée   par 
r^mp,  et  l'équation  (Sag)  se  changera  en 


ïm/-' 


,    (330). 


Menons  maintenant  par  i'axe  fixe  Ac  un  plan  AK  que 
nous  ferons  tourner  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  parallèle  aux 
forces  me,  m'p',  m"v° ,  etc. ,  dont  les  directions  sont  repré- 
Fig.tg^.  sentées  dans  la  figure  199  parles  droites  ml,  m't,  m'f,etc. 
On  voit  que  les  perpendiculaires  p,  p',  p°,  etc.,  abaiuéea 
des  centres  de  section  A,  A',  A°,  etc.,  sur  les  directions 
de  ces  forces ,  sont  égales  aux  perpendiculaires  mq ,  m'q' , 
inq",  etc.,  abaissées  des  points  m,  irt,  m",  etc. ,  sur  le  plan 
AK.  Nommons  q  ,  q',  q°,  etc.,  ces  perpetiilicuiaires,  et  Q 
œlle  qui  serait  abaissée  du  centre  de  gravité  du  système 
sur  le  plan  AK,  et  représentons  par  M  la  somme  de  toutes 
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les  molécules  qui  le  composent,  nous  aurons,  d'après  la 
propriété  des  centres  de  gravité, 

MQ  =  mgr  +  niq'  +  mq"  +  etc.  j 

et  parce  qu'on  a , 

p  —  q,    p'=q,    p'  =  q%  cte, 

féqnation  précédente  deviendra 

MQ  =:zmp  +  m'p*  +  m'p"  +  etc.  =  Imp. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (33o),  nous  ob- 
|ic|idrons 

47^-  11  pourrait  arriver  qu'une  partie  seulement  des 
Pécules  If» y  m\  i»*,  etc.,  eussent  reçu  la  vitesse  p  ;  alors 
V  ne  serait  plus  la  somme  des  molécules  du  système , 
■  ^  celle  des  molécules  auxquelles  les  vitesses  auraient 
^  imprimées,  et  Q  représenterait  la  perpendiculaire 
•«usée  du  centre  de  gravité  de  cette  partie  du  système 
*f  le  plan  AK. 

0  nous  reste  à  indiquer  les  moyens  de  déterminer  l'ex- 
pf^ion  Smr*  qu'on  appelle  le  moment  d'inertie;  c'est 
"objet  dont  nous  allons  nous  occuper. 

Des  momens  dinertie. 

{79.  Le  moment  d'inertie  d'un  corps  étant  la  somme 
des  produits  de  tous  les  poiuts  matériels  qui  le  composent 
pu  les  carrés  de  leurs  distances  respectives  à  l'axe  de  ro- 
wiOQ,  nous  l'avons  représenté  par  Smr^.  On  peut,  dans 
^Ue  expression ,  remplacer  la  molécule  m  par  Vêlement 
"'n  de  la  masse,  et  alors  le  moment  d'inertie  sera  donné 
l«f  rintégrale  de  l'expression  fr^dm. 


3l4  DYNAMJQrB. 

4B0.  Pour  preiaier  eiemple,  cherchoDS  le  tltdifkeilt  d'M 
■joo.  iierlîe  d'une  droite  CB  (tig.  aoo)  par  rapport  à  l'axe  AZ^ 
auquel  le  plan  C4B  est  perpendiculaire. 

Soit  AB  =  /(  une  perpendiculaire  abaissée  du  point  A. 
sur  la  direction  de  la  droite,  et  BP^  j;  là  distance  dft 
point  11  à  un  point  quelconque  de  cette  droite,  nous  an* 

PA=  =  (A'  +  *'). 

C'est  celte  expression  qu'il  faut  itiulliplier  par  f'élémenb 
ditt  du  corpg.  La  niasse ,  dans  ce  oas-ci ,  étant 
droite,  n'a  d'étendue  que  dans  le  seul  sens  de  B  en  Gf, 
par  conséquent  dm,  «ora  la  différence  iotiniment  pelil 
dx  qui  esisle  entre  les  abscisses  consécutives  j;=BPi 
X  +  dx  =  DP".  Ainsi ,  en  multipliant  dx  par  A'  -)-*•,  «. 
aura  pour  le  moment  d'inertie  de  la  ligne  droite  CB| 


J{à^+x')dx  =  h'x4-^  + 


C. 


On  déterminera  cette  intégrale  de  manière  que  la  droM 
soit  comprise  depuis  le  point  B  ou  jr:=o,  )iuqu'a«poi 
C  ou  x=:a;  et  le  moment  d'inertie  de   la    droite  I 


481.  Détermîn(»d  encore  le  moroeDt  ^inertie  de  l'an 
I,  d'un  cercle  CBD  (Çg.  îoi)  par  rapport  à  un  axe  AZ  ijl 
passerait  par  son  centre  et  qui  serait  perpeadiGalairs ' 
sa  surface. 

Soit  m  un  point  quelconque  dont  nous  représenterons  1 
distance  mA  k  l'ase  pat"  a;  les  surfaces  des  cercles  ilf 
a*cc  les  rsTuns  jt  et  *  -f-  (i«  auront  respectiTeraent 
expressions 
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la  différence  de  ces  surfaces,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  seoond  ordre,  sera  t^Trxdst.  Cette  expression  re- 
présentera une  zone  élémentaire  dont  tous  les  points  se- 
ront distans  de  l'axe  €xe,  d'une  quantité  ^Ale  k  x',  par 
conséquent,  en  multipliant  par  x*  cette  zone  élémentaire, 
iKHis  aurons  ^ara^dx  pour  la  différentielle  du  moment  d'i- 
nertie cherdié.  Prenant  l'intégrale  depuis  a;  as  e  jusqu'à 
xss  a,  taous  trouyerons  {  wa^  pour  le  moment  d'inertie  du 
cercle  décrit  avec  le  rayon  a  autour  de  l'axe  des  x. 

Ces  exemples  suffiront  pour  faire  concevoir  comment  la 
détermination  des  momens  d'inertie  peut  toujours  se  ra- 
flwner  à  de  simples  problèmes  de  calcul  intégral  {note 
iounème). 

462*  Lorsque  Pon  connaît  le  moment  d'inertie  d*un  corps 
•  l'égard  d*un  axe  qui  passe  par  son  Centre  de  gravité,  on 
peut  déterminer  le  moment  d'inertie  de  ce  corps  par  rap- 
port à  un  autk*e  aie  parallèle  au  premier. 

FMr  cet  eSbt ,  soient  GF  et  CK  (  %  aoa  )  deax  axes  Fig.  aos. 
parallèles  dont  le  premier  passe  par  le  centre  de  gravité  G 
du  corps;  plaçons  au  point  G  l'origine;  prenons  l'axe  GF 
pour  celui  des  z ,  et  menons  par  un  point  quelconque  m 
da  corps ,  un  plan  mKF  parallèle  à  celui  des  »,  y  ;  ce  plan 
rencontrera  les  ^xçs  GF  et  CK  en  deux  points  F  et  K ,  et 
*tt  distances  du  point  m  à  ces  axes  seront  mesurées  par  les 
droites  uiK  et  mF ,  que  nous  appellerons  r  et  r .  Abais- 
*<^  du  point  m  la  perpendiculaire  m£  sur  le  plan  des  Xy 
^11  est  évident  que  les  triangles  £CG ,  mKF  seront  égaux, 
c^me  formés  par  dés  côtés  parallèles.  Ainsi,  nous  pour- 
I       voQs  substituer  les  côtés  du  premier  de  ces  triangles  à  ceux, 
de  l'autre.  Cela  posé,  nommons 

ft  et  C,   les  coordonnées  GD  et  DC  du  point  C, 
*  et  ^,  les  coordonnées  GP  et  PE  du  point  Ej. 
et  a^  la  distance  CG  des  deux  axes; 
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iK)us  aurons 

GC  =  GD*  +  DCS     GE*  =  GP»  +  PE% 

ou 

a?»  =  «*  +  ^>  /*  =  x»+j'»...   (332). 

D'une  autre  part,  considérant  la  droite  CE  qui  passe 
deux  points  dont  les  coordonnées  sont  respectiyement 
^r  et  «,  C;  la  valeur  r  de  CE  nous  sera  donnée  par  Vi 
quation 

r'=(*-.*)*  +  (j.  — 0% 
oa  en  développant  ^ 

r*  =r  »•  +  j<*  —  2«ar  —  affy  +  »*  +  C*  ; 

réduisant  au  moyen  des  équations  (332),  celle-ci  de;-  "^ 
viendra 

multipliant  par  dm  et  intégrant ,  on  trouvera 

fr^dm  ^^fr^dm  —  TMfxdm  —  ^Sfydm  +  a^fdm,  . .   (333) 

les  expressions  yit/z/i  etfydm  qui  entrent  dans  cette  équau 
tien  sont  nulles  :  c'est  ce  qu  il  est  facile  de  démontrer  paï 
les  considérations  suivantes.  Soient  x  ei  y  les  coordonné 
d'un  élément  dm  de  la  masse  M  :  les  momens  de  cet  élé- 
ment par  rapport  aux  axes  des  x  et  des  y  seront  respec 
tivcmont  y  dm  et  xdm-,  par  conséquent  les  coordonnées  x^ 
et  r^  du  centre  de  gravité  de  M  se  trouveront  déterminée^^^ 
par  les  équations 

"Mx^  =  fxdm ,      My^  =  [y  dm. 

Or,  dans  notre  cas,  les  coordonnées  x^  et  y ,  sont  nulles, 
])uis(jue  l(î  centre  de  £;ra\  ité  est  à  l'origine  ;  nous  avons 
donc- 

fxd/n  =  o ,     jy  dm  ==.  o. 

iléduisaiit  récpiatioii  (3o3)  au  irioyeii  de  ces  valeurs,  et 
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oliserraot  qae  fdm  représentaDt  la  somme  dt&  élémens 
«le  M  y  cette  expression  n'est  autre  chose  que  M;  Téqua- 
t  ion  (333)  deviendra 

/^»û^/l»=//•d/7^+Ma•...    (334)  5 

fr^dm  étant  le  moment  d'inertie  du  corps  M  par  rapport 
k    l'axe  GF  qui  passe  par  le  centre  de  grarîté  >  concluons 
que  lorsque  l'on  connaît  ce  moment  d'inertie,  on  peut 
toujours  déterminer  le  moment  d'inertie  fr^dm  pris  par 
rapport  à  un  autre  axe  CK  dont  la  distance  à  l'axe  GF  se- 
rait connue. 

En  mettant  l'équation  (334)  ^^^  ^^  forme 


/^rfm=M(^^  +  a^), 


on  est  convenu,  pour  abréger,  de  représenter  par 

^*.  Ainsi,  en  adoptant  cette  notation,  nous  dirons  à 
^'avenir  qoe  le  moment  d'inertie,  pris  par  rapport  à  uu 
Qxe  quelconque ,  sera  donné  par  la  formule 

/r»di»  =  M(if+a»). 

JDu  mous^ement  d'un  corps  qui  se  meut  dune 
manière  quelconque  autour  dun  axe  fixe. 

483.  Supposons  maintenant  que  différentes  forces  accé- 
^^i^atrices  agissant  sur  les  points  du  système,  le  fassent 
^^^xirner  avec  uu  mouvement  varié  autour   de  l'axe  fixe 

^  (fig.  2o3)  ;  chaque  point   m  décrira  autour  de  l'axe  Fig.  tioit 

^Xe,  un  cercle  771/20  qui  sera  perpendiculaire  à  cet  axe, 

^t  le  coupera  en  un  point  G.  Soit  ^  la  force  accéléra- 

^Jfice  qui  agira  sur  //*,  et  i"  l'angle  T/tiP  qu'elle  formera 

^U  point  tn  avec  l'élément  du  cercle  mno.  Nous  pouvons 


3  lé  UYNAKIQVX. 

4écaraposer  p  en  Irais  farces:  U  première  panlli 
l'axe  li^e ,  et  qui ,  par  Donséqueiit ,  aéra  sans  eS'et  ;  la  se- 
conde dirigée  suiTaot  le  rayon  mC,  et  qui  sera  détruite 
par  la  résistance  du  point  C  ;  la  troisiènie  dirigée  suivant 
l'élément  de  la  courlie  ,  el  qui  aura  pour  expression  ip  cos^. 
Cette  dernièn  sera  la  seule  composante  de  f  q«i  teadra  à 
faire  luouvpir  le  point  m  autour  de  l'axe  Ai. 

Nonimons  »  la  vltease  angulaire  qui  a  lieu  ai|  bout  du 
lemi»  /,  et  r  la  distance  Ou  de  la  tnoléaule  dm  k  l'axe 
de  rotation)  la  vitfs^e  de  i/m ,  au  Iniut  de  es  temps,  sera 
exprimée  par  m,  art.  4"^  >  '^^  ^I^^^  l'instant  dl,  cette  >i- 
tesK  s'accroîtra  de  celle  «jui  lu^  -lera  iiupriraue  par  |s  force 
accélératrice.  Or,  si  ce  mobile  était  libiv,  la  force  accélé- 
ratrice fcos^lui  commuiiitjuerait,  dans  l'instant  de,  une 
vitesse  représentée  parp  cmf.dt  (*)  ;  par  conséquent  l'é- 
lémeut  dm,  à  l'expiration  du  temps  l  -+■  dl,  s'échapperait 
sultant  la  tangente  a  la  courbe  avec  une  Titesse  égale  a 
rw  +  ^cnsiT.ff/;  mais  comme  dm  est  lié  au  système,  sa 
vitesse  élective ,  au  Utttt  dti  temps  t  ~h  dl,  n'âel  eipriniëe 
que  par  r«  +  rdm.  Ainsi,  dans  le  temps  t-^dt,  la  quantité 
de  mouvement  eEFeclive  rie  dm  est  {ru  +  rdm)  dm.  Ce  que 
nous  disons  de  dm.  pouvant  s'appliquer  ans  autres  molé- 
cules ,  il  faudra  que  les  quantités  de  mouvement 

1  (ra  -f  çi  ces  t'.di')  dm  , 
d'après  le  second  énoncé  du  principe  de  d'Alembert,  soient 
mises  en  équilibre  par  les  quantités  de  mouvement 


.  en  gA>érflt,»ri.  ag;. 

f  =:  jj,      d'oiil'^nifrf      dK=ipdt. 

isi ,  lortqnc  U  force  acciSêunîee  eu  f  coït,  noui  ai 
ii-t.Jf  (nul  l'accreùtemeni  infinitntnl  petit  de  la  lit 
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X  (rii  +  t-dm)  dm , 

priçes  en  chaDgeapt  {ei^rs  directions ,  c'esU^-^lîre  ^n  Iq4 
regardant  en  général  comme  si  elles  agissaient  dans  un 
sens  contraire  à  celui  du  n)ouTeipei|t  4li  corps  ;  sauf ,  si 
le  cas  Fexige,  à  changer  ensuite  le  signe  des  forces  qui 
n'agiraient  pas  dans  le  même  sens  que  }es  autres. 

Or  9  pour  que  ces  deux  sortes  de  quantités  de  mouve- 
ment, dirigées  en  aens  contraires,  se  fassent  équilibre  au- 
toor  d'un  axe  fixe,  il  faut  que  leurs  momeçs,  pris  par 
rapport  à  cet  axe,  donnent  des  produits  égaux  ;  et  comme 
k^  forces  agissent  suivant  les  élémens  des  cercles  décrits 
pu*  les  points  ipatériels ,  ces  forces  sont  censées  perpen- 
dicalaires  aux  rayons  des  circonférences  décrites  par  les 
élémens  :  il  suit  de  là  qu'il  suffît  de  multiplier  les  exprès- 
•ioBS  précédentes  par  ces  rayons ,  pour  avoir  les  momens 
eherehés.  Formant  les  équations  des  momens ,  on  aura 

2  {r*0  -f  7^  cos  i'.di)  dms=l.(f^iÊ  +  f*dm)  dr^, 

Xrp  cos  ^ .  dt  dm  =  Xr*dmdm . . .  (335). 

Le  temps  di  et  la  vitesse  angulaire  d^  étant  les  mêmes  dans 
tous  les  teni]ies ,  on  peut  les  mettre  eQ  dehors  *,  çf  pornipe 
on  a  à  sommer  une  suite  de  qv^^ntités  infiniment  petites, 
on  pourra  changer  S  en  /,  et  l'on  obtiendra 

dtfrp  cos  ^ .  dm  =  dmfr^dm  : 

on  tire  de  oettf.  équation 

dm      frm  cos  i'.dm         ,9o/;\ 
Tt=       fr'ém     "'■  ^^^' 

Pour  eflG^uAr  les  intégrations  indiquées,  il  l»udra  que , 
outre  1a  pQlitijOii  des  difierens  élémens  du  oorpa,  on  con- 
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naisse  par  \a  nature  du  problëiue,  la  force  accélératr  ~^c 
qui  agit  aur  cliaque  molécule,  ainsi  que  la  direction  i —  d 
cette  force  :  c'est  ce  que  nous  allons  eiiaminci*  maintcna^  ^nl 

Du  Pendule  compose'.  ^^H 

484.  Le  pendule  composé  est  un  corps  ou  systèm^^^r 
points  maléi-icls  qui ,  étant  soutenu  par   une  droite    in- 

Fig.ao4-flex.ibIc  AB  (  Gg.  ao4),  fait  des  oscillations  autour  d'un 
point  fixe  A.  Dans  ce  mouTement ,  les  points  matérîe/j 

Im,  ni,  m",  etc.,  décrivent  des  arcs  de  cercle  m«,  m'n, 
m'n",  etc. ,  situés  dans  des  plans  parallèles  ,  et  dont  h 
centres  sont  sur  un  même  aie  borÎEontal  KL  perpendicu- 
laire a  ces  plans. 
Ainsi,  lorsque  le  mobile  CED  ne  serait  soutenu  que  par 
le  point  A ,  nous  pouvons  toujours  imaginer  qu'il  se  ment 
autour  d'un  ase  lise  KL. 

485.  Rapportons  maintenant  le  mouvement  du  pendule 
Fig.aoS.  composé  à  trois  aies  rectangulaires  Cx,  Cy,  Ce  (fîg.  ao5}i 

Supposons  que  ces  deui  derniers  soient  dans  un  plan  bo- 
ri/ontal  ;  alors  l'axe  des  x  sera  vertical ,  et  par  conséquent 
le  plan  des  *  ,  ^  le  sera  aussi. 

La  force  accélératrice,  pour  tous  les  points  du  système, 
étant  la  pesanteur,  nous  aurons 

ip^<f'  =  ^'  =  ^'  etc.  =g. 
La  force  qui  sollicite  la  molécule  m  se  trouvant  donc  pa- 
rallèle à  l'axe  Cr ,  nous  pouvons  repréaetiter  l'intensité  de 
cette  force  par  la  partie  mg  de  sa  direction  ;  alors  l'angle 
^sera  égal  à  Tm^,  et  si  l'on  mène  la  perpendiculaire  mD 
sur  l'axe  Cx ,  comme  les  angles  CnîD  et  Img  sont  l'un  et 
l'autre  complémens  de  TmD,  ces  angles  seront  égaux,  et 
l'on  conclura  que  CinD=::^;  par  conséquent  l'équation 
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D/n  =  Cm  cos  CrnD 
tlcvienilra 

Dm  =  Cmcosff 
ou  plutôt 

^  =  r  cos  ^. 

La  valeur  de  cos  J^i  donnée  par  cette  équation,  et  celle  de  ^ 
étant  mises  dans  Féquation  (336) ,  nous  obtiendrons 

dm      fgydm 
dt       fr^dm^ 

ou ,  pâme  que  g  est  constant ,  on  aura 

m       fr'dm^^ 

ObserTons  que  ydm  étant  le  moment  de  l'élément  dm  par 
rapport  à  l'aie  des  Xy  si  nous  appelons  y^  l'ordonnée  du 
oentre  de  granité  par  rapport  à  cet  axe,  et  M  la  masse  de 
tout  le  système ,  nous  pourrons  remplacer  fydm  par  ]Vf^^, 
et  notre  équation  deviendra 

^=rf§i;..  (337). 
dt       fr^dm         ^     *' 

Enfin  I  fj^dm  étant  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
Pane  As,  ce  moment,  art  482,  peut  être  représenté  par  M 
(i^-Ha*).  Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (336), 
iu>08  aurons        * 


n  Pour  mi«QX  concevoir  comment  on  a  le  droit  de  mettre  g  en 
<^n  y  ti  nous  remontons  2i  Tequation  (335) ,  nous  Terrons  qae  9  , 
^  repràenie  g  dans  cette  équation ,  devient  un  facteur  commun  h 
toos  les  termes  renfermés  dans  «on  premier  membre ,  et  qu^alors  il  est 
P^nnu  dVcrîre  ainsi  celte  équation, 

fZr  cos  Idtdm  =  1r*dt$dm* 

#  peut  donc  «nssî  s«  mettre  en  dehors  dans  Péqaation  (336). 
EUm,de  Mécanique.  21 


dt~t'~{-à 


(338). 


486.  Nous  BTOQi  VU,  art.  4S2 ,  que  dans  l'espressiiât 
M(i'  +  a')  Au  moment  d'inertie,  a  représentait,  la  dis- 

rig-aos.  lance  CG  (fig.  aoa)  de  l'axe  CR  à  l'axe  GF  qui  passe* 
ralt  par  le  centre  de  gravilê.  Or,  dans  le  mouvement  dn 
corps,  le  centre  de  gravité,  cominc  tout  point  du  sjï- 
tème,  étant  assujetti  à  décrire  un  arc  de  cercle  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  l'aïe  fiie,  si  l'on  représente  M 

Fîg.aa6.  p'^"  P^""  ^^^  C  ''g-  3o6),  le  rayon  du  cercle  décrit  sert 
CG  =  d  ,  et  l'ordonoce  DG  deviendra  celle  que  noia 
avons  désignée  par  y^  ;  par  conséquent ,  d'après  la  pro- 
priété du  cercle,  nous  aurons 


y^=  y3,ax_  —  x'. 
D'une  autre  part ,  si  dods  appelons  s  l'arc  décrit  par  b 
point  G ,  la  vitesse  de  ce  point  sera  -r-.  Or,  nous  avons  vu, 
art.  47^1  que  la  molécule  située  à  une  distance  r  de  l'ais 
fixe,  avait  pour  vitesse  ra;  d'où  il  suit  que  la  vitesse  du 
centre  de  gravita  sera  exprimée  par  am.  Ainsi  nous  auronj 


etpar  coiséjuenl, 

ds 

1 

substituant  dans  l'éqaatio 

n  (338) 

ces 

valeurs 

de 

m  et 

de 

j,,  nous  la  convertirons 

en 

-. 

d:_gVi^ 

—  * 

487.  Pour  ïntégl-er  cette  équation  ,  nous  multiplierons 
ses  deux  membi^  par  ^âdg,  et  nous  trouvétotis 


^,      ou     P'  ^:^Jj^^^  Af.  ï/a^^  rr-'lj.  ,  ,   (33a). 

On  M  i^t  détermine!^  Pintégtale  renfbrmée  dans  le  se* 
cond  membre  de  cette  équation ,  que  lorsqu'oa  a  exprix^é 
s  en  fonction  de  »^;  c^est  à  quoi  l'on  parvient  au  inpjea 
des  équations 

da=  v/cfc;"4-^/i    y.—  V'^—x;, 

et  en  opérant  comme  dans  l'art.  365 ,  on  tr^fifer^ 

adx. 


*  =  - 


^%ax^  ^—  */ 


substituant  cette  valeur  Jans  féquation  (339)  ,  nous  ob- 
tiendrons 

<ft  «■  efièctiiant  l'inttSgratîoo  indiquée,  ndus  trouTerons 

Pour  déterminer  la  oonstaote^  soit  £3=3^^  que  devient 
x^  lorsque  la  vitesse  i^  est  nulle  ;  l'bjrpôtjièse  de  v  =  o  et 
de  x^^szb  nous  donnera 

et  par  conséquent  l'équation  (34o)  deviendra 

d'où  l'on  tirera 

A=: — .  I !.^.  (341). 

21.  . 


Cette  éqDatioB  s'intègre  b 
lations  soat  très  petites  , 

ment; 


nenl  dans  le  cas  où  les  o 
i  que  cela  a  lieu  ordinaire— 


r  en  mettaol  pour  ds  sa  Taleur  —  — ■  '  '     qu'on 

obtient  en  efiagant  «,,  comme  très  petit  devant  na,  dans 
la  valeur 

"  \/(Ta  — «J"*,  ' 
l'équation  (B^t)  JeTÎeudra 


A  =  - 


irf». 


et  l'on  pourra  la  mellre  sons  la  forme 

*=_;\/E±Z..      •>'■ 


t/C -»,).» 


(34»). 


488-  En  comparant  cette  équation  a  l'équation  (228), 
page  ?,3i  ,  on  voit  qu'elles  ne  diffèrent  que  par  la  partie 

-  de  l'une,  qui  dans  l'autre  est  remplacée  par  . 

g  ,  /  ,  If 

Il  en  sera  donc  de  même  de»  intégrales  de  ces  équations 
dans  lesquelles  les  constantes  se  déterminent  par  la  même . 
condition  de  <  =  o  quand  xz=:b.  Par  conséquent,  si  nous 
appelons  /  la  longueur  d'un  pendule  simple,  c'est-à-dire 

si  la  constante  -  de  l'équation  (228)  est  ici  remplacée  par 

/  ^ 

-,  et  que  l'on  détermine  /  par  la  condition 

s        <^    ' 

le  pendule  simple  et  le  pendule  composé  feront  leurs  os- 
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cillations  dans  le  même  temps.  L'équation  précédente  nous 
donne  alors 

Ainsi ,  par  cette  formulç,  qd  peut  toujours  trouver  la  Ion*  ir^g  ^q., 
gneur  du  pendule  simple ,  qui.  ferait  ses  oscillations  dans 
le  même  temps  que  le  pendule  composé. 

489.  Si ,  à  une  distance  /  de  l'axe  de  suspension ,  on 
mène  à  cet  axe  AB  (fig.  207)  une  parallèle  £F ,  cette  pa- 
rallèle aura  la  propriété  que  tous  les  points  qu'elle  ren- 
fermera feront  leurs  oscillations  comme  s'ils  étaicat  li<^ 
bres  ^  car ,  d'après  ce  quj  précède  >  on  Toit  que  ces  points 
sont  autant  de  pendules  simples  q^i  agissent  simultanément. 
On  les  appelle  centres  d^oscillationj  et  la  droite  EF  est  l'axe 
d^osciUation, 

490.  Les  axes  de  suspension  et  d'oscillation  sont  réci- 
proques; c'est-à-dire  que  si  l'on  prend  l'axe  d'oscillation 

EF  (fig,  207)  pour  axé  de  suspension,  l'axe  d'oscillation  se  Fig. 207. 
trouTcra  à  une  distance  MX  égale  à  CD. 

Pour  le  démontrer,  nous  avons  vu,  art.  4^8,  que  la 
distance  CD  de  l'axe  d'oscillation  à  l'axe  de  suspension 
était  donnée  par  l'équation 

.lz=z ...   (343). 

a 

Mais  si  l'on  prend  l'axe  EF  pour  axe  de  suspension,  le 
corps  changera  de  position;  car  EF  est  une  droite  déter- 
minée dans  ce  corps;  et  comme  nous  ignorons  si  le  nouvel 
axe  d'oscillation  passera  encore  à  une  distance  MX  =  CD 
de  EF,  représentons  cette  dislance  inconnue  MX  par  l\  et 
par  a'  la  distance  du  centre  de  gravité  à  EF;  nous  aurons, 
d'après  la  nature  du  centre  d'oscillation, 


\ 
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(344)- 


Cela  posé,  l'éfjnation  (343)  nous  montrant  que  /snrpasseaf 
îl  s'ensuit  que  le  centre  de  gravité  iloît  être  compris  entre 
axes  de  suspension  et  d'osciUotioD;  par  cousé^uent,  il 
eiUtera  entra  â  et  a'  la  relation 

BOUS  tlreroni  àe  cette  équation 

Au  moyen  de  cette  valeur,  l'équation  (344)  derieadra 

,=t<^:±±....  (345). 

D'une  autre  part,  l'équation  (343)  cous  donner 
1-.  =  ^: 


I 


on  peut  donc  changer  la  valeur  da  ^  en 

ef  en  divisant  tous  les  termes  par  —,  on  obtient 

par  conséquent,  lorsque  U*  est  pris  pour  axe  de  sospea- 
aion ,  l'axe  d'oscillation  HH  passe  à  une  distance  MX  de 
"EF,  qui  est  précisément  la  même  qui  séparait  les  deux 
axes  AB  et  EP. 
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Pu  Mouvement  dun  çorpf  Ubre  dans  Vespace. 

491-  Lpi^tt'un  corps  op  aj]rslème  ^e  oorps  se  meut  H- 
hrement  dans  l'espace ,  et  que  le  point  m  du  système  s*est 
Jtmayipoirté  «^e  m  e^  fp!  (iig.  308),  si  les  autres  poîuts  du  l^'ig*ao8. 
système  ont  changé  de  position ,  comme  ils  sont  tous  liés 
inTariableqient  au  point  ,71»,  ils  n'auront  pu  prendre  celte 
nouvelle  positon  que  p^  un  niouyement  de  rotation  autour 
du  point  m  y  mouvement  qui  se  sera  eficclué  dans  le  trajet 
qa^  jm.apra  employé  ^  parrenir  de  m  en  m'.  Si  ce  mouve- 
ment de  r^tati^  n'avait  pas  eu  lieu,  le  corps  se  serait 
transporté  parallèlement  à  lui-^même.  >0n  peut  donc  con- 
cevoir le  mouvement  d'ui;!  corps  comn^e  composé  de  deux 
autres ,  l'un  qui  transporterait  toutes  les  molécules  du  sys- 
tème parallèlement  .à  elles*mémes^  etPautre  qui  leur  impri- 
merait un  mouvement  de  icotation  autour  du  point  m.  Dans 
ce  mouvement  de  translation ,  le  pohit  m  n'étant  pas  affecté 
du  mouvement  de  rotation ,  conservera  sa  vitesse  primitive. 
C'est  .en  v'ertu  de  c^tle  vitesse  que  si  le  mouvement  de  rota-' 
iion,  introduit  par  cette  hypothèse,  n'eil^t  pas  eu  lieu,  tous 
'Jes .autres  .points  du  système  se  seraient  mus  en  ligne  droite 
dans  l'espace. 

Le  point  m  autour  duquel  on  suppose  que  tourne  le  sys- 
tème étant  donc  arbitraire ,  nous  prendrons  pour  ce  point 
le  centre  de  gravité»  parce  qu'en  général  il  jouit  de  plus  de 
propriétés  que  les  autres  points  du  système. 

49a.  Le  problème  se  réduisant  à  déterminer  ces  deux 
sortes  de  mouvement ,  le  principe  de  d' Alembert  nous  ser- 
vira d'abord  à  trouver  les  équations  du  mouvement  du  centre 
de  gravité.  Pour  parvenir  à  ce  but,  décomposons  toutes  les 
forces  accélératrices  qui  agissent  sur  une  molécule  dm  en 
trois  forces  X,  Y,  Z,  parallèles  aux  axes  coordonnés  ;  les  vi- 
tesses imprimées  à  dm  y  dans  Tinstant  dt,  seront  \dty  Ydiy 
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Zdt;  par  conséquent,  nous  aurons  pour  lei  TÎlesses  împri' 
■nées  au  bout  ûu  temps  i  +tlt, 


+  -&di,      ^^Ydi, 


dt 


A  IVgard  de»  vitesses  effectÏTe»,  i 
elles  seront 


1  bout  du  mèine  tempa 


§+^ 

tic'     dt 

'      rfi  '     dt 

+  4^ 

par  conséquent  nous  aurons  pour  les  quantités  de  mouTe- 
ment  perdues  par  c/m  au  bout  du  temps  t-^dl. 

(Xdl- 

-.g-. 

(rdt- 

-4>». 

(zdt  - 

-  j^)^™. 

Ce  qne  nous  disons  de  la  particule  dm  pouT&nt  s'appliquer 
à  toutes  les  autres,  si  nous  rassemblons  toutes  !es  compo- 
santes du  système  qui  agissent  suivant  l'aie  des  T,ln  somme 
des  quantités  de  mouTement  perdnes  dans  le  sens  de  l'axe 
des  X,  sera  exprimée  par    , 


/(^'-"S 


dm, . 


(346). 


De  même,  les  sommes  de  quantités  de  mouTement  per- 
dues parallèlement  aQx  deux  autres  axes,  seront  respec- 
tive aient 


.   (347). 
,  (348). 
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Ofj  dans  le  moitTement  Au  centre  de  gravité  en  ligne  droite, 
il  suffit  =,  pour  établir  Féquilibre;  que  lès  trois  sommes  de 
toutes  les  composantes  des  forces  ou  quantités  de  mouyement 
parallèles  aux  axes*,  soient  nulles  séparément;  car  alors 
Pun  des  points  du  système  ne  pourra  se  mouvoir  en  aucun 
Èen^f  et  l'équilibre  s'introduira  nécessairement  dans  le 
système.  Ainsi ,  en  égalant  à  zéro  les  expressions  (346)  y 
(347)  et  (348),  nous  établirons  la  condition  que  le  sys- 
tème ne  peut  se  mouvoir  en  vertu  des  quantités  de  mou- 
vement que  nous  avons  déterminées  ;  ce  qui  nous  fournira 
ks  équations 

f(xdi  -  J  g)  dm  =  o, 


/( 


Zdt  —  d  -^  j  dm  = 


oa  en  déduit 

f^  dm  =  jYdm  ^ .  ..r. ....  (349). 

fd?^'^=J^"'. 

Pour  exprimer  ces  équations  en  fonctions  des  coordonnées 
x,9  y,  e\.  z^  du  centre  de  gravité,  nous  avons,  par  les 
propriétés  de  ce  centre , 

Map^  t=  fxdm ,     M^^ = fydm ,     M«^ = fzdm  ; 

différenlîant  deux  fois  de  suite  ces  équations  par  rapport 
au  temps ,  nous  regarderons  M  et  dm  comme  des  cods  - 
tantes,  puisque,  lorsque  le  temps  et  Tespace  varient,  le 


f*33o  DY^AUJQVF- 

i  corps  en  se  mouvant  est  toujours  censé  coaserver  la  mim 
ibrme;  ce  qui  fait  que  M  et  dm  restent  d^ns  le  même  él»l. 
JEn  opérant  ainsi,  nous  obtiendrons 


'  ooinbinanl  ces  équations 
(  trouverons 


ifjf  rd'x  . 

di'        J    dp 

lec  les  équati 


S  (349), S 


...   (35o). 


Ces  équations  délermineut  le  mouvement  du  centre  de  gn- 
vité  du  corps  M  j  car,  étant  inl^réeSj  elles  nous  font  con- 
centre de  graTit^  pi- 


.  dx      dy,     .-.,  j 


naître 

rallèlemfflit  à  chacun  des  axes. 

493.  Les  équations  (35o)  nous  donnent  jes  moyMt  de 
démontrer  une  propriété  remarquable  du  centre  de  gravité. 
Four  cet  efFet , -soient  X,,  Y,,  Z^.les  composantes  de.Ja  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  accélératcices  >  nous  avons 
MX,=/X</m,     MT,=/Ti/m,     MZ,  =  /Zrfm; 

éliminant  la  partie  intégrale  entre  cçs  équatijUis  et  1» 
équations  (35o)  ,  on  obtiendra 


de^ 


=x„ 


rf<= 


=  T  . 


de 


■~z,.. 


(351). 
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Or,  si  toutes  les  foroes  motrices  étaient  imniëiliatenient 
appliquées  au  centre  de  gravité  parallèlement  à  leurs  di- 
rections, elles  auraient  pour  composantes  X,,  Y,,  "L,,  et 
les  équations  du  cenlrc  de  gravité  ,  qui  se  trouieroient 
celles  d'un  point  matériel ,  se  détermineraient  par  les  équa- 
tions (iSo),  art.  196,  et  seraient  précisément  les  mêmes  que 
i«  équations  {35i);  d'«fr  il  suit  que  le  centre  de  gravité 
t  comme  si  toutes  les  forces  du  système  lui  étaient 
immédiatement  appliquées. 
^94-  Pour  déterminer  les  équations  du  mouTemeat  de  to- 
us considérerons  le  cas  le  plus  fréquent  du  pro- 
se général  :  c'est  celui  où  le  corjis  est  mû  par  une  force 
Knâératrice  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  î 
«lors  en  menant  par  le  centre  de  gravité  G  (fig.  209)  une  Pi 
po^ndiculaire  GL  sur  la  direction  de  la  force  accéléra- 
trice, la  force  R1N  tendra  à  faire  tourner  IXî  autour  du 
centre  de  gravité  G,  et  fera  décrire  au  point  L  le  cercle 
LK.H  ;  ce  point  L,  en  tournent ,  imprimera  donc  an  mobile 
nn  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  qui  serait  per- 
pendiculaire au  plan  du  cercle  LHK,  et  qui  passerait  par 
te  point  G.  Cet  ase  étant  lise ,  nous  pouvons  déterminer  le 
mouvement  de  rotation  autour  du  point  G  ;  car  soient  v  la 
vitesse  imprimée  au  centre  de  gravite  par  la  force  accélé- 
ratrice, Q  la  perpendiculaire  GL ,  M  la  masse  du  corjis, 
tX  fr'dm,  son  moment  d'inertie,  la  vitesse  angulaire  sera 
donnée  par  In  formule 

'-fr'dra' 

le  moment  d'inertie  étant  pris  par  rapport  à  un  ase  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité,  se  réduira  à  Mi",  et  réq»a- 
tion  précédente  deviendra 


k 


.  =  ':9: 


OYKAMIQUK. 

Téquation  (|ui  déterminera  la  vitesse  angulaire. 
lorsqu'on  aura  calculé  la  vitesse  f  du  centre  de  gravilii 
au  moyen  des  é<)ualioDs  (35o)  ,  modifiées  couve nablemi:»! 
pour  ce  cas. 


Équations  générales  du  mouvemenl  iPu/t  système  ijuel' 
conque  de  corps;  principe  général  des  aire»,  et  appikar 
(ton  lie  ces  théories  à  la  position  du.  plan  principal- 

4î>5.  Soient  p,  p*,  p",  etc.,  le»  viiciu*  qni  aiiimcnl  diffifceni  poinl» 
maie'rïela  d'no  (jalènie ,  le*  qaaotiléa  de  moaTenicnl  gigoAi  an  prnliKt 
acTOUt  fup,  m';/,  m" y',  vtc;  par  cnnitfqnent,  elles  devront  le  fuite  ri|Di- 
libre  ea  icitu  du  (itiacipe  de  d'Alemtxu'L  ;  va  quaatiléf  de  monvemast 
l>Du>aat  ilTB  conaiJe'reei  comme  dei  Turcei  »ppliqo<.-et  aus  poiali  m, 
m',  m",  eic. ,  sciont  donc  aasnjcllisï  \  remplir  les  conditions  |j;i^nCT>lc* 
de  l'équilibre  des  cuipa.  Or,  ces  condilioDi,  lorsqu'il  a'y  a  aucun  pBinl 
flxe  ilaoi  le  sjaliiue,  ilaTincal  lieu  \  six  équaliona,  cotunu  noui  l'avoH 
ïu  dans  la  Slolîqiie, 

I  par  cLacna  dea  points  du  «yitime   Iroii  aica  \\te- 


mllèles  ai 


,Uac< 


de  mp    aemat  mp  coa  a,    nafcmC,    inpcos^, 

de  Bi'p' seront  m'p'cosa',  Bi'p'cosf,  m'p'  zoty'. 


II  ^aations  d'équilibre 
=  0,     Ii7ipcos>  =  o...  (353), 


Imp  (x  cua  C — y  cos  «)  ^  o  ^ 

2inp(tcoa,.-icosj,)  =  o   >...  (353).   . 
Ioip(j'coa}.  —  >coaC)=:o  J 
49G-  S'il  f  a  un  point  llic  dana  le  lysième,  le<  eqnations  (35i)  cea- 
ni  d'ciiiter,  art.  i3t ,  et  Ira  cqnaliona  (353)  seront  luffisantcs,  pourvu 
ii'on  place  l'origine  à  Ce  point, 

fy^.  S'il  j  a  deux  pointa  Gxea,  on  minera  une  droite  par  ces  ileus 
Dinu ,  et ,  la  prenant  pour  aie  des  i ,  il  suffira  de  la  première  des  cqua- 
ons  (î53)poiii  établir  rcqnilibrc,. in.  i3î  et  i33. 
4])8.    Wous  n'avons  indique   les  vitesse»    perdues   que  par  las    ligne» 
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)gi£nêraaz  Pt  ff^  p"f  etc.^  il  s'agit  maintenant  de  lea  exprimer  en  fonc- 
tion ^des  Ifonxs  accëlëratrices  qui  sollicitent  les  ^fierens  points  da  sys- 
tème. 

Poar  cet  effet ,  ne  considérons  d'abord  qne  le  point  m,  et  supposons 
cpi'on  ait  réduit  tontes  les  forces  qui  agissent  sur  ce  point  à  trois  forces 
accélératrices  X,  Y,  Z,  respectivement  parallèles  aux  axes  coordonnés  , 
la  TÎtesse  du  mobile  suivant  l'axe  des  x ,  au  bout  du  temps   t ,  sera , 

an.  a94  et  agS,  ^;  par  conséquent,  cette  vitesse,  au  bout  du  temps 

six  dx 

t  -h  ^  deviendra  ;r"^^*7~  •  '^^  ^"^^  ^^  vitesse  effecdve  du  point  m. 

Hais  si,  à  l'expiration  du  temps  t,  le  mobile  m  était  entraîné  par  la 
&iee  acoélératrice  X,  cette  force  imprimerait,  dans  l'instant  dty  au 
foint  matériel  m,  une  vitesse  exprimée  par  Xcff ,  article  agS ,  donc.  • . 

ér 

^^^SÂt  exprimerait  la  vitesse  du  mobile,  dans  l'hypothèse  oh  il  sé- 
nat -libre  \  l'expiration  du  temps  àt  qui  succéderait  à  t  \  par  conséquent 
k  vimae  perdue  ou  gagnée  étant  égale  à  cette  dernière  vitesse,  moms  la 
Qtesae. effective,  aura  pour  expression 

dx 
Ainsi,  en  réduisant,  on  aura  X<{<  — <2.^-  pour  la  vitesse  perdue  ou 

gagncïe  par  le  point  m ,  dans  le  sens  des  x ,  au  bout  du  temps  t  +  du 
En  multipliant  celte  vitesse  par  la  masse  m ,  on  voit  donc  que 

m  [  Xdt  —  ^«-j-  ]  exprimera  la  quantité  de  momvement  perdue  ou  gagnée 
par  le  point  m  dans  le  sens  des  x  ;  par  conséquent  on  aura 

'  mp  cos  «==  m  f  XA— -^—  J . . .  (354). 

En  considérant  ensuite  le  mouvement  du  point  m ,  suivant  les  deux  au- 
tres axes,  on  trouvera  de  même 

mpcosC=m  rYrft  — -^  j...  (355), 

nip  cos >  =  m  f  7tdt  —  —p  J. . .  (356). 

On  formera  des  quantités  analogues  pour  les  autres  points  m\  m", 
m*,  etc^  et  en  comprenant  toutes  ces  quantités  sous  le  signe  2,  les 
formules  (  35^  )  et  (  353  )  deviendront ,  an  moyen  des  équations  (  354  )  » 
(355)  et  (356) , 


=  I/nY,     ïm— =  ImZ.. 


SL!£ijf-.£!a)=3„(;,, 


A' 

Zm  (  id'x  - 

ziÉ'jI- 

In.  (r<i'i- 

-=Jy). 

dl> 


«Crz- 


^) 


Telleiieroat,  dansiODlc  leor  (lantralilé,  leisii  rondidoQs  necesmira 
pour  Ie  mouveoient  d'un  Bjitimc  qacIcoB^ae  de  corpa. 

49g- La  upnncloiia  xY — y^  t  ^^  —  *^i  X^  —  jY,qni«niroH 
àaai  lei  sccondi  mcmbies  des  ïqualioaa  (358),  «Dt  duIIm,  lon^'il 
a'enire  aucune  força  accsltîrgtiicc  dans  le  système,  on  lorsque  cet  foron 
tettdMt  xen  rariginc,  ou  tafia  loriquc  les  pointa  matériels  du  carpm, 
n/f  m",  elc. ,  ne  sont  xiumii  qu'il  leur  aclion  mulndle.  Dans  le  ptccûer 
eu,  1»  força  acf fUrulrieea  D'csâunt  poinl ,  le  nourenKat  do  >;(t([i]( 
ne  peai  proTcnir  que  d'une  impulsion  calque,  et  1rs  forces  accéléra tricti 
^UDI  Dullra,  il  eneit  do  mdœe  de  leurs  cam)ioiantes ,  ce  qui  nouj 


X  = 

eondi  membres  des 


s'^anoBÎssem. 


Soo.  LusccoMb  BWUibm  sont  igtleaieot  nati  lorsque  ki  faien>ce£^>a 
Urairicci  (eifdeni  Tels  le  point  que  nous  BToni  pris  panr  orif'ine  âct  co-  ' 
ordonn<.^9.  En  cETeL,  dous  nvans  tu,  an.  3X,  que  lorsque  ie  centre  Gm 
Fig.  i65.  (Eg.  i65)  ne  coiociduii  pas'  nvec  i'orlj:ine  A  ,  si  l'on  repn-scnuit  par  a  , 
b,  c  les  coo^onnccsda  centre  d'atltactioTi ,  et  p>r  p,  j{ ,  p',  etc. ,  Hi 
distance*  an  point  M  ,  les  conposanlea  des  forces  accehi'ratrices  P^  P*, 
P",  etc. ,  dans  lefcHB  dei  aies  coordonaes,  eiaïeot 


,'î=--l^v<£^zjû^ 


A-  p  p  .  p 


Z  =  P- 


Ir  hypothèse. 
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P  F  P 

«a  meuant  donc 

Px     Py     P«      P'jr'      Py      F»' 

P         P         P         P  P  P 

Uphce  de  X,  de  T,  de  .Z,  de  X^  de  Y',: de  Z^  etc.  ^  dani  les  ez- 
fraNooe 

»Y-jX,    sX  — vZ,    jrZ  — xY,    a/Y'— yX',  etc..  (359), 

m  terra  que  toates  ces  quantités  se  d^traisent.  Par  conséquent ,  lorsque 
ht  forces  acoââratrîces  sont  dirigées  vers  un  centre  attractif  pris  pour 
«dgîiiey  les  quantitf^  (35g)  derenant  nulles ,  les  seconds  membres  des 
mil  équations  (358)  s'évanouiront. 

bi.  n  en  est  de  même  lorsqne  les  points  matériels  ne  sont  soumis  h 
«nuM  autre  force  accélératrice  que  leur  attraction  mutuelle.  En  effet, 
Mrant  ainsi  les  seconds  membres  des  équations  (358), 

m  (xY— /•X)  +  m'(*'Y'— /X')  +  etc.,  \ 
i»(aX-.*Z)  +  m'(»'X',— VZ')-f.etc,  l...  (36o). 
»(j.Z— •Y)-hm'(y^Z'— •'Y')-hetc.  J. 

Ea  considérant  deux  k  deux  Itii  points  matériels  du  système ,  il  est  évi- 
dent que  la  force  motrice  exercée  par  le  point  m  sur  le  point  m',  est 
^ple  à  la  force  motrice  exercée  par  le  point  m'  sur  le  point  m.  Par 
conséquent,  en  nommant  X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z',  etc.,  les  composantes 
des  forces  accél^trices  P,  P',  P*,  etc. ,  nous  aurons 

■irX'  =  — mX,     mnr'sa-mY,     m'Z'  =  -mZ; 

âminant  X'  et  Y'  au  moyen  de  ces  valeurs ,  la  première  des  expressions 
(96o)  deviendra 

mï(x-y)-mXCy -/)...  (360; 

mais  la  force  motrice  dont  X,  Y  et  Z  sont  les  projections ,  étant  rcpré- 
teutëe  par  P,  et  la  distance  des  deux  points  m  et  mf  par  f^,  on  aura  pour 
le  ooainoa  de  Tangle  formé  par  cette  force  avec  les  axes  des  x,  des  jr  et 
dea  c ,  étant  respectivement 

-J-'   —T'    -?-• 

on  ft 

x  =  pî^:^-,  Y=v^^^,  z=pî-=i-. 
p  p  p 

Substituant  ces  valeurs  dans  Texprcssion  (36 1) ,  on  obtiendra 


plizi 


DYMMIvUF. 


(jr-yu 


ifiiamitc  «liileDinirni  ddIIv. 

On  ptoDverait,  pai  le  mitae  mojca,  qoa  lontci  Jet  Bnim  qniDlitu» 
qui  Fompoimit  ht  txpteuioat  (36o)  te  delniisral  tgaicmcntî  d'oïl  îî  rc- 
lullc  que ,  d«nt  le  cas  oh  \et  poinu  m  ,  m',  m"  qui  coinpiMrnl  le  ly*' 
li'mo,  ne  lODI  aouini*  qu'ï  leur  aciion  ninluelle,  lu  accond*  leitni^  dO 
rqnacioni  (358)  «j.dL-Iruîitnt;  et  comme  ceU  a  lieu  inJëpendammcBt  Aa 
ïhoii  de  l'origine ,  il  en  rùullc  qoe  celle  otigine  jwul ,  ilan*  refas,  £tc« 
placée  en  quelque  enilroïl  que  ce  «oit. 

5'ja.  Loriqu'on  dci  trait  cm  qa'on  viml  de  consïdcrvi  aura  lieu  ,  Ici 
sccondi  mcmbcci  des  ifqaat,  (3SG}  s'e'vanouiuaal,  ellea  ae  rcduiseni  & 


Im  (»J'x  - 

-  xd'î) 

dl' 

I^^  =  oi 

!.'•  qtiaiilllû 

qui  loni 

.emrepareudi. 

è™  e-ant  dM  diffe 

.  pcuïen 

1  se  meure  SOI 

»  ™rio  forme 

Smdi^dyr. 

dt' 

îmd!rd^- 

~^dr) 

df 

n. 

Par  cuiuëqui 

M,  en 

a',  a-  la  coulaal 

■ont  pou 

.cinl^rale.. 

'4 


ïm(Hir  — ij!)=<l'A  |...  (36aJ. 
ïm  (^dï  —  tdjr)  ^  n"A  J 
5o3.  PouiuvoircequeBignifienicct  ini^gralci,  menoni  lei  troi»  **  ^^j 
).  coordonnéi  Ai-,  Ay  et  Ai  (%.  aïo);  Dommoni  AP  =  x,  PQ=sy>' 
rcpiéicntoni  par  AQ  ^  r  la  projection  du  rajon  TCCUnr  Ait  inr  le  p'** 
desx,  j-,  et  par  S  l'angle  forme' par  AQ  btcc  l'aie  de»*;  l'arc  infinim^*^^^ 
pelii  QQ*  décrit  atcc  le  rayon  r  étant  dans  le  r.ipport  de  r  i  l'uniié  a*' 
l'^rL-  S  qui  est  dccrit  pai  le  layon  i ,  aura  poui  «alear  rdS,  e(  le  irîanf'*^ 
AFQ,  rectangle  en  P,  nona  donnera 

diRerentiaat,  on  obtiendra 
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<fjr  =  •—  r  sîn  é</d  +  cos  Bdty      d^  =:  r  cot  6</6  +  sln  Bdr, 
SabtlHiuiit  oei  Takan  cLins  rezpretsion  xdf^^ydXi  nous  tronveroiw 

|vir  conaéqucnt 

En  formant  des  produits  analogues  pour  tontes  les  masses  m',  m", 
M*^,  etc. ,  furas  trouTerons  qne  la  quantité  2«n  (acf^  — ydx)  se  compose 
de  la  somme  des  produits  des  masses  m,  «m',  m%  etc.,  par  le  double 
des  snrfaoet  élémentaires  qui,  telles  que  QAQ',  sont  engendrées  par  le 
mouTement  di'«  projections  des  rayons  Tcctenrs  Am,  Am',  Am",  etc., 
ipendant  Je  temps  cfc. 

5o4»  Si  Ton  intègre  de  nouveau  1rs  équations  (36a),  on  trouvera 

fin  {xdf  — fdx)  z=zat  -+-/>» 

/2jw  [tdx  —  xdz)  =  a'f  + 1',  ' 

/2iii  («c(y-  —  ydz)  =  a"«  +  è"; 

•■nais,  comme  le. temps  commence  avec  la  surface,  les  constantes  6,  ù\ 
^*sont  nulles,  et  ces  équations  se  réduisent  à 

flm  (xdf — fdx)  :=at,   \ 

/1m  (tdx  —  xdz)  =r  a'«,  l . . .  (363). 

/1m  (xdf  —  fdx)  =  «•«,  J 

Ces  équations  nous  disent  que  les  produits  des  masses  par  les  projoc- 
^loas  des  aires  qn^engendrent  dan»  leurs  mouvcmens  les  rayons  vcctcurK, 
proportionnels  an  temps  employé  à  parcourir  ces  projections. 
Cet  énonce  renferme  le  principe  de  la  conservation  des  aires  dans 
\  plus  grande  généralité, 

5o5.  Le  système  que  nous  venons  de  considérer  est  supposé  libre; 
ais  s^il  renfermait  un  point  fixe,  l«s  équations  (358)  ne  pourraient 
^t^ubtister qn*en  plaçant  Porigine  h  ce  point;  il  en  sera  de  même  des  éqna- 
^>ons  (363)  qui  proviennent  de  celles-ci.  Ainsi ,  le  principe  des  aires  perd 
^•Bs  ce  cas  de  sa  génç'ralité,  et  ne  laisse  plus  Porigine  à  notre  disposition. 

So6.  An  reste,  il  est  facile  de  s^assnrer  qne  lorsqu^il  y  a  un  point  fixe 
"^ns  pour  origine ,  les  seconds  membres  des  équations  .(358)  s'évanouis- 
sent Ene£fet,  si  Ton  représente  par  Ar(£ig.  au)  la  force  qui,  du  point  Fig.aTi; 
A,  agit  sur  m ,  les  composantes  de  Ar  seront 

Aps=X,    P7  =  Y,     qr=xZ: 
^t  le  point  m  ayant  pour  coordonnées 
Élém,  de  Mécanique,  22 
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(nnslïï  Apg  et  Krq ,  an  aura  !>.-<  proporlio 

Ap  :  AP  :;  pq  ;  PQ  ;;  Aq  ;  AQ  :: 


De 

p<re 

Ira  cqnalion»  devani 
,  ÔD  nuta 

-  :ï  )  =  o, 

ïm  fïX  - 


Il  pour  lee  au 


"•} 


mi.  m',  wf4 

otgUcd. 


Ce  qui  monlivqDe,  duos  ce  cas,  le  principe  du  lira 

507.  S'il  7  a  deux  point)  Qxcs,  aoiu  atata  va,  art- 
tcalc  dct  cqualions  (3Gj),  page  71,  ëuit  BatisfailCn 
mfiiiedcs  Equations  158}  :  alors  une  tcalo  dss  trois  equ liions  (3SiJ  anri 
lieni  ce  qni  nrduirn  le  principe  dei  aina  h  n'exiiUr  qne  poar  on  dei 
pl»".  eoordornïS. 

5u8.  Si  l'on   a  Q^irà  aui  moriificaliotu  que  non  avoni  indigaâif'J 
art.   iS5,  let  quantilès  que  dods  repictenUiBi ,  arl,  iS'i,  par  A,  puS' 
CI  pnr  C,  ne  reprtsenteioni  plut  In  somme  des  projections,  maia  biiola 
somme  des  momcns  prïi  par  ruppott  au  plan  principal  ;  ces  qnanlilà 

par  n' et  par  1*,  dans  let  éguatioDS  (363J.  Par  conséquent,  la  somnK 
de«  ptojeclioDi  eut  le  plan  principal,  donna  par  tes  équations  (79!, 
page  81 ,  sera  ici 


V         df 


Poar  amplifier,  représenlons  l'eiprewioa  précédente  pu' 

et  rcmplaçoni  de  mime  les  fonctions  A,  B  et  C  de*  équation*  (8t  ], 
page  8a,  par  a',  par  u'et  par  a,  on  aura  ponr  détermina  le*  cannai 
dn  plan  principal  btcc  les  plans  cooidonné*, 


l/a.  +  o''- 
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W^wmcipe  général  de  la  cçnaerpalion  au  centre  de  granité ^ 

^^og.  La  thiîorie  do  centre  de  gravité  nous  a  appris ,'  art.  167 ,  qa'en 
nommant  or^,  j^/,  S/  les  coordonnées  de  ce  cent]^e,  dans  un  système  de 
:rox-ps  ">«  m'i  m",  m" y  etc.,  on  avait 

(*m«+-iii'-f-Jn*4*elo.)*^  =  mx-hmV-f.m*x*-f-etc,  x 
(ff»-+.m^  +  "»"-f-eic.)^,=;nir+'»y-«f-my-f.cCc.  l...  f3l55). 
(m-f.  m' -^ »•••+•  etc.)  »/=w«  -i-mV  ^m"*"  +  etc.  | 

Or,  li  Ton  représente  par  M  la  somme  des  masses,  et  que  par  2  place 
Gérant  le  premier  terme  da  second  membre  des  e'quaiions  (365) ,  on  in- 
^i^oe  Ce  secK>nd  membre,  les  e'qoations  (365)  pourront  sVcrirc  ainsi  : 

Mjr^  =  2inar,     M7-^=2my,      Mz^  =  2?iw...  (366). 

•  Cela  posé ,  regardons  les  coordonu<»és  Xy,  y^^  z,\  Xf  jr,  »  j  af,  y,  z'  \ 
**>  J""»  '"  >  ^^c*  >  comme  des  fonctions  da  temps  ;  et  difiëientions  denx 
fois  de  suite  l'^Qation  Mâry  =  2iirjr,  que  nous  mettrcmn  sotiff  cette 


MjTy  :==  mx  +  nCx'  -f-  toV  +  «te. , 
Wt Basses  m,  m%  m",  etc.,  étant  des  constantes,  nous  obtiendrons 

cette  équation  peut ,  au  moyen  de  notre  notation ,  être  indiquée  de  la 
sorte: 

dt*  df 

5io.  En  opérant  de  même  pour  les  autres  coordonnées,  on  voit  qu^en 
général  les  trois  équations  (366)  ,  après  avoir  subi  nos  deux  dîfférentia- 
tiens  par  rapport  h  t,  nons  donneront 

A»  dt*  dt^  dt^  €U*  dl* 

Si  Pon  met  à  la  place  des  seconds  membres  de  ces  équations,  leurs  va- 
leurs données  par  les  .équations  (357),  i^ous  obtiendrons 

M^==2mX,    M^=:2mY,    M^'  =  2wZi 
dt*  *  dt*  dt*  ^ 

nommant  \^  Y  y,  Z^  les  composantes  de  la  résultante  de  toutes  les  forcer 
«ooéléraiiicet ,  on  aura 

22. . 
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MX.  =  ïmX, 

My,  =  2mY 

MZ 

=  Sb,Z. 

Aqu 

,,c.d.e. 

»  cqnulion. 

1 

-^..  ^=--  î 

=  Z. 

.  (3G7). 

L^ua 

.OD  de  ro^me  forme  q 

jc  te>  équation 

(>8o) 

page  ige. 

qui  tayfo- 

appliquas  à  i> 

.poin 

.  P"'  tons 

éqnem,  de 

m^m 

,u.a.m 

l'«H    fe3, 

on  cundara  q 

ele  et 

n.te  de  gr. 

Tiu'doitK 

si  totitei  lea  turcct  acciflc 

airice* 

qi  euicnl 

imméiliUfr', 

mcn 

.ppiiqu» 

5 

1.   Si  k» 

farc»  qui 

coinpoicnl  te 

StBLim 

ne  Ewil 

ûoimwKk 

d'au 

(36,)» 

L.ccel,fni.ric 
lidujMni  à 

3  qa'à   leur  1 

iiactioD 

mmaelle 

lesàp»- 

.  S— 

È= 

---. 

«.,0 

1  ks  inlegr 

an(d<:u>foi<da<mce,  o» 

r»»ver 

a  d'abord 

ï- 

.  S  =  '. 

',= 

«t  +  a', 

y,r=bl  +  b- 

., 

=  «  +  5- 

' 

t,  on  obliendia 

le  droitn  dana  l'apare,  oi 


o. 


Ces  equaliani  e'tsnl  celles  d'une  droitn  dans  l'apare,  on  voit  qae  lemon- 
vemenldu  cenlre  de  gravité  aéra  rectiligne. 

5i3.  Si ,  de  plus ,  les  pointa  matériel*  tont  lonmis  h  nue  fonx  ac- 
cclL-iairice  conatante  qui  n[;UBe  toujours  aairaDl  la  m^me  direcûon,  on 
placera  dans  celte  direction  nn  dei  aie*,  celui  dea  i,  par  exemple, 
et  li-ï  équaliont  du  centre  de  grarïte  deTÏendronl  alors 


dt' 


=  0,     ^'  =  Zi 


,  prouver  que  li 


omme  dans  les  articles  ^i6  et  4^9 
tcioire  est  une  parabole. 
.3.  Enfin  ,  il  est  facile  de  démonlrer  que  li  deux  ou  plaùeun  coipt 
lystÈme  se  choquent  pendant  le  inauvenienl  dn  centre  de  grariié, 
"  ~       ""        ''exproiion  géne'rale  de  celle 


•  alit^r^.  En 
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,  3«tvaiit  les  axes  coordonnes,  ctant  d^abord  la  première  chose 
^  obtenir  «Tant  que  de  voir  ce  qu-elle  devient  dans  les  deux  hypothèses 
lam.  problème,  on  de'termfnera  cette  ritesse  en.  diffvrentiant  les  éqna- 
Lioxas  (366)  par  rapport  an  temps,  ce  qai  noas  donnera 


^^•^"Sr'     ^dT^^dT'      ^dt'^^'^di'"  ^^^* 


poie\  si  Ton  nomme  a,  a\  a",  etc. ,  et  A ,  A',  A',  etc.  y  les  vi- 

dos  points  m,   m't  m",  etc. ,  avant  et  après  le  choc,  et  qa'on 

snccessivement  ces  valeurs  dans  la  première  des  ëquat.  (368), 

on  «Qia 

<ir 
éitna  =:  ce  que  devient  M  -r-^  aumnt  le  choc  ^ 

dx 
SmAsB  ce  que  devient  M  -*r^  après  le  ehoc  j 

^si,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  perdues  à  l'instant  du 
choc  dans  le  sens  des  x ,  sera  Ima  •—  ïm  A.  On  trouvera  de  même  que 
^  nommes  des  quantités  de  mouvement  perdues  dans  le  sens  des  autres 
'^^s  ,  sont  respectivement 

Imh  —  XmB    et    lÉme  —  ZmC  ; 

«^  comme,  en  vertu  des  équations  (352),  ces  quantités  de  mouvement 
^>ent  se  détruire,  on  a  donc 

^  qui  prouve  que  les  valeurs  de  -j-^,  de  -^  et  de  -j-',  c^est-à-dirc  les 

^(cnes  du  centre  de  gravité  nVprouvent  aucune  altération  par  Teffet 
dadioc. 

5f4*  Cette  indépendance  de  Paciion  mutuelle  des  corps  du  système, 
ex  œ  qui  constitue  le  Principe  général  de  la  conservation  du  centre 
àe  gravité. 

Principe  général  de  la  coihser%fation  des  Jbrces  'vipes. 

5i5.  L'équation  des  vitesses  virtuelles  est,  d'après  ce  qn^on  a  vu  ar- 
tidc  282 

?p  -h  F/>'+  P^f»"  +  etc.  =  o  j 

mais  comme  dans  les  derniers  paragraphes,  nous  avons  désigné  les  vi- 
tesses ordinaires  par  les  lettres  p ,  p',  p",  etc. ,  pour  ne  pas  confondre 
arec  ces  vitesses  les  projections  des  vitesses  virtuelles,  neus  indique- 


11  rappelleront  n'ulemert  qu'en  rPprv»iilaD 
tnillei  Hea  pa'mit  ai  ,  m',  m",  etc.,  par  lc>  chemins  idCninuiit  petiu 
ma  ,  m'n',  m  n",  etc.,  que  ilccriïent  ces  poinU,  let  quantités  tp,  t//, 
tp",  etc. ,  BU  (eroni  Juira  chute  que  Ici  projectioni  ml,  mV,  mT,  atc. 
F'B-"^'  C%  "")■  '^  *ii«««i  vittunlles  mn  ,  m'n',  bi"h°,  etc.,  (Itcompiwcin 
■iiinnl  J»  direciioBi  Aa  forces  P,  P,  P",  eK. 

SiG.  ClierdioDi  maÏDlenani  ï  eipiimer  les  qunntit^  tp,  tp',  tp',  etc., 

KH  fonclion  Ae  leurs  pnijeclioiu  sur  In  aies  (.-ourdomiés  ntclangutiires. 

Pour  cela,  taieal  ti ,  ty  >a.  tt.  lea  projefliotis  de  Jï  liroite  mn  sut  ces 

trois  aies;  cet  jEUJeclioni  Ktotit  données  pai  Iw  arèii»  mo,  mfr,  me, 

Fig.3i3.  J'un  parallïle'pipèdr   c6a  {fig.  'iiS) ,  qui  aurait  mit  poar  diagonale.  Or, 

/  In  projection  tnl  de  la  vilcsie  virlnelle,  étant  represenlte  par  tp ,  ooot 

//i=^  n>n  cos  ^mn. ..  (S^o)  ^ 
et  cpfuuic  i:e  cosinus  di^pcnd  de  cenx  que  forment  avec  les  axes  co- 
ordonna les  droites  mn  a.  ml  entre  lesquelles  l'angle  Inm  est  com- 
pris, nous  allons  c]iercl)er  le»  expressions  analyliqnes  de  ces  coiinus. 
Fig.ll3.  Poar  cet  effet,  en  coiuiderant  d'ubor.I  (fig.  aiJJ  U  cosinns  de  l'angle 
qne  la  droite  nin  forme  btcc  l'iiiie  de»  i,   on  terra  qn'il  est  égal  ï 


OQ  trouverait  de  mjme  que  le*  cosinus  de*  an|^  formés  pa 
les  deot  autres  axes  ioni  respectivement 

D'ut)  autre  cAli,  les  coslnos  des  angles  que  la  droite  luP  fi 
nies  coordonnes  ëtsnl,  par  hypothèse,  coa  a.,  cosC  et  cos; 
par  la  lormule  (7i]>  P"S'  7^  > 

cos  Imn  ^  —  cos  a,  -t-  -'—  cos  C  +  —  cos  y  : 
au  niojen  de  cette  valeur  l'équation  (S^o)  deviendra 

Jïi  =cos4./i  +  cosC.<0-  +  co>>./:...  (3;i). 
De  même,  en  nommant  ti',  sy,  tz'j  tx",  Sy",  ti",  elc, ,  I 
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û  «»n«de  mn,  de  m'//,  de  m^/i'',  etc.  Jig.  ara)  »  lur  lei  axes  coordoDné«,  Fig.aïa. 


U40  «18  auront  encore 


/p^  =  C08  «'.^  -H  co»  r.<(y  4-  CO8  >'.^', 
/p*=  cos  m,".  /ir*-+.  C08  C.  <^  4-  C08  >\  /«", 
etc.      etc.  etc.  etc. 

^■**  tre  ces  Y&lears,  qu*il  fandra  substituer  dans  l'cquation  (369} ,  nous  y 
re'Kxaplaoerons  les  forces  P,  F,  P*,  etc.,  par  les  quantités  de  raouve- 
■*^*»t  pewîues  mp,  m'p',  '«Vi  *^c.,  et  en  indiquant  les  expressions 
i  bgttes  par  la  caractéristique  Z ,  nous  aurons 

2  {mp  oos  «.  Jbc  -(-  mp  00s  C. /)r  .4.  mp  cos  >.^)  =  p. . .  (379)^ 

17.  EIn  ne  considérant  qu^une  de»  quanlit*fs  analogues  quecompreud 
équation  y  celle  qui  se  rapporte  h  m ,  par  exemple,  et  qui  est 

mf»cos«.^-f-  mp  cos  C.fy  'h  >f»p  cos  y.it^ 

00    lecomiittra  facilement  que  cette  czprrssion  n^est  autre  ohosft-qve 

^   produit  de  mp  par  ^Accroissement  de  la  vitesse  p  lorsque  jr ,  jr  et  a 

d^ïvîcnneni  x  +  ^y  r-f-«^i    «  +  V^'   En  efièt,  si  nous  représentons 

^«vitesse  p  parla  droite  mo  (fig.  ai  a),  et.  par  «  ,  A,  *?,  les  coordon-  Fig.aïa. 

^^  de  sdn  extrémité  o ,  comme  celles  du  point'  m  sùnt ,  par  hypo- 

^^^  't  Xi  s  I  U  forpàole  de  la  disunce  de  deux  pointa  dans  Tc^paoe 

(^te  de  Part.  46,  page  an) ,  nous  donnera 


;>=  ^(jr  — «)«4.(^K  — *)«  +  (»-c)«...   (373). 

Pour  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  Ip,  il  faudra  clianger  jr  en 
*+^,  jr  en  jr-f-^  et  X  en  a-f-J^,  et  8up|>08er  que  p  devienne 
alors  p 4-  J'pi  et,  en  élevant  au  carré,  on  trouvera 

On  déduit  de  celle  équalion  la  valeur  de  J'p ,  après  avoir  clFacé  les  in- 
Gniment  petits  du  second  ordre  ;  mais  cette  opération  revient  k  celle  de 
la  diffrrcntiation  de  Inéquation  (373),  d*oii  l'on  tire  imnu^diatement, 
après  avoir  changé  d  en  /, 

sp:=.^l:zf2i^^(j:^fy^(±:ifïit, 
p  p     -^       p 

Lies  fractions  ,   " ,     — ,  qui  entrent  dans  cette  ex- 

/'  P  P 

pression* étant  les  cosinus  des  angles  que  la  viiesse  p,  représentée  par 

mo ,  fait  avec  les  axes  coordonnés,  comme  cette  vitesse  fait  pardc  de  la 

droite  mP,  elle  a  donc  la  même  inclinaison;  par  conséquent  les  cosinus 

sont  les  mêmes  que  ceux  que  nous  avons  désignés  par  cos  « ,  pur  cos  C 
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m 

ei  p4f  eut  y.  An  mnyti 

n  de  Mlle  d.'fniire  obict 

«tioo.on 

peol  diinger 

rt'jimior  l'récéAenM  en 

tp  =  . 

•.Oi».A:  +  CBsC.fy  +  c 

o.,./ti 

ttlenr  qui  nom  fait  retomber  inr  J'èijiialian  (371). 

5i8.  m\gri  celle  idL- 

Diiie  (te  la  *ak-ur  du  Jp , 

contidAàr  c»mme  pto- 

iB«i0BdBl«.i«..eïi,1 

[ui'lk,  n  de  celle  de  /;>  > 

nt^ilialcmem  p»r  la  differen  lia  lion  ,  ne  concluon»  poim  et 

pcndïui  qu'il 

,.'y  a  Biicnoe  ditlinclioi 

1  ï  faire  entre  lei  accroiuemei»  tx 

,  Jj,  f.,fp 

.  1  1rs  ililf.^'renl]<:llrB  dx 

,  df.  dz  et  dp. 

Hou.rilou.  voir,.a 

contraire,  que  ce.  qnani 

liuii  ne  eoD 

1  traies  qu'en 

«■riaii.  CM.   Pour  cda 

,  .oit    Ffï.j-.   «.  ()  = 

:  0  fnne  < 

iTii  problème,   si  le  tyi 

Dcnt  ip&Di( 

nenl  petit,  et 

•!■""■*«  "■«!»».  il' 

iuHîra  de'  niodiGer  les  varïaLles  qui 

i  l'«pace,  c'eal-â-dire 

de«.p|.orer  qoe  x,  f. 

z  Ilcvicor 

lent  r  +  ^r, 

J'+^.'  +  '^i='" 

l'un  retranche  <lu  nou» 

.1  elBt  de  h 

i  fanction  10» 

eUH^titimililVi-ii  irjewi 

nt  U*  inCBimMU  peilw  1 

les  ordres 

infërieura.on 

F[(ï  +  /^), 

(r+fy)r  {=+''>]■ 

-F(-.r. 

.=^5, 

sne  qnanti 

té  de  la  forme 

"'"""'' 

ji/*+Mîr+Pfti 

mai»  .i  l'on  diffL^rentie 

hn,^n,efoaetio„,e,qn 

e  le  temps 

.oit  compvis 

Kdr+TSdx  +  ?dz-hQdt,   . 

f  1  l'on  Toi*  (ju'il  ne  peut  y  avoir  idcniiie  ent(e  loi  deux  ciprestiou*,  >]«« 
d'autant  que  (  est  cooxant;  car  aloii  le  terme  Qiit  dlipuralt. 

519-  Leca*  où  le  lemps  entre  comme  variable  dans  lea  dqaiiioni  d'au 
tyilème,  se  reneunlie  ,  par  exemple,  larci^u'un  de»  corps  est  asau.- 
jciii  i  ae  mouToir  snr  une  couibe  ou  sur  une  uitrace  Courbe,  ou  lora- 
qu'd  eil  place  suc  une  courbe  ou  suc  une  surface  en  mnmenieiit ,  ou 
lorsque  la  TÎtriBc  est  introduite  dana  l'nne  des  cqnarions  par  la  con- 

verlu  de  IVqniilian  (i^S),    page  i({i) ,  introduit  l'élément  de  lempii  dt 
dans  le  calcul. 


530.  Il  suit  de  ce  qui  pnicèile, 
nue  (.'qdalion,  on  ne  peut  admelln 


11  (que 


juUe  d;inB 
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Dans  ce  cas,  le  dérangement  introduit  dans  le  système  nVst  point  celui 
qui  lui  succède  imme'diaiemeni ,  et  qui  est  dans  le  chemin  que  lui  fait 
prendre  son  mouvement;  car  ce  nouvel  e'tat  aurait  lieu  lorsque  les  co* 
ordonne'es  deviendraient  x  +  dx^  y  +  dy^  z  +  dz.  En  un  mot ,  les  coor- 
données X  -f-  cfjT ,  ^  H-  dy^  z  +  ^s ,  se  rapportent  à  Pe'tat  effectif  du  sys- 
tème au  bout  du  temps  dt  \  tandis  que  les  coordonnées  x-^-i'x^  y-^  iy, 
z^/if  m  rapportent  à  un  des  états  très  rapproches  de  la  position  pri- 
mitive que  le  système  est  susceptible  de  prendre  au  bout  du  temps  dt , 
mais  pourvu  que  la  disposition  mutuelle  des  corps  ne  s^y  oppose  pas. 
Lorsque  le  temps  est  constant  et  que ,  par  conséquent,  le  terme  Qdt 
A^existe  pas  dans  la  différentielle ,  on  a  donc  le  droit  de  supposer 

Ar  =  dxf     Jy  =  dy,     St=:dzj 

et  alors  c'est  admettre  que  IVtat  réel  du  système,  an  bout  de  rinstant 
dl,^  CM  celui  qu'on  lui  donne  en  vertu  du  petit  changement  qu'il  suhit. 

591.  Ainsi  y  lorsque  les  équations  da  problème  ne  renferment  pas  le 
temps,  on  pent  supposer  que  les  projections  ^,  ^,  ^  de  la  vitesse 
TÎrtaelle  sont  les  différentielles  dx ,  djr,  dz.  Cette  hypothèse  convertit 
réquation  (37a)  en 

S  (nip  cos  cL.dx  +  mp  cos  C.dy-^ mp cos  y. dz)  =  o  j 

remplaçant  mpcos  «t,  mp  cos  C,  mp  cos  y ,  par  lenrs  valeurs  que  don- 
nent les  équations  (354)  >  (^^^}  ^^  (3^)  1  <^^  divisant  par  dt ,  l'équation 
précédente  deviendra 

_.      (dxd*x  +  dy-d^Y  ■+•  dzd*z)       ^     ,__  _     .  _,  ,     .  «  .  \ 
^ j,/      ■  =■  ^'w  (Kdx-h^dy  +  Zdz), 

ou  plniôt 

et,  en  observaut  que  la  somme  dx*  +  dy*  •+•  dz* ,  divisée  par  le  cairé 
du  temps,  donne  le  carré  de  la  vitesse,  nous  aurons,  parce  que  j  est  fuc- 
lear  commun  de  tous  le»  termes  du  premier  membre , 

^md.  V*  =  aSm  ÇLdx  +  Xdy  H-  Zdz)  ; 

et  comme  Xiiidif*  revient  II 

md,  u*  4.  m'd,  t/*  -h  m"  d,  v"\  -f  etc. , 

quantité  qui,  à  cause  que  les  masses  m^  m\  m",  etc.,  sout  des  constautcs  , 
peut  sVciire  ainsi, 

d  (mw*  -H  mV»  -f-  m^y"»  +  etc.}  =  dlmu*^     . 
on  a  donc  cnGn 
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dXrm"  =  iSn(Xd:.:  +  \dr-h'ldt)...  (Sj^); 
inlcgninl ,  on  a 

îm^'sîC  +  a/XmÇXdi-^Vdr  +  Zdài...  (3;5). 
Cm  diua  oeite  liqaa lion  que  coniistt:  le  principe  g(!D<!nl  de  U  corner"' ^\^ 
tien  li»  Cotca  thet  ;  elle  ikirs  apprend  <jaa  lu  GOioiiie  ile  ces  «otl^^ 
d«  forcei  ne  il^penil  pu  ilf»  courbe»  deVrItt»  p^rr  les  mobile  m ,  m 
i",  eie, ,  mail  bien  des  coordunniir»  i,  x,'ix',  y,  i';  !*,?■",  s",  eK.  ^^J 
de.  force* flccLlératrrèeïX,  Y,  Z;  X',  Y',  Z«  X',  T",  Z",  eic,  .p--^ 
li^néet  aa  diTen  poina  da  cyslème  ;  et  que  la  inaime  des  forcei  ti«i      .' 


mlSi- 


[a  liûaon  IDDlnelle 


plïqnéet 

dm  _ 

Hnuineci  par  lu  intiinfe  coordoDiice». 

Saa.  Ce  princ![iB,  comme  noos  l'avoi»  faîl  obti 
lorwiBG  le  temps  n'enlre  poinl  ca  consideriilion  dam 
du  corpi.  Beun-uiiruicnl  ((>ie  ee  c:i*  est  eelui  de  la  n 
pnJKute  ^lo  dea  Torcet  qui  tondent  «en  des  poiim  fîiei,  et  dont  lc(  in- 
leniîre's,  pour  pouvoîc  dépendre  de  l^illraetioa  iJe  ers  poinli,  doiveni 
L'ire,  comme  on  l'a  v„  an.  4«o,  4e>  fonction,  du  lenri  dialaoces  re». 
pccli»ei.  Hoc»  BvoDi  d^d  demonin:,  an.  336,  que,  dan*  celle  di- 
couslance,  le  second  membre  de  l'équation  (3;^)  •flaïl  ii"«6f»Mei  i:c  qni 
pnfcidc  va  noui  fournir  eueorc  L'S  mofcn»  de  prouver  que  uelte  ^aalion 
(374)  "'■  •^''luneiii  iliKtiratile  lorfqac  diffi!ivns  çgrp*  «iiimii  11  une  nt- 
Iraclîoo  muinelle  «ont  soUiciles  par  de»  forces  acc^ldcâtrim  pnvpWt 
li"iiiiclleii  h  leuri  maaieB  et  fonctions  de  Icors  distances  reapectÎTes. 

ryi3.  Pour  le  ,l<-m.,rticr,  soicnl  !'  or  P'  Ils  fore 

=  ■!.  ((iB.5.4).ciqui  a^; 
par  p.  Les  coordot 


s  tjni 


solli- 


entrées  &  leurs  centres  d 
la  direction  de  la  droiLe  mm',  représenta 
oinis  m  e[  m' fiant  x,  y,  i;  i',  j-',  î', 
9  axes  coordonnés  des  angles  dont  les  co- 


par  contéqaent  la  force  P,  qui  < 
pour  composant 


:e  dans  la  direction  de  p , 


P  P  P 


Ot,  tflforceFaRiwani 
donnât  des  angles  qni  i 


:d3  contraire  de  P ,  fera  avec  les  ai< 
snppicmens  de  ceux  que  P  formait 
)nr  cnnEi^qtienl  des  cosinus  de  si|^i 


^ 


BRINCEPE  GéNisAL  DX  UL  COJN9XEV.  DBS  FORCES  VIVES.    34? 

traires.  Il  aait  de  Ik  que  les  composnotes  de  P'  parallèles  aux  axes  coor- 
donnes, pçront 

x'=_p'fezjî:2,  .Y'__p'(2iz:.2:3,  z-^^f(^-^X 
p  p  p 

Cela  posé,  Texpression  ImiXjdjc^Ydyyhldiz)  étant  sortie  de  sa 
fprine  dVd)r^iation,  reyient  à 

mXdx  +  mJify  rh  mZdz  +  mnCdx'  •+•  m'\'ây*  +  ireilde  -+-  etc.  j 

si  nons  y  substituons  les  Taleors  des  forces  que  nons  venons  de  détermi- 
ner, nous  aurons,  en  rassemblant  les  quantités  qui  se  rapportent  aux 
mêmes  coordonnées^ 

(wPdar  —  mfVàx')  !i— 5-^  -f  {jn^df  -^  m'Vàr')  ^l^Z^ 

+  {rn^dz  —  m'Ydz')  ^1^Z.Û  4.  etc. 

V 

Maû  la  force  accélératrice  P ,  qui  agit  sur  m,  et  qui  provient  ^e  Pattrac- 

rîon  qui  réside  dans  la  masse  m\  est  proportionitclle  h  celte  masse,  d^ipiès 

notre  hypothèse  j  et  comme  il  on  est  de  même  de  P'  &  IVgard  de  m,  on 

doit  avoir 

P  :  P'  ::  m'  ;  mj 
d'oîi  Pon  lire 

Pm'^Pm; 

ynbstitnftnt  cette  valeur  dans  Pexpressioh  précédente,  et  réduisant,  on 
obtiendra 

Pb,  rË.'=i£)(4;r-ay)  +  ^r-  -rO  ^^y.  ^df)-^  iLnÛ  {dz^dz')\,.,  (376). 

Mais  la  quantité  renfermée  entre  les  crochets  est  une  difîerenticlle  exacte. 
En  e£Eèt,  si  Ton  difierentie  par  rapport  &  toutes  les  lettres,  la  formule 

on  trouvera 

{x  —  x'){dx  -  dx')  4-  (  r  -y)  [dy  -  df)  4-  (z  -  z')  [dz  -  dz'}  =  pdp  5 

d'où  l'on  tirera 

Cette  valeur  réduit  la  formule  (876  )  à  mPJ/i,  et  nous  donne  une  diffc- 
reotielle  complète,  puisque,  par  hypothèse,  P  est  fonction  de  p. 

Cette  démonstration  pourrait  s'appliquer  à  un  plus  grand  nombre  de 
forces  accélératrice. 


5i4'  Noub  Dc  urmincToiK  pu>  celle  muiièic  i 


IB  fail 


JDicnsildi  lODl  dea  fonclians  de  leurs 
aux  poinit  sur  Iitrjucti  cllit  igiMcDI,  on  doit  coiD|ircndre  liw  rcuorU 
ri  particii)itreinenl  let  h^lico'iild.  Od  ippclle  niiui  ceux  que  Torme  un 
fît  de  mcfial  ditpaïc  ea  ipirale,  et  raiU|iosant  uac  «ptce  du  cylindre 
crcni{  cfi  THsnru  ihanl  inleqtOHll  entre  le»  rotpa ,  M  cOnliracieol  ou 
t'allongïDt  d'une  qiuiniiK;  qui  est  une  fonction  doleur«longaeors,ccqnï 
ks  rflil  lentrer  daai  la  chue  d«  rorcrt  qui  rendent  Ici  eqoalions  (3S8) 
init^rablei.  C'est  par  cctlo  cauie  que  le  (irincipe  de  li  conierïalion  des 
forc'i  ïi-vei  l'olnurve  dam  It  choe  dc<  corpi  elaibqoea. 


Du 


de  la  somme  de&  /on 
et  de  la  stabilité  des  corps. 


SlS:  Nom  avoni  tu  ,  art.  Sio ,  que  l'Equation  g^e'rals  des  furcei  ' 
ne  pOQTail  s'inlcfgicr  que  lotique  le  necoud  nieiubre  ne  comprenait 
le  temps  parmi  li-a  lariiibteij  «uppusnaa  donc  qu'eo  pareil  eut  dd 
delerDiincr  l'imegîalede  l'cqaation 


ommelesernadm 
i',  d/,  d^;  etc.. 


-■HmÇi.dx-i.Ydf'i-Zdi.)..-   (37;Jj 

Qhre  ne  renfenne  de  diSërenticIte  que  dx ,  dy.  dt\ 


2™>-.  =  C  +  >,(r,^,  .;,',/..',  etc.)...  (?-.«). 
La  valenr  de  2nii'>  egt  tuiceptible  de  détenir  un  uiBiimam  ou  un  mini' 
mum  lor«quEla  diStitiiiieUe  de  i«(x,  _^,  z\  x",  y,  l'i  etc.)  est  égale  k 
ic'ro  ;  or ,  celle  differeniieJle  n'étant  autre  choM  que  le  lecond  menilire 
de  l'équation  (i'i),  dont  l'inlEgralion  donne  l'équation  (}~8),  on  Tait 


aïm  [X<ir  +  Hdf  +  %dt)  =  o. 
SaO.  Cbecclioni  maïnlenanl  daui  quelle  circonstance  l'e'galilé  i  zéro, 
reicrilc  par  cette  équation,  peut  avoir  lieu.  Pour  cet  efiét,  il  faut  le 
ppeler  que  lortque  le  tyslime ,  dans  ton  moUTCtuent,  arrive  A  l'une 
!  ses  poiiiions  d'éqoilibre ,  et  qu'on  le  dérange  inGniment  peu,  lan* 
I  communiquer  dc  nouvelles  vilesscs,  l'equalion  dei  viicsset  virliicllcs 
lit  se  réaliser.  Or,  X  ,  Ya.Z  leprc'acnianc  tes  composantes  (les  foiRcs 
icclératticea  parallcira  aux  axai  coordonnés  ,  les  forera  motrices  de- 
cnncui  danï  ce  r»s  mX,  nd  ,  mJi;  et  puisque  fi,  ty,  il,  art.  Si 5, 
int  tel  projection]  des  vltciseï  viiluellc*  des  points  d'application  (le 
:s  forcct  iur  Icuis  ditecliouc ,  on  a  pjr  le  principe  des  vitnscs  virtuelles 
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201  (X/îr  +  Y/r  -f-  Z/b)  =  o  ; 
ec  comme  noiit  stods  tq  qa*0Q  aTait  le  droit  de  supposer  ici 

ixrsidxf    iysadjr^    /t^=id», 

aotve  ëqaatum  deriendra 

Jùm(Xdx^Ydf^Zdz)^o, 

et  aen'  minCrite  lorsque  le  système  passera  par  one  position  qaî  soit 
telle,  qu'elle  resterait  en  équilibre  s'il  n'avait  d'autre  TÎtcsse  que  celle 
q[ai  prônent  des  forces  accélératrices  X,  T,  Z. 

537.  Pour  appCqoer  l'équation  (377) ,  au  cas  oh  l'on  n'aurait  d'autres 
forces  acoâératrices  que  celle  de  la  pesanteur,  plaçons  l'aie  des  a  dans 
vn  sens  vertical ,  nous  aurons 

.X  =  o,     Y  =  o    et    Z  =  ^^...  (379); 

H  9  en  nommant  M  la  masse  du  corps  et  s,  l'ordonnée  du  centre  de 
Cnivilé,  réqnatbn  (377}  étant  intégrée,  nous  donnera 

2mp>  =  2/Zm  ÇLdx  +  Ytfy  +  ZJs). 

nais  on  a  TU ,  art.  Sar ,  que  cette  intégrale  était  aussi  exprimée  par 

2iiip>  :=:  C  +  HmfiXdx -h Ydf  +  Zd!s). . .  (38o); 

'VQiplaeant  X,  T,  Z,  par  les  valeurs  que  les  équations  (37g)  donnent 
P<^  rhjpothèse  actuelle,  l'équation  précédente  se  réduira  à 

Xmu*  =  C . —  Hmfgdt, 

^  mettant  dans  lesecend  membre,  M  à  la  place  de  Zni,  on  aura 

2mt'»  =  C  —  aM^s^. 

Le  premier  membre  de  cette  «x^nation  repicsentant  une  quantité  essen- 
tiellement positive,  il  faut  qu'il  en  soit  de  même  du  second,  et  que  par 
conséquente  soit  positif.  Cela  posé,  ce  second  membre  étant  d'auunt 
plus  grand  que  la  partie  négative  ^Mgt,  est  moindre ,  on  Toit  que  la 
plus  grande  et  que  la  plus  petite  valeur  de  z,  correspondent  au  minimum 
et  an  maximum  de  JLmu*  ;  d*oii  il  faut  conclure  que  la  somme  des  forces 
▼ires  parvient  k  son  maximum  lorsque  le  centre  de  gravité  est  le  plus 
bas,  et  k  son  minimum  lorsqu'il  est  le  plus  haut. 

5a8.  Le  sjsiime  est  dam  une  position  d'équilibre  stable,  lorsqu'en 
rëcartant  fort  peu  de  cette  position ,  il  tend  h  y  revenir  en  faisant  de 
petites  oscillations;  il  est  dans  un  état  d'équilibre  instantané,  lorsqu'à- 
firte  l'avoir  écarté  de  sa  position  dVquilibre ,  il  tend  à  s^cn  éloigner  de 
plus  en  plus. 
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1^  53g.  Va  cjlîniln  elliptique  A'B  (fif-,  3i5  ti  aiQ)  qui ,  nViant  anime 
ifanciine  vilnias,  Krait  place  iiir  nn  plan  horizonlsl  IVtN,  peut  Buni 
en  fournit  no  eicmpl»-  On  tdîi  d'slHiril  qar  sel  poaïiions  dVquîlibrc 
iloiTRit  te  rcavontnc  «di  lu  droite*  AA',  BB',  CC',  DD'quî  renfei- 

5.  parallèle,  nu  pbu  ACBD  ;  car  en  mcnsnl  un  plan  Tiriical  p«r  la  ligne  de 

C,  contact  DD'(Cg.ai6),  ou  AA'(fig.  316),  la  somme  da  mo mens  par 

rapport  il  ce  pUn  doit,  à  cauia  de  la  symétrie  de  la  Ëgant  ^Ire  égiii 

g  est  place  le  pins  bas  (Gg.  ai5j ,  et  le  plui  haut  (fig.  ai6).  Donc,  art  5ï7, 
la  lomme  du  forcet  tIvce  ml  daut  le  premier  cas  k  ion  maximum ,  et 
dam  le  lecand  li  aoD  minimant.  Il  réitérait  i  prouver  qne  le  maximum 
repond  II  r^ailibre  alohle  ,  c>t  le  minimum  h  l'équilibre  instaotanë;  maii 
cela  nous  mènernii  trop  luin,  et  nuiie  rcnvo^oni  celle  ile'mona  Ira  lion  k 
la  MBC3anii]ue  de  Lagrniige.  Noua  nous  bornerons  i  faire  remarquer  que 
lorsque  le  corp*  tend  i  se  inaîtiletiir  dans  la  position  comme  dnna  1* 

^"  figure  a.5,  on  h  n  renverser  sut  le  plan  MN  comme  dans  la  Bg.  ai6, 
'  cela  noua  indique,  diins  le  premier  cas,  que  Tequilibri-  est  stable,  et 
dans  le  spcond,  qne  l'équilibri;  e«t  inttanlBoé. 

j  53a.  Ed  pluçanl  te  cylindre  de  maniera  que  Ie<  droites  DD',  AA', 
'  ce,  BB'(%.'at5)  repoMnt  soccessiïcnieni  su.  le  plan  borizontal ,  c* 
cjlindrc  pauera  donc  par  quatre  pasicioDi  qui  seront  olternativemetf 
dans  un  état  d''(!qniUbre  ■table,  etdïns  un  e'iat  d'^aillbre  instamtaité.  ., 
Ou  Dc  doit  pas  èiie  «orpris  de  voir  un  eargt  alterner  ùaai  te»  fAVi 
siliouM  dVquilibrc  st:ibtc  et  d'equilîbi'e  instantanc  ;   car  DD"  ^lant  par 

légère  imjialsion  au  corpa',  il  («ndra  h  revenir  II  la  injme  place;  mait 
ai  l'on  ecarle  de  plus  en  plus  Diy  dc  sa  pc^ition  primitive ,  sa  ten- 
dance i  y  reionmet  s'aflaiblira ,  et  le  mouvement  des  cntps  finira  par 
tendre  veia  CC,  qui  est  lO  seconde  position  d'equilibie  stable.  11  j 
aura  donc  entre  DEV  et  CC  une  droite  AA',  suivant  laquelle  le  mo- 
bile n'aura  ni  tendance  vers  OB',  ni  tendance  vers  CC'i  cette  droite  d^ 
lerminera  une  position  d'équilibre  inslanuné.  En  efi^t ,  de  AA' en  DIV 
le  mobile  tend  II  Wvcnir  vers  Vïy,  et  à  s'écarter  de  AA';  il  lend  ^a- 
lement  h  s'en  écarter  dq)uia  AA'  jusqu'en  CC,  pniaqne  alors  la  dispo- 
sition nouvelle  du  corps  est  de  le  ramener  vers  CC(  donc  le  moÙlc 
lend  dc  cliaqne  câlé  de  AA'  Il  s' écarter  dc  cette  diollc,  et  par  coosc- 
ijncnt  se  tronve  en  AA'  dans  nue  posiiion  d'équilibre  înslanlané. 
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TROISIÈME    PARTIE. 


HYDROSTATIQUE. 


'        De  la  pression  qu  exercent  les  JkUdes. 

53 1.  On  Appelle  fluide  un  assemblage  de  particules 
^>ttlérielles  qoi  cèdent  à  la  moindre  pression ,  et  qui  sont 
^^iobiles  en  tons  sens. 

Lorsque  ces  molécules  matérielles  ont  de  l'adhérence 
^^iitre  eUes  i  les  fluides  ne  sont  pas  dans  un  état  de  fluidité 
pir&ite;  o^est  pourquoi  nous  ferons  abstraction  de  cette 
^Aérenoe. 

53a.  On  divise  les  fluides  en  fluides  incompressibles  et 
^fluides  élastiques.  Les  fluides  incompressibles  sont  ceux 
qui  occupent  toujours  le  même  volume ,  lorsque  la  tem- 
pérature est  constante;  parmi  ces  fluides  ^  on  range  le  mer- 
cure ,  l'eau ,  le  vin ,  Tbuile ,  etc. 

Les  fluides  élastiques  sont  ceux  qui  peuvent  changer  de 
figure  et  de  Tolume  ;  on  met  au  nombre  de  ces  fluides  l'eau 
réduite  en  yapeurs,  Pair  et  les  différens  gaz. 

533.  Soit  un  vase  ABCD  (fig.  217)  entièrement  fermé  et  FIg.217 
rempli  d'un  fluide  que  nous  supposerons  être  sans  pesan- 
teur :  si  l'on  fait  deux  ouvertures  £F  et  HI  d'égales  su-r 
perficies,  et  qu'on  y  applique  les  pistons  K  et  L  pressés 
par  des  puisssances  égales  RK,  SL  dirigées  perpendiculai- 
rehient  aux  superGciesHI ,  EF,  ces  puissances  resteront  en 


35a  nrunosTATiQnc. 

équilibre.  Il  faut  donc  qu<;  la  pression  ctercie  Bur  ta  su 

face  EF  se  contniunique  à  la  surface  Hl  par  l'inlermédîaic-""^ 

«lu  lluiilei  ce  (]ti!  ne  peut  être,  à  moins  que  les  particut^^MCS 

(les  fluides  n'éprouTcnt  partout  la  mêrne  pression.  On  peL_-^«i* 

donc,  d'après  cetle  espL-rience,  étaLlir  la  proposition  suT      "' 

Tanle  :    IjB  propriiHé  qui  caraclérise  les  fluides  est  qui^;^  e , 

]orsi]u' une  puissance  est  appliquée  à  un  fluide,  elle  y  eierc^"'** 

une  pression  qui  se  transmet  dans  tous  tes  sens. 

534.  Examinons  maintenant  comment  cette  propriété     "S^' < 
qui  est  connue  sous  le  nom  de  principe  d'égalité  de  ^/rr=^s&-'^ 
sionj  peut  être  exprimée  par  une  équation.  Pour  cela,  coïc  -.*"" 
*.  sidérons  un  fluide  qui  reposerait  dans  un  vase  AL  (Ti^.ziS:^^} 
construit  en  forme  de  parallélépipi^de,  et  dont  la  base  ÂBCH^K- 
serait  horizontale.  Supposons  qu'à  la  pertie  supérieure  EJ=^*^ 
du  fluide ,  on  ait  appliqué  un  piiton  qui  presse  celle  bai^'^*^ 
sur  tous  ses  points;  nommons  P  un  poids  qui  agirait  siii*  -* 
ce  piston  perpendiculairement  à  la  surface  de  sa  hasc^ 
cetle  base  sera  pressée  comme  si  le  poids  P  lui  était  im- —    ' 
médiatement  appliqué,  et  chacun  de  ses  points  supporlei'a^^ 
nnc  pression  proportionnelle  à  son  étendue;  de  sorte  que  ^^ 
si  nous  appelons  A  la  surface  AIÎCD,  et  a  une  partie  AbcJ  ■^*"^ 
de  celte  surface,  et  que  p  soit  la  pression  que  supporte  a,       ■* 
on  déterminera  p  par  la  proportion  anirante  ; 

Xlal'.Ptp. 
Prenant  a  pour  unité  de  surface,  nous  aurons 


par  conséquent,  si  «  représente  le  rapport  de  la  surface 
Ab'c'ff  à  la  surface  Abcd  prise  pour  unité,  la  pression  V 
que  supporte  la  surface  A.b'c'-d'  sera  donnée  par  l'équation 

P'=p»...    (38i); 
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el  comme  toutes  les  parties  de  la  masse  fluide  doîtent  être 
également  pi'essées ,  il  en  résulte  que  si  la  surface  «r ,  au 
lieu  de  se  trouver  sur  la  base  du  vase,  était  située  sur  ses 
parois  latérales ,  on  aurait  encore  pm  pour  la  pression  qui 
agirait  oontre  cette  surface  latérale. 

535.  Dans  le  cas  où  la  surface  «r  est  inCnimcnt  petite  , 
elle  peut  être  représentée  par  le  rectangle  élémentaire 
dxdy  ;  d'où  il  suit  que  pdxdy  est  la  pression  exercée  par 
le  piston  contre  un  élément  du  vase,  en  quelque  part  que 
cet  élément  soit  situé ,  et  lors  même  que  la  surface  de  ce 
Yase  serait  composée  de  surfaces  courbes. 

536.  Daas  ce  qui  précède^  nous  n'avons  eu  égard  qu'à 
une  pression  P  appliquée  à  la  surface  du  fluide;  mais  si 
le  fluide  était  sollicité  par  diflerentes  forces  accélératrices, 
le  fluide  cesserait  d'être  également  pressé  dans  tous  les  sens. 
Dans  ce  cas,  il  éprouverait  deux  sortes  de  pressions;  i**.  celle 
qui  dérive  de  la  pression  P;  2^.  celle  qui  est  produite  par 
les  forces  accélératrices.  Celte  seconde  pression  est  en  gé- 
néral Tariable  d'une  nioléculc  à  l'autre;  ce  qui  revient  à 
dire  que  chaque  molécule  peut  être  soumise  à  une  force 
•coélératrice  quelconque. 

537.  Pour  donner  un  exemple  de  cette  seconde  espèce 
«le  pression ,  supposons  que  le  fluide  contenu  dans  le  vase 
ABCD  (fig.  217}  devienne  pesant;  alors  on  devra  considé*  Fig.317. 
rer  chaque  molécule  comme  animée  par  une  force  accélé- 
ratrice due  k  l'action  de  la  pesanteur. 

Nous  verrons  par  la  suite,  lorsque  nous  parlerons  des 
fluides  pesans,  que  le  principe  d'cgalilé  de  pression  est  bien 
modifié  par  cette  circonstance.  Il  suit  de  ce  qui  précède, 
que,  dans  le  cas  où  l'on  considère  des  forces  accélératrices, 
p  doit  doit  élre,  en  général,  regardé  comme  variable;  ce 
qui  n'empêche  pas  que^  ne  représente  toujours  la  pression 
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9ur  i'unité  <3e  aurrace  de  )a  molécule  dm  qui  s 
aux  coordonnées  x,y,t,  correspondantes  à  p. 


Des  équations  générales  de  réqiàlibre  des^fluides. 


538.  Considérons  maintenant  une  molécule  fluide  qui , 
étant  soUicilée  par  plusieurs  forces  accélératrices,  serais 
mise  en  équilibre  dans  une  masse  fluide,  et  chercfaon*'. 
les  équations  de  condition  qui,  dans  ce  cas,  doivent  aToïr- 


Pour  cet  effet,  supposons  que  le  plan  des  *,  y  soit 
tiorizuntal  et  situé  au-dessus  du  fluide  que  nous  cuncevroni 
comme  partagé  en  petits  parallélépipèdes  élémentaires,  par. 
des  plans  parallèles  aux  trois  plans  coordonnés.  Soient  dt» 
la  masse  de  l'un  de  ces  élémens,  et  x,  y,  z  ses  coordoi 
nées;  le  yotume  de  cet  élément  sera  exprimé  par  dxdydsi 
en  le  multipliant  par  la  densité  (,  supposée  constante 
,  art.  162,  ^dxdydz  pour 
l'expression  de  la  masse  élémentaire  du  fluide;  ce  qui  noi^ 
donnera  cette  équation 

dm=  idxdyds.,  .   (382}. 

Cela  posé,  soient  X,  T,  Z  les  forces  accélératrices  qui 
agissent  sur  l'élément  dm  et  qui  sont  supposées  constante» 
dans  toute  l'étendue  de  cet  élément.  En  multipliant  ci 
forces  par  la  musse  dm,  nous  aurons,  art.  44^ >  Xi^nt 
TCdm  et  Zdm  pour  les  forces  motrices  qui  doivent  contre- 
balancer les  pressions  que  le  fluide  exerce  sur  les  six  faces 
ï''e-"9-  de  l'élément.  La  surface  supérieure  dxdy  (  fig.  aig  )  étant 
prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  égale  k  l'unité  de 
surface  représentée  par  BC,  imaginons  que  la  pression  qoe- 
supporte  drdy  soit  la  même  dans  toule  l'étendue  de  BC^ 
et  nommons  p  cette  pression  que  supporte  RC.  Lorsque 
l'ordonnée  Bû  ^  a  se  changera  en  DE  =  a  +  dt,  la  pre»* 
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rion  p  qui  Yarie  avec  t  deyiendra 

et  eEj^riméra  la  pression  de  l'anité  de  suriacè  sur  la  bâte 
EF  da  parallélépipède. 

Par  conséquent  j  pour  aYoir  les  pressions  sur  la  surface 
supérieure  BG  et  sur  la  surface  inférieure  £F  de  Félément, 
il  fondra  multiplier  ces  surfaces  BG  et  ET,  égales  chacune 

k  dxdy,  par  les  pressions  p  et  p  +  ^r^  dx  qui  agissent 

fane  sur  le  plan  de  BG  et  l'autre  sur  le  plan  de  EF ,  et 
fon  aura  pour  ces  pressions  que  supportent  BG  et  £F, 

pdxdy      et       (p'i^-f^dzjdxdy; 

h  diffibrence  de  ces  pressions  verticales  sera  donc 

g  dMdxdy  ; 

et  oomme  elle  doit  faire  équilibre  à  la  force  motrice  Tcr- 
^Hiale ,  on  aura 

-^  disdxdy  =  Zdm  \ 

m 

^  en  mettant  pour  dm  sa  valeur  donnée  par  Téquat  (38a), 
^  en  réduisant,  on  trouvera 

*  — ^7 

^s^illement,  en  nommant  g  et  r  les  pressions  latérales 
«bercées  sur  l'unité  de  surface,  et  qui  agissent  contre  les 
^oes  djvcb  et  dydx^  on  obtiendra 


dq        ^         dr 


a3. . 


V. 
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NoDS  3TOUS  vu,  art.  5Z^ ,  que  la  pression  sur  l'une  de 
faces  se  composait ,  d on- seulement  de  la  pression  qui  si 
ilistribuc  également  sur  tout  le  fluide,  mais  encore  de  1^ 
pression  eiercée  par  l'action  des  forces  accélératrices.  Aios 
pour  évaluer  la  pression  qdxda.  qui  agit  sur  la  face  dxdt, 
on  voit  q;ue  cette  pression  se  compose,  i".  d'une  pressioi 
égale  à  la  pression  pdxcfy  qui  se  distribue  également  sut 
lout  le  fluide^  2".  de  la  pression  sur  la  face  dxdz,  due  au] 
foi  ces  accélératrices.  Or,  le»  forces  accélératrices  étant  res- 
pectivement %dm,Ydm,  Zdm,  l'expression  due  à  l'action 
de  ces  forces  accélératrices  sera  une  fonction  de  leurs  in- 
tensités que  nous  représenterons  par 

et  nous  aurons  ^^Ê 

qdxdi.  =pdxdy  +  F  (Xrfm ,  Yrfm ,  Zrfm) . .  .  (383). 
La  propriété  de  la  fonction  désignée  par 
F(Xrfm,  Y(fm,  Zrfm) 

étant  que  cette  quantité  s'cranouisse  lorsque  les  forces 
accélératrices  sont  nulles,  il  faut  que  cette  fonction  paisse 
se  ramener  à  ne  contenir  que  des  termes  qui  aient  pour 
factenrg  %dm,  Ydm,  Zdm.  En  ordonnant  ces  termes,  à 
partir  de  ceux  qui  renfênnent  les  moindres  puissances  de 
dm,  nous  pourrons  supposer 

FÇidm,  Ydtn,  Zdm)  ~  WXdm +  NYdm +  VZdm  + etc. 

Substituant  cette  valeur    dans  l'équation    (  383  ) ,   nous 

qdxdx  =:  pdxdy  -f-  MXrfm  +  H  Y^m  -f-  Vldm  +  etc., 

et  en  mettant  çdxdyd%  à  la  place  de  dm,  cette  équation 
deviendra 
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qdxdz  =  pdxdy  +  ^MKdxdydx  +  ç^Ydxdydz 

-|-  (^Idxdydz  -f-  etc* 

Divisant  par  (ijc</y ,  on  a 

^  =  /)  +  e^MtXtf^  +  çN Yrfz  +  çPZû?«  +  etc . . .  (384). 

Les  termes  çMXc&y  ^NTcfe,  çPZûTs  étant  infiniment  petits 
a  regard  <le  p,  il  en  résulte  que  l'équation  (384)  ^  ^^* 
duit  à 

On  démontrerait  de  même  que  r=/;j  par  conséquent  les 
équations  d'équilibre  deviennent 

1  =  .^.    |=<^.    |  =  .X...  (385): 

en  multipliant  ces  équations  ^  la  première  par  £^2 ,  la  se- 
conde par  dyy  et  la  troisième  par  dx  ^  et  les  ajoutant ,  on 
trouvera 

û?/^  =  (Zdz  +  Y^j4-X^*)ç. ..  (386)^ 

telle  est  Féquation  qui ,  par  son  intégration ,  doit  donner  la 
valeur  de  la  pression  sur  l'unité  de  surface  dans- un  fluide 
quelconque. 

jippUcation  des  équations  générales  de  Véquilibre 
des  fluides  au  cas  des  fluides  incompressibles. 

539.  Considérons  un  fluide  incompressible  homogène 
qui  rçpose  dans  un  vase  capable  d'opposer  fi.  la  pression  une 
résistance  indéfinie  :  la  pression  p  exercée  sur  l'unité  de  sur- 
face ,  en  un  point  qui  a  pour  coordonnées  x^a,  yz=ib  ^ 
Xii=c,  sera  donnée  par  l'intégrale  de  l'équation  (386)  , 
dans  laquelle  on  substituera  ces  val6ui*s*  Or  \  la  densité  ç 
étant  constante ,  la  valeur  de  p  dépendra  de  la  possibilité 
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de  pouvoir  inU^rer  U  Ëorinute 

Zdz  +  Ydy  +  Xds...   (387)  j 
c'est  à  qnoi  l'on  parvîendia  toujours  lorsque  cette  fiwtluTp 
sera  nne  diff^renliellc  exacte  ilea  varialiles  *,  y,  z. 

Supposons  donc  que  cette  condition  soit  remplie,  et 
qu'on  ait  déterminé  la  pression  p;  cette  pression  sera  dé- 
truite par  la  ri'sistance  du  vase;  mais  si  la  pressiou  (IcTait 
être  appliqua  sur  une  partie  de  la  surracc  supérieure  du 
Hmde,  dans  ce  cas  le  fluide  ne  pouvant  opposer  de  la  vésis- 
tancc  k  la  force  qui  le  presse  ,  il  faudrait  que  p  fût  nol 
par  lui-même;  alors  l'équation  (386)  se  réduirait  à 

Xdx-i-Ycfy  +  Zdi^o...  (388). 

Eulin,  il  pourrait  arriver  que  la  pression  ^  fût  constante  f 
et  comme  la  différentielle  d'une  constante  est  égale  à  xcro, 
l'équation  (388)  aurait  encore  lieu  dans  ce  cas. 

540.  Lorsque  l'eipressi^n  (  3S^  }  est  une  difiéreatielle 
eïacte,  et  que  l'équatîon  {388)  a  lieu ,  il  en  résulte  Jp  =  o; 
donc  la  pression ,  si  elle  exis'e ,  ne  peut  être  que  constante. 
Ord«n»DS-ras,  ponr  que  leilatde  psiite  garder  l'équilibre^ 
il  faut  que  la  résultante  des  forces  accélératrices  qui  agit 
<le  dehors  en  dedans,  soit  en  même  temps  normale  à  la  sur- 
face du  âuid«;  nar  si  cela  n'était  pas,  m»  poBrrBÎt.])^  d*-. 
composâF  «p  /éttn  forces,  l'we  normale  et  l'antre  tangente 
à  la  surface  du  fluide;  il  est  évident  que  cette  dernière  fe-^ 
rait  glisser  !&  tuttlâcule  rfm.  .        ■ 

541.  Cette  mi'cônstance  est  aussi  indiquée  par  l'équation 
(388);  car  soient  x',  j',  a'  les  coordonnées  d'un  poiat 
commun  i  la  surface  et  à  la  résultante  des  forces  X  , 
Y,  Z;  les  équations  de  la  normale  au  point  j:',  y',  t  , 
d'une  surfece  courbe  étant  {Èléinena  dt  Calcul  di^értn-^ 
tiel,  page  54) 
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^-^=-:âi'-^'-'')> 


,  d.'  J-(389). 

^*^  voit  qu'il  ne  s'agit  que  de  substituer  les  valeurs  des 

dz        dz' 
<*^ficîeiis  difiérentiels  tt  et  -rv  >  déterminées  par  Téqua- 

dx        dy 

^î^ti  (388),  pour  que  les  équations  (SSp)  deviennent  celles 
^  la  normale  k  la  surface ,  qui  se  rapporte  k  l'équation' 
(388).  Or,  en  ayant  égard  à  la  notation  de  Fontaine, 
^  en  Fardant  X ,  Y ,  Z  comme  des  fonctions  des  coor- 
données *',  y,  z\  l'équation  (388)  nous  donne 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente >  oh  ob- 
tient pour  les  équations  de  la  normale  au  point  x^,  y' y  tt, 

Z  Z 

«  — *  =^(«  — 0>  j'— /=y(«  — O- 

^  équations  sont  précisément  lés  mêmes  que  celles  que 
*<Hii  avons  trouvées ,  art.  67 ,  pour  la  résultante  des  forces^ 
Ï.Y,Z. 

54^^  L'équation  (388)  étant  toujours  supposée  intégrable, 
nons  fournit  encore, des  conséquences  remarquables;  car  si' 
Pon  représente  par  F(*,  y,  «)+C  Fintégrale  de  cette 
équation  -,  en  faisant  C  =  —  A ,  on  en  déduit 

5i  Pon  donne  successivement  à  A  différentes  valeurs  croisr 
santés  o ,  a ,  a\  a",  a*,  a'^,  etc. ,  on  aura  les  équations 
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graMe,  parce (|ae  Ttiquation  [388)deTieat,  iJaiisGe  problên<p, 
un  cas  particulier  dn  théorème  que  nous  avons  démontré, 
art.  336,  sur  les  forces  dirigées  yers  dps  ventres  fines; 
c'est  en  vertu  de  ce  lliROrèine  que  l'équation  (388)  sera 
toujours  intégrable  rfaos  toutes  le»  questions  que  l'on  peut 
résoudre  sur  des  fluides  qui  reposeront  sur  lies  surfaces 
fines. 

546.  Si  dans  l'équation  (  386)  on  irinplace  la  quaiilité 
qui  est   entre   le*  ]jaretitlicses ,   par  oî.F  (*,  y,  s)t^J&K 


dp  =  i 

Xrf.FCx,^,  s)i 

m 

cette  équati 

ion  non^  donne 

m 

d.F  (X,   y 

.   =)=f..-(390. 

1 

Or,d.F{x, 

.j)-,!)  étant, 

,  par  hj'pothèse,  une 

différentielle 

eiacfe  ,  il 

faut  qu'il  en 

1  soit  de  même  de  t 

a  valeui 

r  S 

et  que  par  cooséqueut  ;  ne  ctintienne  d'autre  rariable  que 
p,  condition  esprimée  par  l'équation 

t=/P  ••    (393). 
Si  la  pression  p  est  constante,  il  en  est  donc  de  même 
de  (.  Dans  ce  cas,  l'éqnation  (SgiJ  se  réduit  h 
rf.F(,,  ,,  ,)=o, 

parce  qu'une  constante  n'a  point  de  difierentielle.  L'in- 
tégration de  cette  équation  nons  conduit  ii  celle  que  nous 
avons  trouvée,  art.  543,  et  dont  nous  STons  exprimé  le» 
propriétés. 

547.  Maïs  si  p  est  variable ,  alors  en  faisant  varier  p  par  ' 
degrés  insensibles,  nous  pourrons,  durant  un  instant  très 
court ,  regarder  p  comme  constanL  Dans  cette  hypothèse  , 
l'équation   (  Sgi  )  nous  donnera  pour  intégrâtes  une  suite 
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54^.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  lorsque  le  fluide 
Ok*0BA  animé  que  par  des  forces  accélératrices  dirigées  vers 
1*  a:^  centre  fixe,  sa  surface  extérieure  doit  être  sphérique. 
^Ki  peut  parvenir  au  même  résultat  par  l'analyse.  Pour  cet 
ît,  prenons  le  centre  d'attraction  pour  origine,  et  soient, 
^,  «  les  coordonnées  de  l'élément  dnij  la  distance  du 


int  X,  yg  zh  l'origine  aura  pour  expression  V^x*+j^*+«*. 
^^i^mmons  r  cette  distance ,  et  a  la  force  d'attraction  qui 
^^Sit  sur  dm  ;  cette  force  a  fera  avec  les  axes  coordonnés 

**^«  angles  qui  auront  pour  cosinus  -,  -,  -  ;  par  conse- 

^^sent,  si  Pon  nomme  X,  T,  Z  les  composantes  de  A  pa- 
^^.Uèlement  aux  axes,  nous  aurons 

X  =  A-,     Yz=zX^,      Z  =  A-; 

r  r  r 

'^^eitant  ces  valeurs  dans  l'équation  (388),  il  viendra  pour 
"équation  de  la  surface  du  fluide, 

-  (xdx  + jdy  + zdz)=^o. . .   (390). 
%ipprimant  le  facteur  commun  -  et  Intégrant,  on  trouvera 

**  +  :k*  +  «'  =  c, 

^^^uation  d'une  spbëre  j  donc  la  surface  du  fluide  devra  être 
^Jiliérique. 

544*  Si  le  centre  de  cette  spbëre  est  très  éloigné  de 

^^  surface )  comme  cela  a- lieu  lorsque. l'on  considère  le 

^^entre  de  la  terre  relativement  à  la  surface  d'une  eau 

stagnante  ;  dans  ce  cas ,  la  courbure  de  la  surface  étant 

insensible,  on  peut  la  considérer  comme  plane  dans  une 

l^tile  étendue. 

545.  L'équtttion  (390)  s'est  trouvée  immédiatement  iutc- 
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en  produit  une  aulie  qui  dérive  de  soa  élasticité.  On  xmi 
reconnu  que,  jiour  Is  même  température,  celle  pression,  ^ 

qu'on  appelle  la  force    élastique   du  fluide,  était  propor 

tionnclie  à  sa  densité.  £a  supposant  donc  la  températnre^ 
constante,  si  l'on  nomme  n  la  pression  exercée  sur  t'unilS» 
de  densité  -,  lorsque  la  pression  est  211 ,  la  densité  devieDlC^  1 
double;  lorsque  la  pression  est  3n,  la  densité  devient  triple^ 
et  ainsi  de  suile.  De  sorte  que  si  la  densité  est  exprimées 
par  {,  la  pression  doit  l'être  par  t\f;  en  appelant^  cett^^ 

P=ne...  (393). 

La  densité  étant  mesurée  par  la  matière  renfermée  dans    - 
un  cube  dont  l'une  des  faces  serait  égale  à  l'unité  de  sur- 
face, p  représentera,  comme  précédemment,  la  pression 
exercée  sur  l'unité  de  surface. 

54g-  En  combinant  l'équation  (3g3]  avec  l'équation 

dp  =z  ç  fXdi  4-  Tdr  +  Z'/") . 
OJi  obtiendra 

*=î±±.Mi±?i..,  ^y^), 

p  a  ^  ^^" 

intégrant,  il  viendra 

55o.  L'équation  (  386  )  subsistant  comme  dans  le  cas  des 
fluides  incompressibles ,  nous  en  conclurons ,  de  même  que 
dans  l'art.  546,  que  lorsque  p  est  constant,  (  doit  l'être 
aussi;  par  conséquent  l'équatîoH  (3g3]  nous  donnera,  dans 
cette  bypoth^sc, 

n  =;  conslanle. 

Ainsi, en  considérant  />  et  la  densité  comme  constanspour 


1 


I 
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u.v%.e  partie  déterminée  du  fluide ,  nous  pourrons  mettre 
n  en  dehors  du  signe  d'intégration ,  et  en  rçprésentant  par 
lo£;  C  la  constante ,  nous  aurons 

Ukultipliant  la  fraction  qui  entre  dans  cette  équation  par 
log  ê  qui  équivaut  à  l'unité,  et  changeant  le  cœfiicient  en 
exposant,  on  aura 

logp  =  logc  "  +}ogC'; 

observant  que  la  somme  des  logarithmes  est  égale  au  lo* 
garithme  de  leur  produit,  nous  trouverons,  en  simplifiant 
la  formule  d'après  cette  considération ,  et  en  passant  aux 
nombres, 

P  =  Ce  n 

Si  Von  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (SgS),  on  ob- 
tiendra 

/(Xdx-hYdy^Zdz) 


^  r*^  n 


Ce 


n 


La  température  du  fluide  étant  supposée  constante,  art  548, 
cette  équation  donnera  la  valeur  de  la  densité  d'une  couche 
de  niveau  du  fluide;  car  il  faut  observer  que  ce  que  nous 
avons  dit,  art.  546  et  547 ,  des  couches  de  niveau  des  fluides 
incompressibles  hétérogènes ,  peut  se  rapporter  aussi  bien 
aux  fluides  élastiques,  puisque  cette  théorie  des  couches  de 
niveau  est  déduite  de  l'équation  générale  des  fluides ,  mo- 
difiée d'après  l'hypothèse  de/)  constant,  dans  une  certaine 
étendue  de  la  masse  fluide. 

55 1.  Observons  qu'on   ne  pourrait  déduire  également 
l'équation 
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de  t'hjpothèae  de  p  nul  ;  car  lorsqu'on  a  p^  o ,  l'éq 
tion  (3g3)  nous  montre  que,  dans  ce  cas  ,  la  densité  in 
fluide  élastique  doit  être  aussi  nulle,  hypotlitse  qui  détru 
rait  l'existcDce  du  fluide. 

Ainsi,  dans  un  fluide  élastique,  la  pression  ne  peut  i 
nulle  à  la  surface,  comme  dans  les  fluides  încumpressibl 

De  la  pression  des  Jluides  pesans. 

553.  Proposons -noua  d'eiaminer  maintenant  le  caa  BJ 
la  force  accélératrice  qui  agit  sur  un  fluide ,  est  ta  pesaft^ 
teur.  Pour  cet  effet,  considérons  un  vase  ouvert  à  sa  partit  I 
supérieure,  et  qui  repose  sur  un  plan  horiiontal  :  c 
étant  rempli  d'eau  jusqu'à  une  certaine  hauteur,  la  s 
du  fluide  sera  lioiizoatale ,  ainsi  que  nous  l'avons  démOn 
tré.  Prenons-la  pour  plan  des  x ,  y,  et  comme  la  pesante 
est  ici  la  seule  force  accéléiatrlce ,  nous  aurons 

X  =  o,     T  =  o,     Z=gi 
et  l'équation  (386)  deviendra- 

dp  ^  fgdi. 
Regardant  la  densité  comme  constante,  ainsi  que  la  gravité, 
on  tirera  de  celte  équation  ,  en  l'intégrant, 

P  =  î^  +  C...  (395). 

Lorsque  s  =-  o,  )a  pression  devant  être  nulle  à  la  surface 
du  fluide  incompressible,  on  auraC  =  o;  ce  qui  réduira 
l'équation  (395)  à 

P  =  fgs...    (396). 

553.  Si  l'on  mène  dans  l'intérieur  du  flaide  un  plan 
horizontal,  tous  les  points  situés  sur  ce  plan  aoront  leur* 
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brdonnées  dans  le  sens  des  a,  égales  entre  elles;  d'où  il 
Suit  que  f  pour  tous  ces  points ,  la  pression  ptsi^  sera 
la  même. 

554*  Soit  h  la  distance  oomprise  entre  le  nitten  dé 
i*eaa  et  le  plan. horizontal  sur  lequel  repose  le  fluide,  la 
,  pression  que  supportera  l'unité  de  surface  de  la  base ,  sera 
déterminée  par  l'équation  (  3g6  ) ,  dans  laquelle  on  chan- 
gera zeah]  ce  qui  donnera 

P  =  îg^'"  (397)- 

Nommons  P  la  pression  que  supporte  la  hase  totale  com- 

r»sée  d'un  iiomhre  b  d'unités  de  surface  ;  il  faudra  que 
contienne  b  de  fois/);  on  aura  donc 

V  =  bp...  (398); 

et  en  mettant  pour  p  sa  valeur,  équat.  897,  il  viendra 

V  =  çghb...  (899). 

Or ,  bh  représente  le  volume  d'un  ^prisme  qui  a  b  jx>ur 
hase  et  h  pour  hauteur  ;  en  multipliant  ce  volume  par  la 
densité  ^^  on  ,a  la  masse  de  ee  prisme,  art.  162;  par  con-  ^ 
séquent,  art.  i63 ,  çghb  en.  est  le  poids;  d'où  il  suit  que 
la  base  b  supporte  une  pression  égale  au  poids  du  volume 
du  prisme  du  fluide  qui  repose  sur  cette  base. 

555.  La  pression  P  ne  dépendant  ^  pour  le  même  fluide , 
que  de  la  base  b  et  de  la  hauteur  h  du  fluide,  il  en  résulte 

que  des  vases  (fig.  221)  remplis  du  même  fluide,  mais  de  Fig.aaT. 
bases  et  de  hauteurs  égales,  supportent  la  même  pression 
sur  leurs  bases ,  quoique  les  aires  latérales  de  ces  vases 
soient  de  formes  différentes. 

556.  A  l'égard  de  la  pression  que  le  vase  éprouve  sur  ses 
faces  latérales ,  nommons  d»  l'élément  abfê  de  cette  sur- 
face (  fig.  122),  et  z  la  distance  au  niveau  de  l'eau,  la  Fig.  laar 
pression  p  que  supporte  l'unité  de  surface  de4'élément  dot  y 
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sera  donnée  par  l'cquatiun  (  396  )  -,  mettant  cette  tdIi 
dans  la  forniule  (SgS),  et  observant  que  b  doit  être 
placé  par  la  surface  élémentaire  abje  ,  nous  aurons 
pour  une  des  forces  élémentaires  parallèles  qui  compos 
P,  donc 


3 


Celte  expression  contenanl  deux  variables  s  et  *,  il  n 

girS'  plus  que  de  les  réduire  à  une  seule,  pour  que  Tînt     — "' 

gration  puisse  s'effectuer.  Cest  h  quoi  l'on  parriendra  lor "*" 

que  la  surTace  ■  sera  donnée.  Cherchons,  par  esemple  ,  '" 

Fis  "ï>  pression  eiercée  sur  le  rectangle  ABDC  (fig.  192)  inclic---'^^ 
à  l'horiion.  11  est  certain  que  si  le  vase  était  plein,  la  droi"'^^^ 
horizontale  CD  serait  au  niveau  de  l'eau;  mais,  pour  pli — ^' 
de  généralité,  nous  supposerons  que  CD  soit  au-dessous  (]        '^ 
niveau  de  l'eau.  Nommons  b  la  base  AB  du  rectangle  A BDC:^' 
et  /  sa  longueur  BD;  si  l'on  partage  le  rectangle  en  un  ^* 
Infinité  de  tranches  horizontales,  la  pression  sera  la  méni      ^ 
sur  tous  les  points  de  l'une  de  ces  tranches,  équat.  {396)t—  '' 
Représentons  par  v  la  distance  D/"  d'une  tranche  quel — ' 
conque  af  à  la  hase  supérieure  CD ,  df  sera  la  hauteur  a^  "^^ 
de  celle  tranche;  par  conséquent  l'élément  de  la  surtact^^^^^^ 
ABDC  sera 

ab  X  le  :=  bdv  ; 

substituant  celte  Taleur  à  la  place  de  du  dans  l'exprefr— "^"^ 

sion/îgïrf*,  on  aura 

f(gid»  =  ftgit)df, 

ce  sera  la  pression  exercée  sur  l'aire  ABCD.  On  prendra, 
l'intégrale  depuis  ti^o  jusqu'à  i/^^l,  lorsqu'on   l'aura  i 

réduite  à  ne  contenir  qu'une  seule  Tariabie.  Pour  y  par-  j 

venir,  soient  ^  l'angle  que  fait  le  plan  ABDC  avec  la  ver- 
ticale NL ,  et  a  la  distance  DN  de  la  base  supérieure  CD 
au  niveau  de  l'eau ,  nous  aurons  , 
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K/,    ou    LN  =  DL  +  DN, 

oa 

s=iy  cos  ^  +  a  ; 

par  oonaéquent  la  formule  à  intégrer  sera 

P  =^f^  {y  cos  ç  +  û)  Wf/; 
effectuant  l'int^ration  indiquée  ^  on  trouvera 

P  =  ç^6  (i  ^*  cos  ^  +  au)  +  C  -, 

prenant  Tint^alc  entre  les  limites  v=:  o  et  tf  =  l,  on 

aura 

P  =  çgr^L  (i  /•  cos  ^  4-  a/). 

558.  Cherchons  maintenant  le  point  oh  cette  pression 
doit  être  appliquée  :  on  Toit  d'abord  que  ce  point  d'appli- 
cation doit  être  situé  sur  la  droite  £H  qui  partage  les 
côtés  ABet  CD  en  deux  parties  égales.  Il  nous  reste  donc 
4  déterminer  sur  la  droite  EH,  le  point  G  oii  cette  pres- 
sion doit  être  appliquée. 

Pour  cet  effet ,  nous  regarderons  les  pressions  exercées 
Sur  tons  les  points  de  la  surface  ABDC  comme  des  forces 
parallèles.  En  prenant  les  momens  des  élémens  de  cette 
surface  y  par  rapport  à  la  droite  horizontale  CÙ,  la  pres- 
sion que  supporte  l'élément  abfe  étant  ^bdp,  son  mo- 
>Dent  sera  ^zbdv  X  i^  sin  ^  ;  et  en  nommant  v^  la  distance 

EG  de  CD  au  centre  de  pression,  nous  aurons  par  la  théorie 

des  momens  9 

Vp^  sin  p  =  sin  ff^zbdp ,     ou    Vp^  =  f^bpdi^  \ 
mettant  dans  cette  intégrale  la  valeur  de  s ,  on  trouvera 

donc 

cos  (p. y  4- —^  +  C, 
ÈUm,  de  Mécanique,  ^4 
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et  eu  intégrant  entre  les  limita  f  =  o  et  v 


T> 


Mettant  pour  P  sa  valeur  et  divisant  par  l  facteur  cara,' 
mua ,  on  trouvera 

/•  ,  al 


cos^.-  +  a 

Ayant  trouvé,  par  ua  procédé  analogue,  les  pression 
exercées  sur  les  autres  faces  latérites ,  et  sur  celle  de  la 
base,  et  leurs  centres  d'application,  ou  prendra  la  rêeul- 
taute  de  toutes  ces  forces  pour  avoir  la  pression  totale. 

559.  Considérons  maintenant  un  corps  plongé  dirin  OA 
fluide  pesant  homogène:  la  pression  que  ce  fluide  eieree 
contre  une  portion  quelconque  de  la  surface  de  ce  corp<, 
se  (Ictermineradelamèiue  manière  que  celle  qui  agit  contie 
les  parois  du  vasej  maïs  lorsqu'on  voudra  trouver  la  pres- 
sion totale ,  on  fera  usage  des  propositions  suivantes  que 
nous  allons  démontrer  : 

1°.  Les  diverses  pressions  qui  agissent  sur  le  eorpi 
ont  une  résultante  unique  qui  agit  verticalement  et  tend 
à  te  presser  dans  un  sens  opposé  à  celui  de  la  pesanteur; 

2°.  Les  pressions  horizontales  se  détruisent; 

3°.  L'intensité  de  la  résultante  de  toutes  les  pressions  «f 
égale  au  poids  du  volume  du  fluide  déplacé  ; 

4°-  Cette  résultante  de  toutes  les  pressions  passe  par  U 
centre  de  gravité  du  volume  du  fluide  déplacé  ;  et  comnu 
elle  agit  verticalement^  sa  direction  est  déterminée. 

1.      Four  démontrer  ces  propositions,  considérons  Cfig-  3i3} 
uji  fluide  pesant  renfermé  dans  le  vase  ADE ,  dans  lequel 
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il  sst  CD  pquUibre',  et  imaginons  que  tout  à  coup  une  par- 
tie KL  de  ce  fluide  passe  de  l'état  fluide  à  l'état  solide, 
l'équilibre  ne  sera  pas  troublé.  Or  ce  solide  est  entraîné  de 
haut  en  bas  pur  une  force  verticale  égale  à  son  poids ,  et 
appliqnée  à  son  centre  de  giavité;  cette  force  ne  peut 
être  détruite  que  par  la  résultante  de  toutes  les  pressions 
normales  que  le  fluide  exerce  contre  le  solide;  d'où  il  suit 
tjue  la  résultante  de  toutes  les  pressions  normales  est  verti- 
cale et  doit  £lre  une  force  unique,  puisqu'elle  fait  équilibre 
à  une  force  unique;  et  comme  la  résultante  de  toutes  les 
pressions  est  verticale,  il  faut  que  les  forces  liorizontales 
(note  treizième)  se  détruisent  mutuellement.  - 

11  ne  peut  donc  y  avoir  équilibre  entre  un  corps  et  le 
fluide  dans  lequel  il  est  plongé,  que  lorsque  les  centres 
de  gravité  du  corps  et  du  fluide  déplacé  sont  sur  la  roème 
verticale,  condition  remplie  lorsque  le  corps  est  entière— 
meut  plongé  dans  le  fluide,  parce  que  les  volumes  du  corps 
«t  du  fluide  déplacé  sont  les  mêmes  :  mais  si  le  corps 
n'est  plongé  qu'en  partie,  son  centre  de  graïité  n'est  plus 
le  même  que  celui  du  fluide  déplace;  alors  il  faut  que  ces 
centres  de  gravité  soient  sur  la  même  verticale. 

56o.  Nommons  »■  le  volanie  du  fluide  déplacé,  et  c'  celui 
du  corps  qui  y  est  plongé  ;  (  la  densité  du  fluide,  et  ;'  celle 
du  corps  :  les  expressions  jg-i'  et  j'^i/ exprimeront  les  poids 
du  volume  du  fluide  [déplacé  et  du  corps;  par  conséquent, 
dans  notre  hypothèse  où  le  corps  est  entièrement  plongé 
le  fluide,  nous  aurons 


I 


r 


comme  v  =  v  ,  11  faudra  que  les  densités  (  et  {'  soient 
égales;  mais  si  le  volume  du  corps  est  plus  léger  que  celui 
du  fluide  déplacé,  nous  aurons 
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le  Corp<  remontera,  et  la  force  qui  le  fera  mouToir  sera 
t-galu  k  (gu  —  (gv. 
Si  au  contraire  ou  a 

î's""'  >  (S"''  - 
le  corps  descendra,  cl  la  force  qui  lu  pressera  équivaudra 

Par  conséquent  le  corps  descendra  comme  s'il  étidt  animé 
d'un  poids  %gv'  —  {gv  égal  à  la  différence  du  poids  du  corps 
sur  celui  du  fluide. 

Des  corps  fioltans;  théorie  du  mètactntre;  des  oscillalwm 
des  corps  flottana  i  et  de  leur  stabilité. 

SGi-  Lc>  propoaitioni  que  nou 
lijisient  ce»  deni  priocipct ,  (jui  ti 
de*  coqii  floUanl  : 

1°.  Lonqu'un  corps  ait  plongé  djint  l'eau,  il  ne  peut  rester  en 
rquiUbre  à  moins  gue  son  centre  île  grafité  et  celui  du^uide  dé- 
placé ne  soient  sur  une  même  verticale;  I 

3".  La  masse  d'eau  qui  remplit  ta  partie  submergée  est  de  même 
poids  que  celui  du  corps  entier. 

C'est  par  ce  lecoad  principe  qu'on  évalue  le  poids  d'an  naiire.  Pour 
cei.i,  on  mesure  la  capaciic  delà  parLicsDbme^ï'e,  et  l'on  compte  autant 
de  kilogrammes  qu'elle  couiienl  de  décimèlrei  cubes,  ou  autant  de  foii 
7(1  llviii  d'eau  qu'elle  coniieal  de  picili  cubes. 

£63.  Quoique  le  mot  carine  ne  t'applique  guère  qn'i  un  vaisseau, 
noBi  lui  (lonnerons  un  sens  beaucoup  plus  g^ne'cal  eu  désignant  aidii  U 
partie  du  corps  flottant  qui  est  plongée  dans  ua  fluide,  et  qu'on  nomnu 
quelquefois  le  creux.  Lu  cat^ne  est  tetminee  par  le  plan  de  flotlaitOD, 
qui  la  sépare  du  reste  du  corps  :  le  plan  de  tloliaison  n'est  donc  autre 
chose  que  la  section  du  corp  flottant  par  le  plan  du  niveau  de  l'eau. 

£61.  IN'ousnvons  vu.art.  56o,  qu'en  nommant  «  le  volume  du  fluide 
déplacé,  f  an  densité,  et  ^  la  pesanteur,  le  poidb  P  d'un  corps  ACBD 
j.  (Gg.  334 )  1"'  surnage  suc  un  fluide,  était  contrebalancé  par  une  force 
verticale  égale  h  fgf,  el  que,  pour  que  ces  deux  forces  ae  missent  en^qui- 
iihte,  il  fallait  qn'une  partie  ABD  de  ce  corps  resllt  dans  l'eaUj  c'est 
donc  celte  partie  ABP  qui  est  la  carène. 
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564*  Si  le  corpi  flottant  est  homogène,  et  qa^l  en  soit  de  même  du 
fluide  y  le  centre  de  gravite  de  la  carène  coïncidera  avec  celui  de  la  imrtie 
dcfilacëe  du  fluide  ^  car  en  supposant  que  la  densité  du  fluide  soit  la 
ji#MM  partie  de  celle  du  corps,  chaque  molécule  déplacée  vaudra  la  n'*"** 
partie  de  celle  qui  la  remplacera,  et  la  résultante  des  deux  molécules 
égales  m  et  W  du  fluide  nVn  passera  pas  moins  par  le  milieu  dé  la  ligne 
qui  les  sépare,  lorsqu*au  lien  d^étre  m  et  m',  elles  deviendront  m  x  n  et 
mfx»i  et  comme  en  général  toutes  les  distances  respectives  des  points 
m,  mff  m!',  etc. ,  seront  les  mêmes  dans  les  deux  hypothèses,  il  s^cn- 
suit  que  le  point  d^application  de  la  résultante  de  toutes  ces  molécules, 
c'est-à-dire  que  les  centres  de  gravité  coïncideront. 

565.  A  IVgard  du  corps  entier,  s^'â  est  homogène,  sou  centre  de  gra- 
vité G  (fig.  334)  sera  situé  au-dessus  du  centre  de  gravité  O  de  la  ca-  Fig^saf. 
rêne.  En  èSet,  soit  g  le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui  sort  de  Peau  , 
le  centre  de  gravité  G  du  corps  entier  se  trouvera  sur  la  ligne  ^O  qui  unit 
les  centres  de  gravité  ^  et  O;  donc  il  sera  situé  dans  Tintcrvalle  de^' 
&  0«  et  par  conséquent  se  trouvera  au-dessus  de  O. 

;  566,  Mais  si  le  corps  flottant  est  hétérogène,  il  peut  hien  arriver  que 
le  centre  de  gravité  G  du  corps  flottant  soit  an-dessous  de  celui  de  la 
cerène.  Pour  le  concevoir,  il  faut  remarquer  que  si  réquilibre  se  main- 
tient y  on  a,  art.  56i, 

Poids  tPune  masse  d*eau  de  "k       ->  . ,    ,  ^ 

^4,  ,  ,  ,  >  =3  Poids  du  corps  flottant* 

même  vol.  que  la  carène       J  '^  '' 

Or,  cette  équation  ne  nécessite.  pAs  que  le  poids  du  corps  soit  uniforme* 
ment  distribué  dans  toute  Tétcndue  du  volume  j  donc ,  en  supposant  le 
corps  hétérogène,  il  est  possible  que  la  majeure  partie  du  poids  soit  con* 
«entrée  dans  une  partie  très  peu  étendue ,  et  qui  fasse  que  le  centre  de  gra- 
tté G  de  tout  le  corps  flottant  se  trouve  au-dessous  du  centre  de  gravité 
O  de  la  carène. 

567.  U  résulte  de  ce  qui  précède,  que  le  centre  de  gravité  du  coqis 
^ent  se  trouver  tantôt  au-dessuà,  tantôt  au-dessous  de  celui  de  la  carène. 

568.  Lorsque  la  carène  est  plus  légère  que  le  volume  d*ean  qu'elle  dé- 
"^lace,  elle  ne  se  maintient  donc  en  équilibre  que  parce  que  le  poids 
«In  reste  du  corps  fait  compensation  k  la  différence  du  poids  du  volume  de 
^'een  déplacée,  et  de  celui  de  la  carène.  Si  Ton  augmente  ensuite  la  cbnrpic 
^pie  supporte  le  corps  flottant,  il  s^enfoncera  encore  pins,  art.  56o,  jus- 
«jn'à  ce  que  Teau  déplacée  ait  rétabli  l'équilibre,  et  que  la  masse  d'eau 
«)ne  remplace  la  carène  soit  égale  au  poids  du  corps  flottant. 

*  Nommons  M  ce  poids;  nous  le  considérerons  comme  une  force  ai>^ 
piquée  au  centre  de  gravité  O  de  la  cafène,  et  agissant  daps  une  ditci'-r 
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lion  ••nicalc.  Su)iposoi>ii  mai n (eau al  (ine  la  corp*  Jlomni  {Aiogf  n 
patlic  dac*  un  Aulde  mil  du  peu  inclina,  «t  <)Ui  In  ligne  de  nirnn 
fis  )l5.  AB  tfig.  aaS),  qui  indigne  le  profil  do  la  conpc  k  finir  d'Ou  du  rorpa 
iioiunt,  leiioaKrciapliic^epBcaiila  foice  M  npplîqoi'e  en  0,perpeB- 
dicnUircmEDI  à  ai,  repr^KUiiira  U  poauie  du  iluide,  ei  agira  de  bu 
CD  hiiat,  cammu  nom  I'itodi  tu  art.  Bîg,  Par  ronai'qucDi,  celle  foree 
i!lalit  tuullipliee  pat  la  perpendiculaire  GL  meoit  da  ccatrt  de  gravita 
ine  u  âinsciioa,  dooncra  M  xGL  paor  ion  matneul,  par  rapport  lu 
p«iat  Gjrcmidaçuil  GL  par  GO  lio  LOG,  ce  momeot  dciieadia 

M.GOsinLOG. 
Ur,  l'angle  LOG  forme  par  deiii  perpendiculair»  aux  tiroitn  AB  et  ah, 
e[an(  le  ru^nie  que  l'angle  BC6  focioe  par  cet  droilei ,  si  nom  détignooi 
cel  angle  par  S,   ei  si  doui  appelon*  A  In  diiunce  OG  da  cculi-e  de 
graricci  de  la  catène  \  celui  du  corps  (lotlanl,  notre  inomeDl  derieadm 

M.AiinS. 
Ce  nioiaeni  calcale  ea  regardant  la  pousi^  de  TcBU  Comme   une  foici 
posîiJTe ,  agirait  en  «nu  contraire  ai  1*  point  G  lonbait  Bn-deveu 
deO. 

Si  !*»□  augnienie  le  faotear  aînS,  il  Nt  dildenl  que  le  uamciit  ang- 
menlcra  autsi,  ei  qu'il  en  tcra  de  m Jme  de  l'angle  S  d^nclinaison;  mail 
plut  cel  angle  d'iadinaiioneil  grand ,  plu  le  corpa  flotlaat  tendM  iflre 
■uhmergé.  Si ,  bd  canttaÏR! ,  l'angle  G  leila  la  m^mc ,  c'eit  dn  facteur 
M. A  que  dépend  l'in(eri«i[.^  du  moment  M.AsIn  S.  Eul<?t'  donne  le  nom 
lie  ilabiiiie  ii  ce  iacieur,  pnrce  qu'il  ppurscrvir  i  rjvaliiet  le  degré  de  ita- 
ibililed'ua  corpt  flânant,  comiue  noua  aUona  le  loir. 

S69.  Eneflfet,  loit  F  une  force  dont  le  moment  prii  pat  rapport  an 
point  G  leciil  capable  de  de'lmîre  l'efiéi  de  M.AiinS,  le  moment  de 
cette  force  le  Irouiera  en  abaîsaanl  la  perpendiculsiie  GK  lur  aa  direc- 
tioQ  KR  j  ei  en  nommant  k  cetie  perpendiculaire,  le  prodail  kV  aéra 
donc  le  moment  cLnch^.  Or,  ce  moment  étant  égal  il  celui  que  noni 
avDoi  précédemment  déterminé,  pujique  par  bjrpothite  tonlet  Im  fcucM 
lODt  réduitea  k  M  «t  h  F,non>  anron» 

iFsM.AiInfli 


5^0.  Pour  appliquer  celle  formule  i  nn  DavitCt  tuppoaona  qne  l'< 
leuille  que  l'angle  d'iDclinaison  ne  >nrp*Me  pai  io*>  (divis.  aexag.),  i 
prendra  AF  pour  unité,  ci  remplaçant  *in  f  par  le  linni  de  10°  i{<ii  ■ 
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d^«anroa  i^J!;»  friedon  à  laquelle  nous  tabttitaerons  i ,  qui  en  difit^re 
fort  peu,  et  nous  aurouf 

Si  l'un  imnd  un  nombre  de  degrëB  moindre  que  lo,  le  sinus  diminuant , 
U  ani  sera  de  même  de  la  fraction  qui  en  est  la  valeur  :  par  exemple,  si 
Vtmflffi  est  de  ^,  la  fraction  sera 

loooo      6  H"  une  fraction 

n  smt  de  là  que,  pour  un  angle  d^inclinaîson  au-dessous  de  lo®  (on  ne 
compte  pas  les  minutes) ,  la  stabilité  M.  A  doit  surpasser  six  fois  le  plas 
fmad  cffiMTt  que  supporte  le  navire. 

yynmîn^M  Buinteuaut  de  quelle  manière  le  poids  de  Tean  se  met  en 
tfqBilibitt  a'vac  la  poussée  du  fluide. 

571.  Pour  cela,  supposons  qu'un  corps  dont  une  partie  surnage  sur 

m  fluide  aorte  de  son  eut  d'équilibre  par  une  légère  impulsion  ;  la  ca- 

^èmm  (Gg.  aaO),  qui  éuit  ADB ,  deviendra  aD6,  et  le  centre  de  gravité  O  pj^  ^^q^ 

a'aun  pas  changé,  car  c'est  en  ce  point  qne  te  réunissent  l'action  de  la 

pOQMée  de  l'eau  et  du  poids  du  corps  :  ces  forces,  si  elles  ne  se  détruisent 

pas  ,  ne  pourront  qu'établir  un  mouvement  circulaire  autour  du  point 

G.  A  l'égard  du  centre  de  gravité  O ,  on  voit  qu'il  se  rapprochera  de  la 

|»arKie  B6  du  corps;  car,  puisqu'il  était  en  O  lorsque  la  carène  était 

ADB 9  il  faudra,  lorsque  cette  carène  sera  diminuée  de  aCA  et  au-' 

IpaOTil/t  de  5GB ,  qae  son  centre  de  gravité  o  se  trouve  plus  près  de  la 

puitie  qui  a  été  a)outée  à  la  carène.  Menons  par  le  point  o  et  le  point 

Cr  les  perpendiculaires  oi  et  GA  sur  le  nouveau  plan  de  niveau  ab. 

fTirwm  ces  deux  forces  appartiennent  h  un  même  système,  elles  doivent, 

eiana  le  cas  de  Tcquilibre ,  être  égales  et  directement'  opposées.  Cette 

dernière  condition  est  remplie  lorsque  les  points  A*  et  i  coïncident  ; 

m 9  lorsque  ces  points  ne  se  confondent  pas,  il  pourra  arriver  deux 

I,  selon  que  le  point  A  tombera  entre  C  et  t,  ou  que  i  tombera  entre 
CI  «t  A.  Dans  le  premier  cas,  le  poids  du  corps  qui  agit  de  G  vers  A , 
«t  la  poussée  de  l'eau  qui  agit  de  o  en  i,  étant  considérés  comme  deux 
Corces  égales  appliquées  aux  points  A  et  i  de  la  droite  G6  9  on  voit  que  la 
ipsemière  tendra  h  rapprocher  Çb  de  CB,  et  la  seconde  k  écarter ises  Itgpos 
^'nne  de  l'autre,  mais  que  cette  dernière  force  l'emportera,  parce  qu'elle 
^git  sur  un  plus  grand  bras  de  levier.  Donc ,  dans  ce  c^,  la  coipps  ten- 
elra  à  s'élever  du  côté  de  B,  et  par  conséquent  j^  reprendre :S^  position 
^mitive,  et  sera  dans  un  état  d'équilibre  sta|>]^. 

Au  contraire,  si  le  point  i  tombe  entr«  C  et  A,  QA  éunt plus ^rand 
«{ue  Cl,  le  poids  du  corps  remportera  sur  la  poussée  d^  Teauj  et  alors 


3^6  NyDHOSTATIQUE- 

Iii  pan»  qti!  l'taii  jilonjt^'e  ilaiu  l'eau  undra  h  ■']>  entoacn  davaimgt, 
Ec  qai  constilucia  un  élut  d'équilibre  instaiitaDc. 

57a.  Si  i'oa  compare  niBiaienBni  la  poniicc  du  flnûlc  h  ce  qu'elle 
iuiu  daiii  la  poiiiion  primiûvo ,  on  Vfrira  que  les  ligne*  OG  et  01  lont 
peipendiculaim  ï  AB  et  h  ab\  ellci  focmnit  Aaac  entre  ellca  an  angle 
l'j-al  k  iCG.  Par  coDSL'quenC  ces  iÎEpies  le  rencontrent  DccrMairemcol  en 
un  crnaîn  point  m ,  qu'on  appelle  te  métacentre.  Il  suit  île  l'art.  971 
F!g.3ï7.  1»^'  lornjue  G  c>t  tm-dcuoiK  de  m  (Eu;,  317),  l'eiirelniLé  A  de  la  per- 
pendiculaire  Gk  aliaiuéc  lar  ab ,  tombant  entre  C  et  i ,  l'egnilibre  daus 
ce  cas  eil  stable  ;  mais  il  es(  iostanlune  quand  G  bp  tcouie  aa-deuiu  ds 
ni  ;  CAS  slora  la  distance  de  C  eu  A  surpasse  celle  de  C  ca  i. 

573.  Chrrcliont  muintenaat  il  dctermiaer  le  métscenlrc.  Nom  btods  va 
que  ce  point  le  troxTait  car  la  Terticalc  menée  |iar  les  cenirt's  de  gnrilê 
du  corps  Et  de  la  catine.  La  qnrsiion  se  réduit  donc  ï  tra«»ec  la  distance 
du  métacentre  à  l'un  despoinii  G  et  O  qui  son t^en ses  connus  déposition. 

Pour  cria,  lemarquona  d'uboirdqnei  lotsque  le  plan  dont  AB  indiijae 

Fie.  -i-ii.  le  profil  (li)[.3i8)preDd  lu  position  ab  trh  peu  inclinée,  la  partie  ACn  de  11 

carène  sort  de  l'can,  taudis  qneia  partie  £CB  te  tro  uve  submei^e.  Les 

cartoei  qui  appartiennent  b  ces  deux  positions  ont  donc  une  partie  cont- 

munc  dans  le  corps  iniciniifdittîre  aCBDj  par  conii-ijacnt  on  a  (*) 


.  noavelle  cgriae 


=  corpa  intermédiaire  oCBD  +  ACa, 
-  cor;ii  intenn^iain  aCBD  +  hÇZ- 


Or.  si 


liions  > ,  g  et  s' les  eentr.'i  de  RraTiié  du  corps  inlermé- 
diojre,  du  corps  enieie"  nC A  et  du  corps  ?iCB  ojouLe  ï  la  carèue,  el  que 
DODS  appliquions  i  ces  centte*  de  gravité  des  forces  proportionnelle!  aux 
f  otd*  de  ces  solides,  le  centre  de  gravite'  O  de  J'ancienne  carèue  diTÏsen 


Fig.  aig.  (*)  Il  est  i  obscrrer  que  lorsque  CB  vient  en.  Ci  (0^.  339) ,  la  ligue  B», 
menëe  des  eitrémiléaB  et  A  de  l'ancienne  carène,  vient  eu  br;  il  reste 
donc  dans  le  secteur  6C6,  l'espace  vide  Biç;  mais  noni  n'en  Iciiin»  pas 
compte,  parce  que  cet  espace  est  tria  petit.  En  effet,  les  triangle*  q^i, 
Cbq  étant  semblables  !>  cause  des  angles  opposes  ou  sommet,  el  dos  an- 
gles ^gani  CBR  ,  Cbr,  donnent  ^jt  =  C  =  S  ;  donc  le  c8té  t/b  oppos*; 
h  Vangle  qsb  est  iris  petii^  et  comme  iB  l'est  aussi,  il  en  est  de  même 
du  3'  câte'  bg  du  triangle  i^B,  et  par  iniie  de  sa  hauteur  et  de  son  aire. 
Si  B  est  un  inCniment  petit,  cette  aire  en  devient  donc  un  dn  i*  ordre, 
qui.  Il  l'égard  du  sucteur  CB&,esl  nul,  et  l'est  e'galement  lorsqu'on  snb- 
stituc  !i  la  corde  br  l'an:  de  courbe  br,  puisque  l'espace  vide  est  eneore 

Fis-  "^  pUi.  petit-  Une  .cinirque  analogue  l'applique  l,u  secteur  AC.i  (Op.  3i?J. 
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la  ligne  ^^  en  raison  inverse  des  forces  appliquées  à  ces  poinU;  il  en  sera  Fig*aa8. 
de  même  de  la  ligne  ^'7^  à  Tégard  du  point  o  ;  de  sorte  (|ue  nous  aurons 

voL  du  corps  intermédiaire  tfCBD  :  voL  aCA  ;;  O^  ;  O7. . .  (4oo)y 
vol.  du  corps  intermédiaire  tfCBD  :  vol,  bCB  ::  og'  l  oy,,,  (4oi)  > 

mais  les  seconds  termes  de  ces  proportions  sOnt  identiques  ;  car  si  le 
corps  flottant  est  en  équilibre  dans  sa  nouvelle  position,  il  faudra, 
puisqu'il  n'a  pas  change  de  poids ,  qu'il  de'place  la  même  quantité 
d'eau:  donc  les  deux  carènes  seront  égales  en  volume,  et,  à  cause 
de  la  partie  commune  aCBD,  il  en  sera  de  même  des  solides  aCA  et 
hCB,  qui,  eussent- ils  des  formes  différentes,  seraient  encore  égaux. 
Par  conséquent  on  déduira  des  proportions  (4oo)  et  (4oi} 

og  :  o^  ::  Oy  :  o>; 

ce  qui  nous  montre  que  les  droites  gy  et  g'y  sont  coupées  proportion- 
nellement par  la  droite  Oo ,  qui,  par  conséquent,  est  parallèle  à  gg\  * 

Or,  le  nouveau  plan  de  flottabon  ayant  une  inclinaison  très  petite, 
on  peut  regarder  l'épaisseur  des  volumes  6CB,  ACa  comme  nulle,  et  par 
conséquent  admettre  que  la  droite  gg*  se  trouve  dans  le  premier  plan  de 
flottaison;  et  puisque  Oo  est  parallèle  à  gg^,  il  s'ensuit  que  cette  droite 
sera  aussi  parallèle  au  plan  de  flottaison. 

574*  Pour  déterminer  Oo ,  on  tirera  de  la  proportion  (4oo} 

vol.  intermédiaire  aCBD  +  vol  aCA  :  vol,  aCA  ::  O^-f-  0>  !  Oo', 

ou 

vol,  de  V ancienne  carène  :  vol,  aC  A  Mgyl  Oo'  ; 

mais  les  triangles  semblables  gg*y  et  Oo^^ ,  nous  donnent 

gy  :  o>  ::  g^  :  Oo. 

£n  comparant  cette  proportion  à  la  précédente ,  on  en  déduit 

la  carène  C  vol,  aCA  •*  gg'  l  Oo.,.  (4oa); 
donc 

^         vol,  aCA  X  gg^        ..  ,. 

Oo  = -, .  °"-. . .  (4o3;. 

vok,  carène 

575.  Connaissant  Oo,  il  est  facile  d'obtenir  Om  (fig.  a3o)$  car  Ics.Fig*^^^* 
droites  Om  et  om  étant  perpendiculaires  à  CA  et  à  Ca,  si,  parce  que  les 
angles.  G  et  m  sont  très  petits ,  nous  regardons  les  triangles  AaC  et  Oom 
comme  isoscèles ,  ces  triangles  seront  semblables ,  et  donneront 

arc  Aa  :  Oo  ::  Ga  :  mOj 
d'où  l'on  tirera, 

.  ^       Or>  X  Ca        .,   „ 

mO  = 1 — . . .   (aoi). 

arc  Aa  ^  ^' 


I 

J 
] 

I 
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5i}B.  Dêltnuiaoai  mainlcuant  1«>  ralsars  aauljicii^aei  de  Oo  cl  de  mO. 
PoDc  CCI  eScl ,  [cmarquons  ijae  la  inif-ice  lapctienrc  AB  (fîg.  a3i)  àt  ]■ 
caiine  prîmiùvc  qui  eiail  au  niveau  de  i'i.'au ,  a  c-ie  rciitplai:i'c  par  la  »Di- 
face  supécicuce  de  ta  nourelle  carène,  de  [elle  mantète,  qae  Va 
l'ëliTehoit  de  l'eau,  tandis  que  l'autre  iittï'mii^B y  est  plongée  :  ces d<n  ^ 
plaoi  de  niveaa , coupes  par  un  plan  vurtical,  ilonnenL  la  icction  ACadalpif 
figDie  laSi  et  ai  notia  continuons  il  mcaer  des  plans  parallilu  vi 
oous  puriagïrona  1e  solide  cumpris  «nire  les  pbnt  EAL  et  RaL  (iig.  al^  * 
en  une  iafinile  de  tranchée  paralIclcB  au  plan  ACf. 

Oc,  il  est  évident  qne  lacsqne  U  plan  KAL,  <jui  etsit  Ji  In  aurfaci 
l'eau ,  s'est  ëlevë  hors  de  celte  surface ,  ci  »  taovni  autour  de  KL  coduh 
autaor  d'une  cliarnière,  cbaque  droite,  celle  que  CA  ,  a  décrit  un  |}elll 
arc  de  cercle;  de  sotie  que  les  secticna  dta  plan»  ALG,  aLi  (<ig.  sJiJ, 
par  nos  plans  parallèles,  seront  les  secteurs  ACa,  A'C'a',  A''C"a",  rK- 
(Sg.  939).  Or,  si  nous  prenons  la  commune  section  KL  pour  axe  des  z, 
et  que  nous  placions  l'aie  des  y  perpendiculairement  il  celui  des  z  dus 
le  plan  KAL ,  les  ot.lona<!es  y  seront  la  perpendiculaires  AC ,  AC, 
AC,  f  te.  Cela  pesij ,  l'angle  infinimenl  petit  forme  [lar  les  pians  KAL, 
KnL  dtant  iiartool  le  m  jme ,  nommons  a  l'arc  qui  te  mesure  etfquî  ol 
i  de  secteur  par  la  po- 


décrit  avec  le  myoi 


»  ::  AC, 


e  Aaj 


arc  Aa  =  ay. ..  {^<^)- 
En  mnltipllpnt  cet  arc^r  la  moitié  da  rayon  j*, 


lam  aaroH  \  my*  pom 
mnltipli^  par  la  peûls 
épaiaselir  CC'^iJj:,  comprise  enlie  deni  secteurs  consécntifs,  noosin- 
roQS  le  petit  solide 

Aoa'A'^  ^ay'dx 

pour  l'clemeut  du   Solide  que   noua  cherclions,    et    nous    ttonTcrODi 
J.  (Gg.  aa6) 

vol.  AQa-^^afydx...  (4o6j. 

Tel  sera  le  second  lerliie  de  la  proportion  (4o3)  ;  i  l'égard  dn  troisième, 
,  l'éle'menl  \  mydx  va  nous  le  ïâire  trouver.  En  eRél,  l«  droits  <^ 
'  (%  aaS)  étant  la  distance  de  l'axe  KL  (%  aSi),  au  centredefcnTilt 
''  de  l'onglet  KaLA,    nous  déiet  mine  tons   cette  disUnce  en  prenant  la 

1,       Or,  en  considérant  le  «ecleur  ACa  (Bg.  aSaJ ,  le  centre  de  gradin;  g 
I.  de  ce  secteur  te  [lOuve  sur  te  rayon  CR  =  CA  (Gg.  l33; ,  Il  Me  dÎMMK* 
iteC  qui,  an.  iS4,  [Lige  loi ,  a  pour  expreuion 
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5GRX T-— j 

3  arc  Aa  -  ' 

JBUÔB  Fangle  G  ëlant  très  petit ,  Tare  est  é^  à  Ja  corde  j  et  conua^ 
CR  ctt  éffi  iCAy  c'est- à- dire  à  ^  (fîg.  a3t)^  l'expression  précédente  Fig.35i. 
lions  donne  \jr  ponr  la  distance  du  centre  de  gravité  à  l^axe  KL.  Malti* 
ptaift  lo  solide  âémentaire  }  wjr^dx  par  cette  distance ,  le  moment  ()e  ce  * 
solide,  pnr  rapport  à  l'axe  KL,  sera  donc  j  etjr^dxi  il  suit  de  ce  (pii 
pi<tède  fjÊ»  l'on  aura 

Jimf*dx  =x  somme  des  solides  élémentaires^ 

J'^  mjr^dx  =  somme  des  momens  des  solides  élémentaires: 

donc,  par  la  ^priété  des  momens,  la  disunce  Cg  dn  centre  de  grarlté  Fig.  238. 
4m  paiic  ewpt  CA«  (fig.  aa8),  on  KALa  (fig.  a3i),  aura  poor  expression  Fig.  a3i. 


et  comme  si  est  nne  constante ,  on  peut  la  £aire>paner  en  dehors  du  signe 
d'ini^ratiou,  ainsi  que  les  fractions  numériques  j  et  alors  l'équation  pré- 
cédente se  réduit  à 

577.  Quand  ,  par  le  moyen  de  l'intégration ,  on  aura  déterminé  Ç^, 
la  m^me  formule  fera  connaître  la  valeur  de  C^  (fig.  aa8);  mais  »  si  le  Fig.  aaS. 
coq»  flouant  a  une  figure  symétrique ,  comme  cela  a  lien  dans  les  na-> 
▼irtSj  on  prendra 

Ainsi  y  en  doublant  la  yaleur  de  C^,  nous  aurons 

A  Pépud  dn  yolume  de  la  carène,  dont  l'expressiott  entre  aussi  dans  re- 
lation (4o3},  on  le  déterminera  par  les  formula  connues  do  Calcul  Fig.aaS* 
difierentiel  lorsque  le  corps  sera  régulier.  I^onunant  V  ce  Tolnme,  nous 
en  substituerons  la  valeur  dans  i'équsition  (4o3) ,  ainsi  que  celles  du  vo- 
lume ACa  (fig.  aaS)  et  de  g^^  données  par  les  éqvations  (4o6)  et  (407),  et 
nous  trouverons 

On — Wr'^ 

Oo--^— . 

Enfin,  en  substituant  dans  l'équation  (4^4}  ^^^^^  valeur  ainsi  que  celle 
de  l'arc  Aa,  exprimée  par  Tcquation  (4o5j,  ec  mettant^  h  la  place  de 


■ 

■^^^^I^^^^^^H 

^^^^^^^^^^^^^^^H 
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CA,  non»  icometon» 

..o=^È. 

Telle  eu  la  fornralo  qui  donne  la  iliswncc  du  mJiacentre  au  centM  dt  ' 

granl<!  0  de  U  carène. 

S~8,  Loriquc  le  corpt  ilotiaiii  eel  liomugL'na,  et  que  les  seciiaoi  fait» 

par  des  plana  iiarallèlci  veriicaux  lont  des  iij^urca  lemblablci,  on  pat 

dïlermincr  le  miilacentrB  par  une  forraole  nia  simple,  el  qui  diipcoM 

wirne  de  recourir  i  l'in^gralioii.  Poac  la  ddmonLrct,  soit  «'  la  (upei-  ■ 

r* 

"'4-  ficie  de  la  »ecl(on  AEB  {Gg,  i3^)  qu'on  est  censé  BTùir  mcsorée  par dn 

moyen»  giom^lriqnei ,  et  6  la  demi-largeur  CA  de  c^Itc  section  |  In 

autres  tecliooi  A'E'B',  A"E"B",  etc. ,  nuront  pour  demi-lar({eni.  CM,  ■ 

éunt  par  hjpoibise  des  figure.  .embUblc»,  sernnt  proporrioniiclla  us 

on  aura  donc 

tBciian  AEB  :  lectioTL  A'ETB'  ::  AC>  :  A'C*. 

a-  ;  section  A'E-W  V.  b'  :  y  ; 

on  lire  de  eeile  proporiioo 

i«(ionA'E'B'=^'. 

L'épalueur  CC  on  la  diiunce  d'iine  lecûon  ï  la  section  comànlin 
etani  înfminientnuQce,  li  nous  la  repccseutona  par  dx,  nous  aunini 


pour  rJIemenl  de  notr< 
5;9-  Soii  s  '«  """" 

esl.jmeirique,HtrûU. 
dëierminé,  nout  tommi 
fluide.  Nommont  n  ce 
la  gimilitade  des  ligurci 


¥'•'' 


le  graïilB  de  la  coupe  AEB  qni ,  parce  qu'elle 
;  sur  la  vcnlcale  CE.  Ce  centre  de  graïitc  eUnt 
i  censés  en  connaîtra  Is. distance  au  niveau  da 
e  distance,  uoni  aurons  encore,  eu  .Terta  dt 


,  .  r  tadiste 


lisiance  par  la  roui>e  éleinentAire ,   on  • 

Dupe,  par  mppoit  nu  nireau  de  Teau, 
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^  ^t&  il  suit  qne  'irfx^^  Mra  la  soifime  de  tons  les  momeat  prise  nar 

^IPport  an  nÎTcaq,  Cette  somme  devant  être  égale,  an  moment  du  centre 
^^  gravita  de  tont  le  corps  par  rapport  au  même  plan  du  niveau  de  Peau, 
^  nous  nommons  G  cette  distance  HG,  et  Vlevolume  du  corps,  nous 
^^Xïons 

^^o4  nous  tirerons 

Mais  Bons  avons  vn,  art.  677,  que  la  distance  mO  du  mëueentre  an 
^atn  dt  gnnitë  O  de  la  carène  était  donnée  par  la  formule 


«o=î^^j 


«i  Ton  compare  entre  elles  ces  expressions,  on  aura 


on 

d*oh  Ton  tirera 


G  :  mO  ::  Sna*  :  %b^i 
"»0  =  |^-7...  (4o8). 


580.  Pour  donner  une  application  de  cette  formule ,  proposons-nous 
de  trouver  le  me'tacentre  d^un  parallélépipède  rectangle  ML.  Soit  donc 
AF  (fîg.  a35)  la  section  de  ce  corps  par  le  niveau  de  Teau,  qui  sera  pa-  «••  «r 
rallèie  an  plan  ISL,  le  corps  s^enfoncera  dans  Tean  d^nne  certaine  quan- 
tité AN  dépendante  de  la  charge  qu'il  supporte ,  de  sorte  que  ce  ne  sera 
qne  rezpéiicnce ,  art.  56i,  qui  pourra  déterminer  la  hauteur  AN  de  la 
carène }  mais  dès  que  Ton  connaîtra  cette  hauteur,  on  trouvera  faci- 
lement la  coape  que  nous  avons  représentée  par  a*i  car  tontes  les  coupes 
parallèles  àBN  éunt  égales  h.  ce  parallélogramme,  nous  aurons. 

a«=AB  X  CE. 

D'un  autre  côté,   la  demi -largeur  de  la  coope  étant  c^le  4.7  Afi, 

on  a 

fc  =  iAB  =  ACî 

et  comme -tons  Irscentres  de  gravité  des  coupes  de  la  carène  sont  distans 


3Sï  llYDBOSTATiqCK. 

ilu  uiTcaa  AF  de  l'cao  <!'iio<:  quaoLiu!  égale  h  {  CE,  Il  en  icra  <U  n.j   :^ 

du  cenm  de  gnvitil  G  de  U  carène  ;  de  lorta  ijue  nom  aarons 

-1  =  G  =  ;  CE, 
Sutslituanl  cet  T»teiin  dans  (a  rormulG  (4o8) ,  nom  obtienilroiu  pois  «-  A 
dislaace  da  œ^tHCcntra  m  .10  centre  de  grivil^  O  de  la  cariae  , 

ÎABxCE' 
no,  en  [cniplirnni  AD  par  ^AC  et  «n  reduitaul,  | 

"°  -  SUE-  1 

Pnr  eiomple,  li  In  demi-lorgi'iic  dn  parnlldUpipida  ei[  de  9  mèirCB  et    '' 
kaulenr  de  la  carinc  de  4  milrei,  on  ironvem  qne  la  bantEDr  dn  huSI*' 
cenirc  aa-destUG  du  centre  de  giaTitii  de  la  cnrèoc  «I  de  &•  J,  cl  ri  l**'* 
ea  reliincliD  la  haatcnr  de  la  cat^e,  ïl  reticra  a"  Jpoitr  In  distaoce  "' 
mëiacenire  aa  niveau  de  l'eanj  ce  qoi  monire  qu'il  ne  fandrait  qne  ** 
centre  de  graiite  dn  parallelt^pipide  l'élevftl  au-de>tui  de  3'  J. 
58 1.  Pouraeconde  applicadan  de  la  formnle  (4o8),  coniidcrona  Doe  c*^ 
g.a3G.  r*ne  dont  la  coupe  reriicalc  ABE  (fig,  aïfi)  eit  un  iriangle  AEB,  rec- 
tangle en  C  ;  ce  triangle  étant,  par  hypothèse,   uoc  fignre  aymëtHque. 
doit  «lie  iioicils.  Donc,  ti  l'on  abaiaie  la   perpendiculaire  CE  (ur  le 
cûiii  AB,  la  aimLlIlnde  de»  IrUnpIcs  AEB,  AEC  prouve  que  AEC  eM 
auiti  isotcilo.  et  que  la  hauteur  EC  cil  égale  h  la  moitié' de  la  baie  ABi 
donc  Ici  quanlilëi  qui  entrent  dam  lea  fiirmalei  (4oS)  lont  dan*  ce  cas, 
a.  =  «,™m««s/e  =  AC'. 

n  =  G  =  J  CE, 

È  =  AC=CEi 
per  conténamt,  en  mettaiit  ces  Talenn  dani  cette  fotmtiJe  ,  elle  ta  ri- 

.0  =  ^^ 

et  H  l'on  retranche  de  cetic  valenr  la  diiunce  de  O  an  niveau  AB  de 
l'eau ,  comme  O  est  an  tiera  de  CE ,  à  partir  de  la  baae  dn  triangle ,  tl 
leatera  ',  CE,  ponr  la  diitance  mC  du  metacenlre  au  aiteau  de  l'eau. 
Donc ,  dana  une  carène  symétrique  dont  la  baie  est  un  triangle  rec- 
tangle, le  métateatre  de  chaque  coupe  verticale  en  autant  au-det- 
sus  dit  niveau  de  l'eau  que  le  centre  de  gravité  de  la  coupe  est  au- 
dcsious. 
5B'j.  Si  Doni  appliqnona  la  formule  (  408)  an  corpi  nïgulier  dont  la 
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^^^|M  est  ABE,  nous  Yerrons  que  la  quantité  b  est  ici  égale  à  AC,  et  que 
^^»  qui  eiprioM  la  surface  de  la  coupe,  éqnÎTaut  à  ACOC  CE  =  CE*, 
*^  qn^eafin  le  centre  de  graTitë  de  la  coupe  ëtant  distant  du  niveau  de  Teau 
°  ^ne  quantité  ^gale  à  J  CE ,  comme  tous  les  centres  de  gravité  des  autres 
^^pes  en  sont  tous  distans  de  la  même  quantité,  il  doit  en  être  de  même 
^  coitre  de  gravite  Gde  tout  le  corps;  d'oà  il  snit  que  G  =s  }  CE.  Snfa»- 
^^antces  valeurs  dans  l'équation  (4oS)  »  on  aura  encore 

mO  =  {CE; 

^*oè  Ton  cottclora  que  la  même  propriété,  qui  est  énoncée  art.  58 1,  a 
^%alement  lieu  ponr  le  mctacentre  de  tonte  la  carène. 

583.  Si  l'on  imagine  maintenant  que  le  poids  du  corps  soit  concentré 
^  aoQ  centre  de  gravité,  on  peut  déterminer  y  par  la  théorie  do  pendule 
composé,  les  oscillations  de  ce  corps  autour  du  métacenire.  Pour  cela , 
cbangeoBB  la  position  des  axe  s  des  coordonnées ,  en  plaçant  Porigine  an 
^ftlps  de  gravilë;  il  sufi^  ensuite  de  mettre  la  valeur  convenable  de  y^ 
àtM  la  formule  (337),  qui ,  comme  on  Ta  vn  page  Saa,  revient  à  celle-ci  : 

QW,  4  Faide  de  cette  équation,  on  pourra  parvenir  à  connaître  la  vitesse 
angolurs  • ,  et  ensuite  trouver  le  temps  t  de  Foscillation.  Mais  il  est 
\  lemaïqner  que  l'axe  des  j^,  employé  dans  cette  formule ,  ayant  été 
placé  perpendiculairement  à  la  direction  de  la  pesanteur,  notre  axe  des 
X  devient  l'axe  des^  de  la  formule  (409)$  par  conséquent,  l'ordonnée ^^ 
qû  détermine  le  moment  du  centre  de  gravité  par  rapport  an  plan  des 
sr,  s,  devra  être  remplacée  par  Pabscisse  x^  qui  détermine  le  moment 
da  centre  de  gravité  par  rapport  au  plan  des  y^  z, 

58f.  Ponr  obtenir  la  valeur  de  cette  abscisse,  nous  avons  vn,  art.  577, 
que  la  distance  du  métacentre  m,  an  centre  de  gravité  O  de  la  carène, 
avait  ponr  expression 

3V      ' 

appelons  A  cette  quantité ,  et  nommons  B  la  distance  de  O  en  G  (fig.  ^7)9  p^.  ^3-^ 

nous  aurons  donc 

Gni  =  A-f.B. 

Mais  il  faut  remarquer  que  le  point  G  pouvant  tomber  an-dessus  de  O, 
art.  567,  on  peut  avoir  aussi 

Gm  rs  A  —  B  ; 

par  conséquent  nous  comprendrons  les  deux  cas  en  écrivant 
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dm  =  A  ^  B. 


lim  =  A  ^  B. 
l'ig.ilj.  CeU  po»é,  l'ungle  LniG  (Ug,  337),  rornit  pif  la  Terlicale  « 

Doa*clle  dircciiaa  de  cet  axe,  ifuoi  nprrienie'  pat  B,  dodi  a 

GL  •»  Gni  >1<>  S  ; 
reia|Haç>Dt  le  linoi  par  Wre ,  parce  ([ne  tet  atc  ui  tifai  petit ,  et  tubsti- 
loanc  la  rnlflor  de  Gm^  celle  tqnatïon  deviendra 

GLt=(A±B)flr 

meitant  ccii«  valeur  de  jr,  Aam  la  foitoale  (^of)] ,  non*  otiliradroni 

J-_gfAdrB)fl 

i/l'"     A' -ha'    ' 

585.  D'un  autre  cAlc',  Il  viteiw  anf-alaire  ■  e'iant  celle  qui  eoirclpond 

il  l'eipacB  citculnire  fl  Jiicrit  avec  ruoilc  pour  cajonj  celte  vltesie  sera 

i^ale  k  la  diffctenlielle  de  cet  eipoce,  divisiie  pat  dt,  c"est-i-dîre  ft] -7;? 

et  comme,  lonque  le  lempj  ï'accroll,  l'arc  In  (Gg,  a3;)  diminue,  ou  doit 

■uppaser  dS  n<>galif.  {foya  la  aoie  de  l'ait.  305}.  On  Dura  dnDC 


en  mnltipliint  res  deux  e 
de ,  et  Toa  obtiendra 

A 
faisant,  pour  abrège;, 


_  ..(4io)i 

itiont  pat  ordre,  cela  tnlGm 


Il  mnltipUant  par  3,  pour  qn' 


eflêctuant  l'intégration ,  il  *ii 

d'où  l'on  (îreia  

.=  ï/C  — ES'. 

Subtlituanl  cette  tsIcut  dans  re'qnntîoa  (4io),  di 

dt  = ; 


puiue  [mmàliatemeal  iin^grn,  0 


lÎTifBni  par  E,  loni  le  radical,  ei  oultiplianl  eu  dehon  par  V^ 
qnation  donnera 


eqnation  donnera 
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dt=2 ., , 

.    VË^I-e. 

et  donnera  en  rintegram 

d^oh  Ton  tirera 

?^=co*[tt-COl/l].     .     ■■  . 

Il  sera  facile  de  déduire  de  là 

.      V/C[co«f<-COV^g] 

(J  ^  ■ J^  ■  '      «  .,       ■ 

'     ,  •   i  il 

586.  Lorsque  £  aéra  négatif,  le  radical  ^i  a£fecte  le  second  membre 

de  cette  équation  devenant  une  quantité  imaginaire ,  la  yaleur  de  l'arc  9 

décrit  par  ni  (fig.  a37]  cessera  d'être  rédle',  et  l'oscillation" ne  pourra  p^  ^3. 

plus  avoir  lieu^  mais,  pour  que  E  soit -négatif  ^  il  Yaùt  que  le  premier 

terme  de  Péqnaiion  (4ii)  se  déterminé  activement,. ct~qa<' pas  con^ 

•équent  l'on  ait 

A  =fc:  B  =  nombre  négatif; 

■     •  ;  ■  I       ■  •       I 

f  •  •  •  a  •         I  .         _         I         > 

c'est  ce  qui  arrive  lorsqne  B  surpasse. À»,  et  comporte  le signe^inlé^etir. 
Mais  nous  avons  vu,  art.  584 >  que.B  étant  la  valeur  de  la  droite  Gm, 
cette  valeur  y  art.  583,  n^étaît  négative  ane  quand' lé  centre  de'  gravité  O 
de  la  carène  était  au-dessous  du  centre  de  gravité  G.  Il  suit  de  là  qnele 
corps  ne  peut  être  dans  une  position  d'équilibre  instantané  que  dans  ce 
cas  j  car  c'est  le  seul  où  les  oscillations  peuvent  devenir  impossibles. 

Au  contraire,  lorsque  le  centre  de  gravité  O  de  la  carène  sera  au-çUssus 
du  centre  de  gravité  G  du  corps,  la  valeur  de  B  se  déterminera  positive- 
ment, et  celles  de  8  et  de  «  seront  réelles  j  d'oh  il  suit  que  les  oscillations 
pourront  avoir  lien  :  et  comme  la  détermination  de  leur  durée  se  déter- 
mine, absolument  par  le  même!  moyen  quiù  nous -a^oos  employé  lonqne 
nous  avons  traité  du  pendule  composé ,  nous  poniions  eil  conclure 
qu'elles  sont  d'égale  durée.  Cela  suffit  pour  nous  'faire  reconnaître  que 
lorsque  le  centre  de  gravité  de  la  càrènc  est  au^essns  du  centre  de 
gravité  du  corps  plongé  dans  un  iluide,  ce  corps  est  dans  une  position 
d'équilibre  stable. 
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iiYnsotTArmus. 

De  la  Balance  hydrostatique,  de  VÀréonûtrr^ 
de  la  Pesanteur  de  l'air,  du  Siphon,  et  «fc^ 
VÉlasticité  de  Tair. 

1 

587.  Soit  M  un  florps  dont  le  poîdi  est  P^  si  ce  c 
est  plongé  dans  un  fluide ,  il  perdra  de  son  poidi  -"^k 
quantité  cgale  au  Tolume  du  fluide  qu'il  déplace;  par  con- 
séquent ,  il  faudra  ôtcr  une  partie  P'  du  poids  P  pour 
tablir  l'équilibre  :  ce  poids  enlevé  P'  sera  dope  ^al  ^  celtf 
du  volume  du  fluide  opiacé- 

Par  exemple,  si  M  est  wip  sphbre  de  plomb  du  poids  de 
Il  hectogrammes,  et  qu'on  trouve,  lorsqu'elle  est  plongée 
dans  un  fluide,  qu'elle  ne  pèse  plus  que  10  hectogrammeif 
on  en  conclura  que  la  gravité  du  j>lomIj  est  à  ceUe  de  Qf 
fluide,  comme  11  «ta  i. 

Si  l'on  voulait  déterminer  la  pesanteur  sp^oîfiqQS  M 
densité  d'un  fluide,  celle  de  l'buile  d'olive, -par  exemple, 
on  plongerait  la  même  splière  dans  ce  fluide ,  et  ajant 
trouvé  que  son  poids  est  réduit  à  io^,o85,  on  concIufA^ 
i]ue  le  volume  du  fluide  déplacé  e^t  égal  ï,  o^^giS;  A 
Domme  en  plongeaut  cette  spbère  de  plomb  dan*  l'eaa^ 
on  a  dé)9  trouvé  qne  le  volume  d'eau  déplacée  était  de  i^ 
en  comparant  les  votnmes  déplacés  des  deux  fluides, 
trouverait  que  leurs  densités  sont  entre  elles  comme  1  e^ 
à  0,915. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  deuj  corps  de  volumes  \ftif 
gauK  étant  mis  en  équilibre  dans  le  vide ,  cesseront  de  l'^b 
lorsqu'ils  seront  plonges  dans  fairj  car  le  plus  voluminet 
de  ces  corps  perdra  une  plus  forte  partie  de  son  poids  qi 
l'autre. 

588.  L'aréomètre,  ou  pèse-liqueur,  est  un  instrument  qia 
fait  connaître  les  pesanteurs  spécifiques  des  fluides  ;  ïl  est 
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*^^^aiposé  d'un  eylindrc  de  verre  qui,  (laai  as  partie  iikt'ê- 
•"ïeiire,  est  soudé  k  un  petit  globe  de  verre  rempli  de  mer-' 
**tte;  l'autre  eitrémité  de  ce  cjliodre  est  tcriuiaée  par  ua 
^^>be  gradué.  Lorsqu'on  plonge  l'aréomètre  dons  va  fluide  , 
^  mercure  qni  sert  à  le  lester  lui  fait  prendi-e  une  position 
"Verticale,  et  il  s'enfonce  d'autant  plus  dans  le  fluide,  qim    1 
^  ilaide  &  moins  de  densité.  Alors  la  diTision  du  tuba' 
gradné  fait  connaître  U  pesanteur  spécifique  du  fluide.  Pair.  1 
eiemple,  la  température  étant  à   lo  degrés  du  tliermi>-  I 
tuètre   de  Réaumur ,  si  l'on  plonge  l'aréomètre  dans  dti  I 
l'eau  distillée,  le  niveau  du  fluide  eUIeurera  le  10'  degrdt  1 
de  l'aréontètrej  plongé  ensuite  dans  le  yia,  il  indiquera  lo 
II*,  le  ï2"  on  le  i3*  degré;  dans  l'ean-de-vie,  il  descendra 
encore  et  s'arrêtera  entre  i5  et  au,  ou  entre  m  et  35,  selow 
que  cette  can-d£»ïie  sera  simple  ou  recliiiée,  1 

D'après  ce  qui  précède,  on  Toit  que  la  construction  dtf 
l**rrôinètre  est  fondée  sur  ce  principe,  qu'un  corps  plongé 
dans  on  iluide,  perti  une  partie  de  son  poids  égale  à  celui 
dn  fluide  déplAcé',  donc,  plus  le  Suide  aura  de  deQsité,  pliu 
l'aréomètre  dîniiuuantde  poids  surnagera. 

589.  Galilée,  le  premier,  reconnut  la  pesanteur  de  l'air}' 1 
Toricelli,  son  disciple,  la  démontra  par  Pexpéricnce  sut—' 
Tante.  Soit  AB  (Eg.  238)  un  tube  de  Terre  situé  rertica-  f  j 
leraent  et  rempli  de  mercure;  si  l'on  renTcrse  ce  tube  de 
manière  qu'en  gardant  toujours  une  position  Terticale,  la 
partie  inférieure  A  prenne  la  place  de  la  partie  supérieure, 
et  que  l'on  plonge  ce  tube  (fjg-  aSg)  dans  nn  Tase  plfeïn  Fi 
de  mercure,  il  se  fera,  à  la  partie  BE  du  tube,  un  vide 
qui  sera  occasioné  par  la  descente  du  mercure  qurg'ftrri'-  ' 
tera  en  E  lorsque  la  colonne  de  mercure  comprise  depuis  E' 
jusqu'à  la  base  horizontale  CD  du  mercure  sera  d'environ' 
a8  pouces ,  ou  de  o" ,  ^6. 

Cette  colonne  de  mercure  ne  se  soutient  que  par  la  pres- 

95.. 
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sion  de  Vair 

cquililire  au  mercure  renfermé  dans  le  tube 

Les  fluides  qu!  ont  des  densUùs  différentes  doivent  donc 
s'élever  a  des  hauteurs  différentes;  c'est  ce  qu'on  a  vèrifiÉ 
sur  l'eau.  £n  effet ,  l'eau  étant  d'une  densité  qui 
peu  près  i3  ;  fois  moindre  que  celle  du  mercure,  dem 
s'élever  à  une  hauteur  qui  sera  en  raison  inverse  des  deii"* 
sites  de  ces  duides.  Ainsi  l'eau  s'élèvera  ù  une  hauteur  ei'j 
primée  par  28^°  X  '3  \,  nombre  qui  dïlïere  peu  de  Saf"* 
ou  10, "41  hauteur  à  laquelle  on  a  reconnu  qu'une  pompKE 
aspirante  jiouvait  élever  l'eau.  .  I 

Dans  cette  pompe,  le  piston  qui  était  à  la  surface  d«> 
l'eau  s'étant  élevé  jusqu'à  une  certaine  hauteur,  ■ 
un  vide  dans  le  corps  de  pompe  ;  alors  l'eau  pressée  par  l'air 
environnant,  monte  dans  ce  vide  de  la  même  manière  qnft  ' 
s'élève  le  mercure  dans  le  tube  de  Toricelli 

Sgo.  Le  mécanisme  du  siphon  s'explique  aussi  par  bj 
pression  de  l'air.  On  nppelle  siphon  un  tube  recourW*^ 
dans  lequel  l'une  des  branches  est  plus  longue  que  l'autMJt 
Fig.B^n.La  brandie  EF  (  fig.  a^o)  qui  est  la  plus  courte,  erii 
plongée  dans  un  vase  ABCD  plein  de  liqueur;  alors  si  » 
aspirant  l'air  par  l'ouverture  G,  on  fait  le  vide,  la  pre 
sion  de  l'air  agissant  sur  la  surface  BC  du  ûuide ,  fera, 
raonlei-  l'eau  dans  le  siphon ,  et  le  fluide  se  videra  par  1% 
branche  FG. 

591.  L'air  est  un  fluide  élastique  qui  se  comprime  seors 
siblemenl  en  raison  directe  du  poids  qui  le  presse,  ^ 

Voici  une  espérience  qui  va  le  prouver.  Soït  i 
Big.iijr.  (fig.  a^i)  un  tube  recourbé  et  fermé  hermétiquement  ai;^, 
point  E  :  si  par  l'ouverture  A',  on  fait  entrer  du  mercurf' 
qui  remplisse  la  partie  du  tube  comprise  depuis  A  jusqu'en 
D,  lorsque  AB  sera  de  ^6'""""-  (*),  le  mercure  DC  0CCII7, 

(')  On  lappoie   que  IVip^tience  toit  faii 


Ufâm  la  moitié  de  la  branche  CE;  et  si  l'on  verse  encore  da-J 
mercure  dans  le  tube  jusqu'à  ce  que  A'&  soit  de  deu^  fotk  J 
■]6"""''f  l'espace  Erf  rempli  par  l'air  sera  réduit  au  tief*  ' 
«le  CE;  et  ainsi  de  suite. 

Cette  espériencc  prouve  la  compression  de  l'air  ; 
lorsqu'il  n'y  avait  polut  de  mercure  dans  le  tube,  l'air  CE  J 
faisait  équilibre  à  une  colonne  d'air  de  même  poids  quB  J 
celui  d'une  colonne  de  mercure  de  ^g""'""'  de  hauti  Io^k  J 
qu'on  verse  ensuite  du  mercure,  et  que  AB  est  de  ^6""' 
l'air  renfermé  dans  ED  fait  donc  équilibre  à  un  poids  de 
deux  ibis  ^6"'""-,  et  cet  air  n'occupe  plus  que  la  moitié  ds  ' 
CE.  Od  voit  de  luême  que  l'espace  E^,  occupe  par  J'aiiT^ 
sera  réduit  au  tiers  de  £C  lorsque  i)A'  sera  de  deux  fo!*'  J 
^6""'-;  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  âte  successivement  le  mercure  du  tube,  l'aii 
rétablit  dans  sou  état  primitif;  ce  qui  prouve  cette  nour  1 
velle  proptiété  de  l'air,  qu'il  est  un  Qulde  parfaitemeq(;  1 
âastique. 

Des  Pompes. 

Sga,  Une  pompe  est  une  machine  composée  d'un  toyai 
qui,  à  l'aide  du  ressort  de  l'air,  fait  monter  l'eau. 

Il  7  a  trois  sortes  principales  de  pompes:  1°.  la  pomps 
aspirante,  a",  la  pompe  foulante,  3°.  la  pompe  aspirante 
et  foulante. 
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^^-  La  pompe  osjiiranle  (flg.  343  )  est  ibrnrfé  ^  1 
Mage  de  deux  tayaux  ABCD,  CDHL  nais  eatenble, 
dont  te  premier  est  le  tuyau  d'aspiration ,  et  le  second  V 
corps  de  pompe.  Le  jeu  du  piston  est  l'opté  MliHL^. 
daos  lequel  il  peut  se  mouvoir.  Voici  l'efiet  de  la  poinpï 
aspirante. 

Cette  pompe  étant  placée  de  manière  que  sa  partie  îmi 
férieure  AB  soit  au  niveau  Je  l'eau,  sî  l'on  élere  le  pistoft 
de  MH  en  HL,  il  se  fait  un  vide  dans  Tespace  ML;  l'ai* 
que  renferme  CN  s'y  précipite,  et,  devenu  lootas  deasfe 
que  l'air  atmospIiËrique  renfermé  dans  le  tuyxa  d'aspiré* 
tîon  AD,  cet  air  atniosphérLf[ue  soulère  la  soujTspe  i,at 
dimiane  aussi  de  densité;  alors,  ne  pouvant  plus  faire  équW 
libre  à  l'air  atmosphérique  qui  repose  sur  la  surface  e^ 
térienre  du  lluide,  celui-ci  presse  cette  surface,  et  fait 
monter  l'enu  jusqu'en  A'B';  et  ïéqnillbre  se  rétablira,  : 
que  l'air  extérieur  sera  contrebalancé  par  la  cdkatoe  d'e«' 
AB',  jointe  à  l'air  renfermé  daus  A'L.  En  ce  moment,  W' 
soupape  l  ne  se  trouvant  plus  entre  deux  airs  de  den- 
sités différentes,  retombera  par  son  propre  poids,  et  sW 
fermera.  Abaissant  de  nouveau  le  piston  de  HL  en  MN  , 
l'air  renfermé  dans  MD  se  condensera  de  plus  en  plus^ 
et  ne  tendra  qu'à  presser  encore  davantage  la  soupape  h. 
Ainsi  l'air  renfermé  dans  A'D  ne  pouvant  coinmimiquet 
avec  celui  qui  est  au-dessus  de  la  soupape  t ,  coaser 
le  ressort  qu'il  avait  lorsque  le  piston  était  en  HL  ; 
conséquent  la  colonne  d'eau  AB'  se  maintiendra  loujoura< 
à  la  njème  hauteur.  Nous  venons  de  voir  qu'à  mesura 
qu'on  faisait  descendre  le  piston,  l'aii'  qu'il  presse  contijl 
CD  se  eondensnit.  Lorsque  ce  piston  sera  ramené  en  MN^ 
il  aura  repoussé  dans  MD,  noU'Seulement  l'air  atmosphfr* 
l'iquc  qui  y  était  primitivement  contenu,  mais  encore  il  j. 
uura  lait  entrer  une  partie  d»  l'air  dont  la  colonne  d'esH 
AB'  lient  la  place.  Ainsi  l'air  contenu  dans  MD  devrait  êtri 


ftat  dense  que  Pair  atmosphérique  :  il  ne  l'est  pas  cepen- 
dant, parce  qu'on  a  pratiqué  dans  te  piston  nue  «rapapsl 
qui  bourre  dès  que  l'air  contenu  dans  MD  a  plus  de  les^  ■- 
sort  qae  l'air  atmosph^ique  situé  au~de$SQS  du  piston. 
Élevant  pour  la  seconde  fois  le  piston  ,  une  partie  de  l'air 
contcDa  dans  A'D  montera  dans  le  corps  de  pompe,  comme 
nous  l'avons  expliqué,  et  l'équilibre  sera  rompa  de  noa— 
»eau.  Pour  le  rétablir,  il  faudra  que  l'eau  monte  de  A'B 
en  A'B";  de  sorte  qn'aprfcs  un  certain  nombre  de  coups  da 
piston,  l'eau  parviendra  jusqu'à  la  soupape  t,  la  soulèvera, 
et  entrera  dans  te  corps  de  pompe ,  s'y  clèTcra  successive- 
ment, et  sortira  par  l'ouverture  QR. 

59S.  Examinons  mainlenanl  le  mécaoiaiDe  de  la  pom|^ 
foulante.  Dans  cette  pompe,  le  piston  MNP  (  fig.  ^43)  Fig.341. 
descendant  de  MN  en  HL,  s'enfonce  daos  le  Ouide,  et  il 
se  fait  on  vide  dans  l'espace  ML  ^  alors  l'eau  qui  est  au- 
dessous  du  piston,  chargée  d'ailleurs  de  la  colonne  d'eau 
qui  presse  la  surface  du  fluide,  se  précipite  dans  ce  vide 
an  moyen  d'une  ouverture  faite  aa  piston,  et  recouverte 
d'une  soupape  qui  se  femie. 

Si  l'on  fait  ensuite  renjonter  le  piston,  lorsqu'il  sera 
revenu  en  MN,  l'eau  qui  repose  sur  la  base  de  ce  piston 
tiendra  la  place  d'une  partie  de  l'air  que  renfermait  l'espace 
MNCD;  par  conséquent,  cet  air  se  comprimera,  et  devenant 
plus  dense  que  l'air  atmosphérique,  il  soulèvera  la  soupape 
t,  et  sortira  par  cette  ouverture  jusqu'à  ce  qu'il  ait  repris 
la  densité  de  l'air  atmosphérique.  Ainsi,  k  part  l'eau  qui 
repose  sur  le  piston,  tout  redeviendra  dans  îe  même  état 
qu'avant  le  premier  coup  de  piston  t  par  conséquent,  si 
l'on  fait  descendre  de  nouveau  le  piston ,  l'eau  du  vase 
montera  encore  dans  la  pompe;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
Ce  que  Veau  s'introduise  dans  le  corps  de  pompe  eu  soule- 
vant la  soupape  i. 


3ya 

.  594-  En  combinant  les  effets  de  ces  dem  pompes;  on  )h 

iuuginé  la  pompe  aspirante  et  foulante.  Dans  ceile  pomper- 

^44-  êi  l'on  élère  le  piston  MNP  (Eg.  244)  >  l'e^"  >  «^i  pressant  la, 
soupape  L,  montera  par  le  lujrau  ABCD,  et  pénétrera  dana 
la  partie  MCDEF.  Ainsi,  au  bout  de  plusieurs  coups  de 
piston,  l'eau  s'accumulera  dans  l'espace  MCDEF-,  le 
piston,  en  descendant  ensuite,  comprimera  l'eau,  et  U 
faisant  sortir  par  la  soupape  I ,  l'introduira  dans  le  tn^aa 
FGHK. 

5^5,  11  est  possible  que  la  pompe  aspirante  ait  des  di- 
mensions telles,  que  l'eau  ne  puisse  s'élever  au-delà  d'une 
certaine  hauteur.  Four  connaître  dans  quel  cas  cela  peut 
arriver ,  simplifions  le  problème,  et  considérons  une  pompe 
dans  laquelle  le  tuyau  aurait  partout  le  même  diamètre,  et 
-  supposons  que  l'eau  se  soit  élevée  jusqu'au  plan  horizontal 

sJ5.  dont  ZX  (  fig-.  2^5  )  est  le  profil ,  et  que  le  piston  no  sfi 
meuTC  que  dans  l'espace  compris  entre  HL  et  MN;  nom-' 

ei  le  jeu  LN  du  piston, 

b  la  longueur  LB, 

X  la  distance  de  L  en  X. 

lorsque  le  piston  s'est  élevé  de  MN  en  lîL,  il  a  parcouru 
toute  sa  course;  alors  l'air  qui  était  d'abord  contenu  dans 
ZN,  occupe  l'espace  ZL,  et  par  conséquent  diminue  d« 
ressort  dans  le  rapport  de  HX  à  LX;  de  sorte  que  ai  R 
était  le  ressort  de  l'air  atmosphérique  contenu  dans  NZ| 
le  res.sort  R'  de  l'air  raréCé  contenu  dans  ZL,  sera  donna 
par  la  proportion 

lA  :  HX  :;  R  :  r'. 
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Cela.  po^j:.rjJr  contenu  dans  NZ  étant  «le même  densité 
que  celui  de  l'air  extérieur,  son.  ressort  R- doit  être  me- 
suré par  une  colonne  d'air  dont  la  base  c  équivaudrait  au 
cerde  qui  aurait  1M9K  pour  diamètre,  et  dont,  la  hauteur  se- 
rait de  3a  pieds,  c'cst-à»dire  de  10^, 4*  ^^^  ^  ^^^  haw 
tenr.y  'dono 

R  =  cA. 

Si  Ton  met  cette  valeur  dans  l'équation  précédente ,  on 
troarera 

X 

Or ,  il  'est  évident  que  le  ressort  R'  de  l'air  renfermé  dans 
ZL,  joint  à  l'eau  qui  occupe  le  cjlindre  ABZX  ,  doit 
contrebalancer  la  pression  de  l'air  atmosphérique.  La  co- 
lonne d'eau  renfermée  dans  le  cjlindre  ABZX  a  pour 
volume  le  produit  de  la  base  c  par  la  hauteur  BX  ou 
eX(i  —  «)*A  l'égard  de  la  pression  de  l'air  atmosphé- 
rique^ elle  sera  représentée  par  ch\  par  conséquent,  nous 
aurons 

*~^  X  ch  +  (b  —  x)  c  =  ch; 
X  ^  ' 

mpprtmant  le  facteur  commun  c,  il  restera 

Sans  ce  cas,  il  y  aura  équilibre  entre  l'air  extérieur  et  la 
colonne  d'eau  ;  mais  si  l'eau  doit  monter ,  il  faudra  que 
la  pression  de  l'air  extérieur  l'emporte  sur  celle  de  l'eau 
>*<niermée  dans  le  cjlindre  ÀBZX  et  de  l'air  compris  dans 
ZL,  et  que  l'on  ait,  par  conséquent. 


h(~-)  +  l'-x<hi 
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en  représentant  par  >  l'excès  du  eeconé  a 
inégalité  sur  le  premier,  on  aura 

Chassant  le  dénominnteur  x  et  rétlulsant,  on  obtiendi'a 

—  ah  +  bx  —  x^  +  xz  =  o, 
d'où  l'on  tirera 

Si  l'on  fait  z^o, l'eau  s'arrêtera  caZX,  et  l'on  aura 

Ces  deux  valeurs  de  x  leront  toujours  réelles,  ù. 

surpasse  ah  :  lorsque  cette  condition  sera  remplie,  l'e 
pourra  s'arrêter  en  deux  points;  mais  il  n'en  sera  pas 


étant  imaginaires,  l'eau  ne  pourra  s'arrêter,  et  la  pon^ 

aura  tout  son  effet 

596.  A  l'égard  de  la  pompe  foulante,  oq  élèvera  toujoi 
l'eau,  avec  celte  pompe,  à  la  bailleur  que  Von  voudra: 
pourvu  que  la  force  motrice  soit  proportionnelle  à  l'eSb 
que  supporte  le  piston.  Supposons  que  l'eau  soit  mont 
IIPig.343.  dans  U  pompe  jusqu'en  £F  (Cg.  24^),  le  niveau  du  fluî 
environnant  se  trouvera  au  — dessous.  Of,  it  peut  arrlv 
deux  cas:  ou  le  pistou  est  au  dessous  du  niveau  de  l'eau  aj 
vironnante,  ou  il  est  au-dessus.  Dans  le  premier,  soît  i 
le  niveau  de  l'eau  environnante',  le  pisloo  MNP  n'est  poi 
chargé  de  l'eau  comprise  entre  MN  et  ab,  parce  que  ccl 
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«an  Clt  oonlrelwlaiicée  pai'  le  HuJde  exlérkar-,  donc  le 
pislon  ne  soutient  que  l'eau  renferraée  entre  ab  et  EF.  Or, 
le  pouls  de  cette  colonne  d'eau  s'évalue  par  ceini  d'un  cy- 
lindre d'eau  dont  la  base  serait  la  surface  MN  du  piston, 
et  dont  la  liauteur  serait  Égale  à  la  distance  des  deux,  plans  -S*!^ 
IIF  et  ai. 

597,  Mais  si  le  niveau  est  en  a'l>'  et  le  piston  au-deiaut 
<lig.  24^)1  ^°'^  ^  1^  poids  de  la  colonne  d'eau  comprise  Fig-i43- 
ratre  MN  et  a'ù';  cette  coloune  d'eau  n'étant  soutenue  que 
par  l'air  estcrleur  qui  presse  l'eau  environnante,  dimi- 
nuera de  sou  poids  P  le  ressort  de  l'air  ex.térieur.  Ainsi 
le  ressort  de  l'air  atmosphérique  qui  est  au  -  dessus  du 
piston  surpassera  de  P  le  ressort  de  l'air  extérieur.  Cet 
excès  de  pression  agira  sur  la  base  MIS  du  piston.  L'cDiet 
sera  donc  le  inème  que  si  le  piston  supportait  le  poids  P 
de  la  colonne  d'eau  comprise  entre  a'b'  el  MN  ;  et  comme 
d'une  autre  part  le  piston  est  surcliargé  d'une  colonne  d'eau 
cjui  s'étend  depuis  MN  jusqu'en  EF,  il  en  résulte  que  la  base 
MN  supportera  une  pression  mesurée  par  le  cylindre  dont 
MN  serait  la  base ,  et  qui  aurait  pour  hauteur  la  distance 
comprise  entre  les  plans  ab'  et  EF. 

Ainsi,  pourvu  qu'on  emploie  un  effort  suffisant,  on  élë- 
vera  toujours  l'eau  à  la  iiautcur  que  l'on  vaudra,  au  mojw 
de  la  pompe  foulanle. 


i 


Du  Baromètre. 


Sg8.  Le  baromètre  est  un  tube  recourbe  ABC  (fig.  a4^] ,  t'ig.ajS. 
rempli  de  mercure  dans  la  pjtflie  PJMBEF  de  sa  capacité^ 
l'ettrémité  supérieure  AMN  de  ce  tube  est  vide  d'air  et  en- 
tièrement dose  en  A ,  tandis  que  l'autre  estrémlté  C  est  ou- 
verte. Si  par  la  surface  FE  on  mène  un  plan  qui  coupe  le 
tube  en  un  point  D ,  la  colonne  de  mercure  comprise  depuis 
M  sera,  comme  on  l'a  vu,  d'environ  aft""""  on 


3g6  urimosTATiijDE, 

io'*,4  <Ie  hauteur,  et  mesurera  le  poitb  d*ime  colonne )tb> 

mosptiériqDC  de  même  base 

5gg.  Le  baromètre  fait  connaître  la  plui  ou  moins  grand 
densité  de  l'atraojpliëre  ;  car  lorsque  l'air  augmente  Je  den 
^«■^46.  silé,  la  surface  FE  (tig.  2^6)  du  mercure  éprouvant  une  pU 
grande  pression ,  il  faut  une  plus  grande  col 
cure  pour  faire  équilibre  a  cette  pression  ;  ai; 
s'élère  davantage  dans  le  tube.  Par  la  même 
tonne  de  mercure  doit  s'abaisser  lorsque  Vi 
rique  devient  plus  léger. 

600.  D'après  ces  observations,  le  baromètre  peut  âtî 
employé  à  mesurer  la  hauteur  d'une  montagne,  t 
général  la  hauteur  verticale  d'un  pays  au-dessus  de  Ii 
face  de  la  terre.  Pour  cet  effet,  soient 


atmospl 


h  la  hauteur  du 
h'  la  hauteur  du 


i  la  surface  de  la  terre, 
u  haut  de  la  montagne. 


f  et  ç'  les  densités  de  l'atmosphère  correspondantes  à  1 
à  k'.  Nous  avons  vu,  art.  55a,  que  l'équation  générale 
fluides  pesans  était 


supposons  que  le  plan  des  x, 


oit  horizontal,  et  pK 


(*)  Pour  pacvniir  diteclccienl  h.  ce  resDllal,  1 
fig.a^;,  aiinosphiiriqui:  (fig,    aijj  )  dont  la  base  AB  c 
e  cetle  hâte  aupporleia  si'ia  met 
iQsphïii^ue  CABD; 


(aire  dp  peut  être  lopr^e 
la  henlenr  intlninieiu  petite. 
ï  l'anitc  de  aurface,  tan  Toli 
fdz\  donc  eu  maltiplianl  cci 


isidL'ronï  nne  coliq 
l'unild  de  lurfaci  t 
e  par  la  poids  il~ 
,    la  pression  iPÂ 


pni  le  poids  d'une  Iraiiclie  do. 
Or,  ta  base  de  cette  Iranche  ^tsnt  ■ 
lOe  icra  exprime  par  ilz ,  et  ta  maau 
le  ïipteHÎon  par  g,  on  aura  ç,iii  ] 
ion  <ln.  ObierïDiK  qiin  ectia  déatoni 


'■^ 


lion  a  lieu,  ijnelleqai 
priie  pour  iinilê  de  11 


il  la  fo-me  île  U  baie  plane  AB,  que  hombi 
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çona-Ie  à  la  surface  de  la  terre.  Lorsqu'on  s'élëyera  dans 
V&lmospliëre ,  la  densité  deviendra  ^y  et  s  croîtra,  tandis 
<{ae  p  diminuera  :  il  faut  donc,  d'après  la  note  de  l'ar- 

tuâe  4^9  prendre  dp  et  dz  de  signes  contraires;  ce  qui 

nous  donnera 

dp^-^^'gdz...  (4i2). 

Si  ks  lieux  des  observations  sont  peu  distans ,  on  pourra 
regarder  la  pesanteur  g  comme  constante,  et  en  intégrant 
dans  cette  hypothèse ,  on  aura 


=-1/^...  (4.3). 


Or^la  température  étant  supposée  constante,  nous  avons 
m,  art.  548 1  que  la  pression  p  était  proportionnelle  à  sa 
densité ,  condition  exprimée  par  l'équation 

p  =  n<'; 

en  fiiisant  donc  varier  p  et  ^  dans  cette  équation ,  nous  en 

tweronf 

dp  =  nrfç'  : 

substituant  cette  valeur  de  dp  dans  l'équation  (4i3)^  nous 
trouverons 

~   gJ  t" 

effiectnant  l'intégration  indiquée ,  il  viendra 

«  =  —  -  log  ç'  +  C. 
S  . 

Pour  déterminer  la  constante,  observons  que  lorsque 
»=  o,  la  densité  est  celle  qui  a  lieu  k  la  surface  de  la 
Vent,  oh  nous  avons  placé  le  plan  des  «,  j^.  Cette  densité 
sera  donc  celle  que  nous  avons  désignée  par  ^.  Ainsi  l'é- 
qaatbn  précédente  nous  donnera 


z 


39» 


éliminant  G  entre  cette  équation  et  la  précédenU,  m» 
surons 

«i=-(loge  — k.ge')f 


Op,  les  densités  éiaDt  proportionnelles  aux  pressiont ,  (Sm 
le  sont  aussi  aux  Iiauteurs  observées  h  et  A';  donc 

;.://::t:i'i 

tirant  de  cette  proportion  îa  valeur  de  {,  et  U  substituant 
dans  celle  de  s,  on  obtient 

.  =  -loS^. 

Le  logarithme  indiqué  appartenant  au  système  néptrimr 
si  nous  représentons  par  Log  —,  le  logarillime  tabulaire  Ue 
■p,  et  par  iM  le  module  a,3o2565o9,  nous  samn»^» 


M.Ugj  = 

■nbstituant  il  Tiendra 

Mn.       / 
.  =  _Lo6j 


''%-i 


(.M)- 


601 .  Pour  déterminer  la  constante  n  <[m  est  Is  pression 
snr  Pnnité  de  densité  dn  fluide,  nous  remarquerons-  qvf^ 
)Srigtne  la  densité  étmt  ç,  cette  densité  n'est  au^e  cbvse 
qa'nn  cube  d'air  dont  l'une  des  fitcea  serstt  ^>le  1  PoiritA 


I  turface;  la  pression  qui  agit  sur  ce  cubo  doit  être  me- 
:  la  colonne  d'air  qui ,  ci  la  surface  de  la  terre, 
oserait  sur  l'unité  do  surface  :  or,  cette  colonne  d'air 

it  égale  à  une  coignne  de  mercure  qui  s'éleTeraît  à  una 
binteur  h.    Si  nous  appelons  ("  la  densité  du  mercure  ^ 
U  masse  de  cette  colonne  sera  représentée  par  /if.  Mul*  J 
tipliont  ce  produit  par  la  pesanteur  g,  le  poids  de  la  co- 
lonne de  mercure,  au  bas  de  la  montagne,  sera  donc  ren 
présenté  par  g/iç  :  telle  sera  la  pression  sur  la  densité  f.    1 
hiur  en  déduire  la  pression  n  sur  l'unité  de  densité)  îlj 
suffira  d'établir  la  proportion 

d'où  i  on  tirera 

sul>stituant  cette  valeur  dans  la  formule  (4i4)i  ''  viendra 

prenant  pour  unité  la  densité  du  mercure,  cette  formule 
le  réduira  à 


'=^^n, 


C4'5)- 


602.  Si,  dans  deux  pays,  la  hauteur  h  du  mercure  est  la 
même,  et  que  la  pesanteur  dans  l'un  étant  prise  pour 
unité,  devienne  dans  l'autre  i  — ^,  le  mercure  que  ren^ 
ferme  le  baromètre  dans  le  second  pays  deviendra  plu 
léger  ou  plus  lourd,  selon  que  J*  sera  positif  ou  négatif. 
Pour  User  les  idées,  supposons  J  positif;  alors  i — ^ 
tera  une  quantité  plus  petile  que  l'unité,  parce  que  U 
variation  de  ta  pesanteur  étant  peu  sensible 
droit  de  supposer  que  la  variation  de  pesanteur  i'  est  a»* 
dessous  de  l'ioteosilé  de  U  pesanteur  gai  >  lieu  à  U  Un  j 


(jfto  iivimorirATitjui!. 

titude  (le  Sa".  Cela  posé,  la  colonne  de  mercure,  inn 
le  psya  où  la  pesanteur  est  i  —  <!■,  devenant  plus  légère, 
fcra  snpporler  une  moindre  pression  à  U  colonne  d'air 
qu'elle  contrebalancera  et  qui  diminuera  aussi  de  densité. 
Or,  en  supposant  que  l'élasticité  de  l'air  soit  proport.ion' 
nelie  à  la  pression  qu'il  supporte,  celte  pression  sera  me-  1 
surée  par  le  poids  de  la  colonne  A  de  mercure;  et  comme 
le  rapport  des  gravités  des  deux  pays  est  espcimé  par.  ■■• 
I  ;  I  — J',  ce  rapport  sera  aussi  celui  des  poids  des  co- 
lonnes de  mercure  dont  la  hauteur  coramiine  est  h.  Ainsi  r 
en  apiKlant  d  la  densité  de  l'air  dans  le  pays  oJ>  h  pesan- 
teur est  I  — i'i  nous  aurons 

i:i—J  ::!-■'';  ^m 

d'où  nous  tirerons  ^^^^ 

Celle  valeui-  devra  remplacer  la  densité  de  l'air  dans  la 
formule  (4iS),  pour  qu'elle  se  rapporte  au  paya  où  la  pe- 
santeur est  I  —  ^,  et  cette  formule  deviendra  —  _i 

--  =  ,-(7^j^L„sp...  (4,6). 

En  comparant  les  résdltaU  des  observations  faites  en  dif- 
férens  lieui  à  l'aide  du  pendule ,  on  a  trouvé  que  si  Von 
supposait  la  pesanteur  ^ale  à  l'unité,  à  la  latitude  de  So" 
(dlv.  décîm.),Iadiff'érenccJ"deviendrait  0,0028371  cas 2^, 
lorsqu'on  passerait  dans  un  pays  dont  la  latitude  serait  ■^. 
Mettant  cette  valeur  de  <^  dans  la  formule  (4 16),  on  obtient 

MALog^ 


{  (1  —  0,0028371  C0S2.|.)" 

lyaprîîs  cette  Taleur,  on  Toit  qne  ^ est  une  très  petite  frac- 
tion; (lar  conséquent,  si  dans  l'équation  [4'6)  on  remplace 
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j^  par  80O  déyeloppement  ^  +  /■  +  ^  +  etc.,  donné 

par  la  dÎTision ,  et  qu'on  néglige  les  termes  i^,  t^,  etc. , 
eomme  très  petits  devant  ^^  on  pourra  mettre  i  -f*  ^  au 

Km  de k  ;  alors  la  yalenr  de  s  deviendra 

I  —  ^*  • 

«==: (i  +  0,0028371  cos24)Logr7**.   (4^7)- 

6o3.Pour  modifier  cette  formule  conyeuablement  au  cas 
ci  l'on  a  ^;ard  à  la  yariation  de  la  température,  nous  re- 
marquerons que,  d'après  diverses  expériences,  M.  Gay-Lussac 
t  th>uyé  que  dans  l'interyalle  de  o  à  loo^  du  thermomètre 
ttntigrade,  un  air  parfaitement  sec  se  dilatait  de  0,00875 
pir  degré  du  thermomètre  ;  mais  en  ayant  égard  à  l'humi- 
£té  qu'il  peut  contenir ,  on  a  fixé  la  dilatation  de  ce  fluide 

i  eoyiroD  f^  par  degré.  Il  a  été  aussi  reconnu  que,  dans  les 

aitmes  circonstances,  le  mercure  se  condensait  de  7-7 — 

541a 

pir  degré.  Ainsi  un  yolume  d'air  représenté  par  i  à  la  tem- 

n 
pérature  d,  deyiendra  i  -4-  -7--  lorsque  le  thermomètre  mon- 
tera au  degré  7»;  et  comme  la  densité  d'un  fluide  est  en  rai- 
loninyerse  du  yolume  qu'il  occupe,  il  suit  de  là  que  la  dén- 
oté de  Fair  à  la  t^pérature  n ,  sera  exprimée  par 


I     ^ 


par  oonséquent ,  si  nous  prenons  pour  n  un  terme  moyen 
entre  les  températures  ^  et  /  à  la  surface  de  la  terre  et  an 

sommet  de  la  montagne,  nous  remplacerons  7»  par ,  et 

la  densité. de  l'air  deyiendra 

Èlim^  de  Mécanique,  26 


^B9  UYDROSTATKIDU 

—7+7- ••«■«)• 

Le  mercure  se  condensant  h  mesure  qa'on  f^élfcve  sur  h 
uionlagne,  et  que  le  thermomMrp  s'abnisse  par  le  refroidû- 
semeot  de  l'air,  la  colonne  de  mercure  oliservée  au  sommet 
de  la  montagne  est  moins  haute  que  celle  qui  aurait  en 
lieu  si  la  température  fût  ilemeurce  constante  :  ainsi,  dV 
près  l'obsecTatioa  prccédeulc,  il  faudra,  pour  avoir  la 
hauteur  du  baromètre  dans  l'Iiypotltcee  de  la  température 

:  autant  de  feu 


constante,  augmenter  h'  de  vt-~  répétt 
qu'il  y  a  d'uailés  dans  la  différence  des  températures  du 
mercure  à  la  surrace  de  la  terre  et  au  sommet  de  la  mon- 
tagne. Or,  si  nous  appelons  T  et  T'  ces  températures,  elles 
seront  indiquées  par  un  thermomètre  en  contact  avec  va 
btromëtre  (*) ,  et  nous  devrons,  ou  lien  de  h',  mettre  dtn) 
la  formule  (4>7)>'^  quantité 

k'jT  —  V) 


A'  +  l 


-W: 


substituant  donc  dam  l'équation  (417)  cette  Taleur,  et  ri 

plaçant  (  par TTj'  "**'*'  obtiendrons 

,  +  '  +  ' 
+  5411 


=  t('"*"Ï«  )''■•"  °'~''''''""''"^" 


,/-     ,  T— TV 
(■+■5475-) 


604.  Supposons  que  l'observation  qui  détermïne'Ia  hau- 
teur h  du  mercure ,  soit  foite  à  la  latitude  de  âo"  au  bord 


Il  cil  i  obicrvci  (]u'( 
Tomitre  ne  t'y  met  pi 
c'fit  pounjuai  nous  Tu 


I  M  irantpoiunt  dans  un  liga,  le  n 
<  de  suite  il  h  tempiiralate  de  l'nii 
,on>  0a<:  diffcreni^e  enlre  t'  et  T,  t 
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4e  la  mer,  c'est-à-dire  k  la  surface  de  la  terre,  on  aura 

cos  a<4.  =  o, 
et  la  fommle  précédente  noua  donnera 

Mn a  r  i      \ 

Si  l'on  mesure  trigonométriquement  s,  et  que,  par  un 
résultat  mojen  entre  plusieurs  obseryations ,  on  détermine 
k^  h',  if  /,  T,  T'y  le  second  terme  de  l'équation  (4i9)  sera 
entièrement  déterminé  «  et  fera  connaître  la  valeur  de  la 

IVf  A 
«QMtù&te  -«— .  On  a  trouTé  que  cette  constante  est  égale 

ma  nombre  i83g3  mètres.  Mettant  cette  valeur  à  la  place  de 

MA 

— -  dans  la  valeur  de  s >  on  aura  la  formule  suivante, 

C 

«5=18393-^14.  îgj^j(i4.o,oo2837icos24.)Ix)g— 7^ZJr\ 

Genxqni  i^occupent  d'observations  météorologiques,  l'em-        s 
ploient  ordinairement  pour  mesurer  les  hauteurs  verticales, 
à  Pûde  du  baromètre. 


riN  DE  l'htdeostatiqus. 


a6.  • 


HYDRODYNA^MIQUE.  . 


De  l'écoulement  dun  Jluide  par  un  orifice  v^^ 
rizontalj  dans  Fkjpothèse  du  parallélisme  des 
tranches. 

6flS.  Lorsqu'un  iluîcle  c^ontenu  dans  un  vase  sort  par  une 
»uTei'ture  pratiquée  au  fond  de  ce  ynse ,  il  a  été  coostalé  par 
fcRiiérience  que  la  surface  estérieure  du  fluide  se  maîa- 
tenait  sensibleiaent  dans  une  situation  horizontale,  tout 
coiacne  si  le  vase  n'était  pas  percé.  Par  cooséqucnt ,  si  l'on 
imagine  que  la  ma^e  du  fluide  soit  divisée  en  trànobei 
liorizontales ,  ces  tranches  conserveront  sensiblement  leur 
psralléliinie  à  mpïure  ([u' elles  s'iibaïssiToiit  et  que  le  vase  se 
videra;  et  les  molécules  qui  les  composent  seront  censérà' 
descendre  Tertiealement  Ce  n'est  pas  qu'en  examinaat  I* 
chose  à  la  rigueur,  ces  molécules  ne  soient  soumises^ 
des  mouvemens  horizontaux  qui  s'opposent  à  cette  di- 
rection verticale.  En  effet,  si  le  vase  n'a  pas  la  forme  d'un 
cylindre,  une  tranche  ne  peut  prendre  la  place  de  celle 
sur  laquelle  elle  repose ,  sans  augmenter  ou  diminuer  sa 
largeur  aux  dépens  de  son  épaisseur,  et,  par  conséquent, 
sans  que  les  rool«cuIes  qui  la  composent  n'éprouvent  des 
mouvemens  dans  le  sens  horizontal.  D'ailleurs,  outre  ces 
mouvemens  dus  à  la  furme  du  vase,  les  molécules  qui  sont 
situées  proche  de  l'ouverture  manquant  d'appui ,  y  forment 
une  espèce  d'entonnoir  qui  tend  à  écarter  de  la  direction 
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verticale  les  molécules  environnantes^  mais  nous  ferons  ab- 
straction de  toutes  ces  circonstances  qui  compliqueraient 
trop  le  problème  y  et  qui  d'ailleurs  ne  sont  que  d'une  faible 
infloeace  lorsque  le  vase,  comme  cela  se  rencontre  sou- 
Tent)  est  d'une  forme  qui  diffère  peu  dl3  celle  d'un  cy- 
lindre. 

-  6o6.  Supposons  donc  que  Tordounée  s  (fig.  248)  mesure  Tig*  a4^ 
la  distance  mO  de  l'une  des  tranches  du  fluide  à  un  plan 
Iiorixontal  AB,  suivant  lequel  nous  placerons  celui  du  ni- 
veau; la  surface  interne  du  vase  étant  donnée  par  l'équation 
f{s,  jTy  s)  =  o,  nous  en  dciluirons  l'aire  9  de  la  tranche 
qui  répond  k  l'ordonnée  2.  Par  conséquent,  en  multipliant 
cette  aire  par  l'épaisseur  dz ,  nous  aurons  9dz  pour  le  vo- 
lume de  cette  tranche.  Cela  posé ,  il  est  facile  de  voir  que 
toutes  les  molécules  qui  la  composent  ont  la  même  vitesse  ; 
car,  dans  notre  hypothèse ,  elles  arrivent  en  même  temps, 
par  an  chemin  vertical ,  au  plan  horizontal  qui  sert  de 
base  ik  cette  tranche.  Au  contraire,  la  vitesse  cessera  d'être 
oonatante  lorsque  nous  la  considérerons  dans  deux  tranches 
diffib«ntes;   en  effet,  le  fluide  étant  incompressible,  une 
tranche  quelconque  ne  peut  descendre  de  la  hauteur  Js 
dans  l'instant  d/,  sans  qu'il  ne  sorte  par  l'orifice  une  quan- 
tité de  fluide  ^ale  au  volume  de  la  tranche  qui  est  dispa- 
me*  Or,  si  nous  appelons  u  la  vitesse  qui  a  lieu  à  l'orifice 
EF  (fig.  248)  et  k  l'aire  de  cet  orifice  :  comme  la  vitesse  estFîg  249. 
en  général  exprimée  par  l'es|)acc  divisé  par  le  temps ,  l'es- 
pace Tcrtical  parcouru  dans  l'instant  dt  sera  égal  à  luti  ; 
donc,  en  multipliant  l'aire  k  par  la  hauteur  verticale  udi, 
noua  aurons  kudi  pour  le  fluide  écoulé  par  l'orifice  dans 
Fioslant  £/^  Égalant  à  celte  quantité  la  valeur  de  la  trancha- 
disparue ,  il  viendra 

«<fs  =  kudé. . .    (4^o)  \ 

m 

^tte  équation  nous  donne 


^06  HTDBOUYXAMIQVB. 

607.  Ao  haul  du  temps  (,  la  vitesse  de  la  tranche  S' 

I  est  la  superficie ,  étant  tJ ,  a  pour  eipieasîoii  la  différen- 
tielle (le  l'espace  Tertîcal  (livisce  par  celle  du  temps,  c'est- 

à-diro  -J-.  Remplaçant  donc  cette  fraction  par  c ,  dans  l'é- 
({uation  (4^1),  oa  aura 

Cette  équation  nous  dit  que  les  vitesses  u  et  i?  doÏTenl  élre 
en  raiiOD  iorersc  des  aires  jt  et  «;  ce  qui  est  d'ail).euri  ma- 
nifeste, car  plus  l'aire  est  étendue,  moins  la  vitesse  né- 
cessaire pour  que  la  tranche  s'écoute  doit  être  gi'ande. 


608.  Au  bout  du  temps  dt  la  vitesse  t 


dl 


mais  si  les  molécules  n'agissaient  pas  les  u 
très,  la  force  accélératrice  qui  les  sollicite  étant  ^,  on  aurait 
-j-  ^g^^  ce  qui  donnerait  gdi  pour  la  TÎtesic  dv;  et,  comme 
chaque  Iranclve  perd  toule  la  vitesse  qu'elle  aurait  si  les  par- 
ticules du  fluide  étaient  (ilircsj  moins  celle  qui  lui  r«ste,  la 
vitesse  perdue  par  une  molécule  de  la  tranche  dont  «  est  la 

dp 
superficie ,  sera  donc  gdt  —  -ï-dt;  et  par  conséquent  I41  fore* 

accélératrice  due  à  cette  vitesse  aura  pour  expresaloa 

d» 

Or,  par  le  principe  de  d'Alemhert,  le  système  se  mettrait 
en  équilibre  si  chaque  tranche  du  fluide  était  sollicitée, 
non.  par  la  vitesse  gdt  due  à  la  pesanteur,  mais  par  la 

vitesse  perdue  (g  —  -7- 1  rf/ qui  lu!  correspond  ;  cette  Iij- 

jwthèse  convertit  l'équation  dp  — -  ^dz ,  art.  55»  ,  en 
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La  différentielle  dp,  qui  entre  dans  cette  équation , 
n'étant  qu'un  signe  d'opération ,  il  faut  la  remplacer  par  sa 
valeur  donnée  par  l'équation  (4^2) ,  de  laquelle  on  tire 

^=5 — ...  (424)« 

s 

609.  Le  second  membre  de  cette  équation,  contient  deux 
variables  de  nature  différente ,  savoir  :  la  vitesse  u  qui  a 
Heu  à  l'orifice 9  et  qui  est  une  fonction  du  temps;  et  la  su*» 
perficîe  a  qui  dépend  non^senlement  de  l'ordonnée,  s  ^  mais 
encore  du  temps  ^  puisque  l'ordonoée  tt  décr^  elle  -  même 
avec  le  temps. 

Nous  diSerentierons  donc  le  second  membre  .de  l'équa- 
tion (  4^4  )  en  traitant  u  comme  une  fonction  de  /  ^  et  9 
comme  une  fonction  de  la  fonction  z  de  ^  Modifiant  coz^ 
venablement  à  cette  hypothèse  la  différentielle  de  l'équa- 
tion (4^4)'  différentielle  qui  en  g^éral  est 

ê  *  9 

ou  plutôt 

,         kdu       ,     ds 

nous  l'écrirons  ainsi  : 

,        h  du  m        hu  d8  dz  , 
8  dt  8*  dz  dt 

dp 
Tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  -7-,  et  là  substituant 

dans  Téquation  (4^3) ,  nous  obtiendrons 

,  /    ,        k  du  ^     .   hu  da  dm  ,\ 

dz 
éliminant  ^  au  moycia  de  Féqjûatioa  (4^^  *^  restera 
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6ta.  Vous  intégrerons  cette  équation  par  rapport  îc 
et  nous  rein  arquerons  préliaiinaîretsent  que  z  n'a  pn  ts- 
rier  sans  que  «  ne  variât  aussi ,  mais  qu'il  n'en  est  pas  de 


prennent  les  quantité  *"  ^  7ïï  1"'  correspondent  h  l'o- 
rifice. Ces  quantités  inconnues  u  et  -r-  peufent  donc  être 
regardées  comme  constantes,  tout  aus&î  bien  que  les  va- 
leurs a  et  ^  qu'admettent  dans  une  coarbe  les  variables  x 
et  y  en  un  lieu  déterniiné. 

6ii.  En  regardant  ainsi,  dans  cette  intégration,  u  et 
-7-  comme  des  constantes ,  on  voit  que  toutes  les  intégrale! 
qu'on  doit  prendre  se  réduisent  à  des  fondions  de  s,  et 
par  conséquent  se  rapportent  aux  dimensions  do  vase- 
Mais  quand  nous  aurons  trouvé  toutes  ces  intégrales,  nous 
pourrons  ensuite  trailer  m  et  -7-  comme  des  variables;  ce 
sera  comme  si  les  fonctions  de  z,  déterminée^  par  l'inté-. 
gration,  nous  eussent  été  données  immédiatement,  et  que 
nous,  eussions  établi  l'équation  entre  ces  fonctions  et  tes 
quantités  inconnues 


612.  En  effectuant  ces  intégrations,  nous  trouverons 

Comme  la  vitesse  u  entre  dans  cette  équation,  et  qu'elle 
est  égale  à  ce  que  devient  -3-  à  l'orifice,  on  voit  qu'elle  est 
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en  général  une  fonction  du  temps.  Par  conséquent ,  en  re- 
gardant u  comme  constant  y  c'est  admettre  tacitement  que 
~le  temps  est  constant  dans  notre  int^ale;  d'où  il  suit  qu'on 
doit  en  général  supposer  que  G  est  une  fonction  du  temps. 

6i3.  Pour  déterminer  cette  constante^  soit  n  la  pression 
qu'éprouve  la  surface  supérieure  CD  du  fluide  (flg.  249)  ,  Fig.a4g^ 
surface  que  nous  désignerons  par  s\  et  que^  pour  plus  de 

généralité ,  nous  ne  supposerons  pas  passer  par  le  plan  AB  ^ 

/dz 
—  de  manière  qu'elle  s'éva- 
nouisse en  s\  cette  surface  s'  correspondra  à  une  ordonnée 
2'  représentée  par  OL.  1/équation  (4^5)  donnera^  dans  cette 
hypothèse  > 

Substituant  ces  valeui*s  dans  l'équation  (425)  ,  on  obtiendra 

614.  Cette  pression  est  exercée  sur  le  point  quelconque 
du  vase  dont  la  distance  au  p|an  AB  est  z.  Si  l'on  veut 
aToir  celle  qui  a  lieu  à  l'orifice ,  désignons-la  par  Cl  ;  et 
comme  dan<  ce  cas  z  reçoit  une  valeur  déterminée  On, 
que  nous  représenterons  par  z"  et  pour  laquelle  9  devient 
i,  il  faudra  prendre  l'intégrale  entre  les  limites  zz=z  z'  et 
'  =  2^;  appelant  N  cette  intégrale,  et  substituant  ces  va- 
leurs dans  l'équation  (^2,6) ,  nous  obtiendrons 

61 5.  Cette  équation  donnera  la  valeur  de  la  pression  Cl 
à  l'orifice  ;  le  premier  membre  exprime  la  différence  des 
pressions  à  l'orifice  et  au  niveau  de  l'eau.  Supposons  que  ces 
pressions  soient  égales,  comme  cela  a  lieu  lorsqu'elles  sont 
exercées  seulement  par  le  .poids  de  l'atmosphère,  Q  —  n 


r 
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1 

^m          se  réduit  à  aéro,  le  facteur  carani 

HUî  ( 

j'évanouit, 

,«ifCT 

1      -" 

•-■)-'4:+-' 

•'(? 

■-)= 

• 

^H          et  comme 

la  surface  «upérienre 

«'est 

plus  gruide  que  la 

^^^          sarlàcc  k  de  l'orifice,  la  fraction 

A* 

!ra  moindre  que  l'u- 

uit^jpar 

pliée  par  J 
rons  ainsi 

■  u'  représente  une  quantité  positive, 
l'équation  précédente, 

est  multi- 
nous  écri-     , 

(?(•"- 

^-«^_,.(, 

i 

■.)  =  o.. 

■  (4=7)- 

6i6.  On  peot  introduire,  dans  cette  équation, 
verticale  de  l'orifice  an  niveau  MN,  en  faisant 

la  distance 

»•— .'=ft.. 

■  (4^8), 

■^ 

et  alors  elle  devient 

S 

gh. 

-™^_i„.(,_ 

^)= 

=  o...  (4ï9).    - 

La  quantité  A,  qai  entre  dans  cette  équation,  représenlaot 
>.  la  distance  £P  (fig.  s5o)  de  l'orifice  au  niveau  de  l'eau  MU, 
A  est  constant  lorsque  le  fluide ,  réparant  ses  pertes,  se  main- 
tient toujours  à  la  même  hauteur;  mais  k  est  variable  lorsque 
le  niveau  de  l'eau  s'abaissant  par  degrés ,  le  vase  se  yiàe  en- 
tièrement. 

6i^.  Dans  ce  dernier  cas,  ou  voit  que  le  niveau  MN 
se  rapprochant  de  E^  tes  abscisses  EF  =:  A  se  comptent 
du  point  E,  tandis  que  le  temps  se  compte  du  point  O. 
Pour  éviter  cet  inconvénient  d'avoir  deuï  origines,  et  afin 
que  le  temps  ne  se  détermine  pas  négativement ,  nous 
prendrons  pour  abscisse,  non  £P^  h,  maisOP  =  %  j  dans 
ce  cas,  il  suiBra  d'employer  l'cquat  (4^7),  en  regardant  «' 
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comme  Tariable  et  z*^  comme  constahl,  car  alors  z",  qui 
exprime  la  distance  du  niveau  primitif  au  point  £  ,  sera 
constante;  tandis  que  la  distance  OP9  représentée  par .2% 
▼ariera  continuellement.  Faisons  £0  =  a,   FO=isiy   etFig*a5o* 
£P  =  Ay  nous  aurons  la  relation 

A=:a««-z...   (43o)', 
et  l'équation  (4^9)  deviendra 

^ (a  _  z)  _  iN  ^ _ i  «. (,  _^*)  =  o. . .  (43,). 

618.  Lorsque  le  niveau  du  iluide  re&te  toujours  à  la 
même  hauteur ,  h  çst  constant^  Il  en  est  de  même  de  l'in- 
tégrale N  ;  qui  devient  alors  une  fonction  de  constantes  , 
puisqu'on  y  remplace  les  variables  par  des  valeurs  déter— 
minées;  l'équation  (  4^9)  peut  alors  s'employer  sans  que 
l'on  ait  à  craindre  l'inconvénient  dont  on  a  parlé  art.  617^ 
et  comme  ;  à  part  ^  et  i^^  elle  ne  renferme  ^  dans  notre  hy- 
pothèse ,  que  des  constantes ,  on  peut  la  mettre  sous  cette 
forme 


on  en  tire 


a  —  o  -7-  —  eu*  ==  o  : 


,            bdu 
dt  =. 


a  —  cu^ 


Cette  équation  s'intègre  facilement  par  la  méthode  des 
fractions  rationnelles.  En  effet,  en  supposant  bsszb'a  et 
a  =  a'^Cj)  c  devient  facteur  commun,  et  en  le  supprimant 
il  reste 

b'dji 


équation  qui  se  décompose  ainsi  {ÉSimensdè  Cakkti  dif- 
férentielj  page  2o3)  : 


i" 


HYDBODirilAkllQITB' 


-,    rf» 


-,du 


A  = 


intégrée  par  logarithmes,  donne 
'=  — /  log  Co'  +  ")—-'  H  ("'  -  »). 
b' 


sa'      "  \a  —  u/ 


G. 


Lia  constante  se  itctcrmine  en  supposant  que  la  vitesse  da 
fluide  soit  nulle  k  l'origine  du  temps,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que  le  Iluide  parle  du  repos;  car  aloi 
et  /  ^  o  réduisent  l'équation  précédente  h 


-^losH-C  =  o, 


Supprimant  dune  la  constante ,  il  restera 


I 


cette  équation  déterminera  la  vitesse  u  lorsque  le  temps< 
sera  dunné. 

Quand  on  aura  ainsi  troufé  la  yitesse,  on  en  mettr» 
la  valeur  dans  l'équation  (  4*5  ) ,  pour  atoir  la  pressioa 
sur  l'unité  de  surface. 

619.  Dans  le  cas  où  le  vase  se  vide  successivement,  le 
niveau  de  l'eau  s'abaisse  à  mesure  que  l'eau  s'ccoule  ,  et 
il  faut  regarder  la  quantité  h,  qui  entre  dans  l'équa- 
tion (4^9} ,  comuie  variable  ;  mats  nous  avons  vu  que , 
dans  ce  cas,  art.  617,  il  valait  mieux  employer  l'équa- 
tion (43<)  I  qui,  par  z  emplojc  au  lieu  de  h,  évite  l'in-' 
convénient  que  t  iuït  négatif. 
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Nous  vfous  donc  trois  variables ^  t,  u  et  s;  par  con- 
séquent, cette  équation  ne  suffit  pas  pour  la  solution  du 
problème  :  nous  nous  en  procurerons  une  seconde  en  ayant 
recours  à  l'équation  (4210),  dans  laquelle  nous  changerons 
s  en  ff'y  puisque  s  est  la  surface  du  niveau ,  et  nous  au- 
rons 

it«  =  *'J...    (432). 

6ao.  Cette  équation  renfermant  encore  trois  variables , 

nous  ne  pourrons  immédiatement  l'intégrer^  mais  elle  nous 

sonrira  à  éliminer  z.  Pour  cet  effet  y  nous  remarquerons  que 

dz 
puisqu'elle  ne  contient  que  le  coefficient  différentiel  -y- ,  , 

nous  pourrons  obtenir  une  équation  qui  sera  du  même 
ordre  en  s ,  si  nous  difiërentions  l'équation  (431)9  ce  qui 
nous  donnera 

dz       ,  ^^  d^u  du  r        k*\ 

par  conséquent  9  en  éliminant  -7- ,  nous  aurons 

ku       ,^^  d^u  du/         ft'\ 

.     ^  9'  de  dt\        b'^J 

Celte  équation  du  second  ordre  donne  la  relation  qui  existe 
^ntre  le  temps  et  la  vitesse,  et  n'est  intégrable  que  par  des 
Tuojens  approximatifs. 

6a I.  Lorsque  l'orifice  est  très  petit,  on  peut  regarder 
les  termes  affectés  de  k  comme  nuls  ;  cette  hypothèse  re- 
fait Péquation  (4^6)  à 

^  comme  s  —  i'  est  représenté  (fîg.  249)  par  O/»  -—  nL,  Fig.a49. 
c'est-à-dire  par  nL,  on  voit, que  s  —  &'  n'est  autre  chose 
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(]ae  la  dislance  dont  le  point  h,  qui  a  £  pour  ordonnée,  ut 
âlo1((nC'  du  niveiu  de  l'eau.  Donc  U  pression  p,  (jui  a  lin 
Kur  l'unité  de  surface  d'un  point  n,  est  ^ale  à  ta  preaaion 
II  qui  «st  exercée  au  niveau  de  l'eau ,  plu.s  à  la  pression  tl'nM 
colonne  dVau  mesurée  par  la  distance  de  ve  point  aa  ■)• 
veau  <1u  fluide. 

6aa.  Il  est  h  remorquer  que  cette  pression  n«  difi^  pu 
de  celle  que  supporterait  le  point  ra  êi  le  fluide  était  9 
repM. 

Si  l'on  supprime  de  même  les  termes  aOectés  de  k  iut 
l'éqtution  (4^19)  >  "o  '=>  réduira  à 


et  l'on  en  dcdui 


=  \/^gh...  (433). 


Ce  qui  nous  apprend  que  lorsque  l'eau  s'échappe  par  un 
petit  orilîce ,  la  vitesse  qu'elle  acquiert  est  celle  qui  est 
■lue  au  niveau  de  l'cau)  et  comme  on  a  vu,  art.  3i6  t 
qu'un  mobile  qui  est  lancé  de  bas  en  haut  doit  en  tom' 
liant  (  abstraction  faite  de  la  résistance  des  milieux  }  rc — ' 
iiiOBlci-  à   la   linulcur  de   laquelli;   il  c^l   parti  ,    il   s'ensuîO 
que  si,  à  l'aide  d'un  tujau,  on  change  le  sens  de  la  di-^ 
rection  du  fiuide,  il  remontera, À  l'instant  de  sa  chute,  à 
la  hauteur  qu'il  avait  avant  d'avoir  été  mis  en  mouvement. 
623.  Ja  vitesse,  au  lieu  d'être  verticale,  deviendra  Lo- 
rizontale  lorsque  l'orifice,  que  nous  supposons  toujours  très 
petit,  sera  vertical.  Si  l'on  veut  connaître  la  courbe  qu'en 
ce  cas  le  fluide  décrit  dans  le  vide ,  l'angle  qu'on  a  dé- 
signé par  #,  art.  4^0)  étant  nul,  on  aura  tang  <•  =  o  , 
cos  =:  I ,  et  la  formule  289  se  réduira  à 

ce  qui  est  l'équation  d'une  parabole  dont  l'axe  se  trouve 
dans  une  position  verticale. 
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624*  ^^  rhesse  u  peut  servir  à  trouver  la  masse  d'eau 
qui  s'est  écoulée  dans  le  temps  t,  et  qu'on  appelle  )a  dé- 
pense du  réservoir.  Pour  €e1a ,  il  faut  remarquer  qu'il  n'a 
pu  sortir  de  l'eau  de  ce  réservoir  que  parce  que  la  tranche 
du  fluide  qui  était  en  CD  (fig.  aSp)  vient  en  un  lieu  plus  bas  Fig.aSo. 
MN.  Or^  pour  que  cela  soit  possible >  il  faut  qu'il  soit  sorti  du 
vase  une  quantité  d^eau  égale  à'  la  somme  des  tranches  com- 
prises entre  CD  et  MN.  Cet  espace  formera  un  volume  qu'il 
est  facile  d'évaluer.  £n  effet^  en  représentant  par  s  la  tranche 
élémentaire^  et  par  dz  sa  hauteur^  l'intégrale  fsdz  prise 
entre  les  limites  CD  et  MN,  sera  donc  égale  à  la  somme  de 
toutes  ces  tranches  ^  et  par  conséquent  équivaudra  au  vo- 
lume du  fluide  qui  s'est  écoulé.  Désignons  par  Q  la  dé- 
pense d'eau  ;  on  aura  donc 

Qz=/i«fa...    (434); 

mais  l'équation  (4^0)  nous  donne , 

sdz  =  kudL 
Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  Q ,  nous  obtiendrons 

(i=zfiudL 

Cette  valeur  de  la  dépense  d'eau  peut  se  déduire  immé- 
diatement de  celle  de  la  vitesse  ^  car  cette  vitesse  nous 
fournit  le  moyen  de  trouver  l'espace  parcouru  dans  l'ins^ 
tant  dL  £n  effet,  en  nommant  de  cet  espace,  nous  avons 

udt  :=:  de  : 

il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  multiplier  udt  par  k  pour 
avoir  le  volume  du  petit  fliet  qui  s'est  écoulé  dans  l'ins- 
tant dty  et  qui  par  conséquent  aura  pour  expression  kudt. 
Prenant  l'intégrale,  nous  aurons  donc  fhudt  pour  l^n  qui 
s'est  écoulée  dans  Iç  temps  t. 

Nous  effectuerons  l'intégration  aprës  avoir  remplacé   u  ^ 
par  sa  valeur  y  '^h  tirée  de  l'équat.  433,  et  nous  trou- 
"verons 
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ii^k\/TgfVli.dt...   (435). 

62S.  11  se  présente  Ici  deux  cas,  savoir  :  h  cooslant  et 
h  variable;  le  premier  a  lieu  lorsque  l'eau  est  comlam- 
.  ment  maintenue  a  la.  même  hauteur.  L'équation  précé- 
dente s'intègre  alors  facilement ,  car  la  hauteur  h  du  ni- 
Teau  nu-ilessus  de  l'oriflcQ  étant  remplacée  par  une  cçns- 
tante  a ,  nous  aurons  en  intégrant 

q  =  lt  \/2ga  -f-  C. 
■  Nous  déterminerons  la  constante  par  l'hypothèse  tja'i  Fo- 
rigine  du  temps  la  quantité  Q  d'eau  écoulée  soit  nulle, 
!    ce  qui  nous  dooDera 

C=Oi 

et  l'équation  précédente  se  réduira  à 

<i  =  t^/^.l\/z...  (436). 

6a6,  Si  le  petit  orifice  t  est  un  cercle  dont  le  rayon 
soit  r,  et  qu'on  dësij^iie  par  1  :  ît  le  rapport  du  diamètre 
à  la  circonférence,  on  aura 

et  par  conséquent  la  formule  (436)  deviendra 

Nous  écrivons  en  premier  lien  la  quantité  w  y.Oig,  qui  est  U 
même  pour  tous  les  problèmes ,  et  que  l'on  déduirK  {«dé- 
ment des  valeurs  suivantes,  art  384: 

,  =  3,14159,     ^  =  9». 80867,     ou     3oP'i9546i 

on  mettra  ensuite  dans  la  formule  (43?)  les  valeurs  de  r, 
de  t  et  de  a,  qui  conviennent  au  cas  particulier  que  l'on 
eiamlne.  Le  diamèti^  de  l'orifice   peut  être  exprimé  ea 
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AécimètrcSy  et  la  hauteur  du  fluide  en  mctrcs;  et  l'on 
s^Bt  qu'il  faut  alors  tout  réduire  en  mètres  ou  en  décimè- 

Ix^eSf  pour  n'employer  que  la  même  unité  linéaire. 

■•         ■     • 
€â).  Nous  Ferons  une  obserratîon  analogue  sur  l'unité  de 

t^xnps^  qui,  étalât  tacitement  adoptée ,  exige  que  nous  ré* 

çl«jiisions  le  tembs  en  secondes.  En- effet,  lorsque  nous  ayons 

tar«iité  du  mouTement  Tarie ,  nous  avons  déterminé^  en  pre- 

tmsuit  la  seconde  de  temps  pour  unité  ;  c'est  un  facteur  qui 

e'xmtre  dans  la  valeur  de  ^ ,  et  que  nous  avons  fait  dispa* 

rci.ilre|  art.  3o49  lorsque  nous  avons  supposé  ^=i  dans  l'é- 

itlon  (i53}  ;  rétablissant  ce  facteur ,  nous  aurons 

30,19546 
g—     (,Y       I 

r  oonaéqueiit  la  valeur  de  t  qui  entre  dans  notre  formule 

^•^^^lenta 

t 

une  seconde  de  temps  ' 

^"^^•anlîtè  qui  n'est  qu'un  nombre  abstrait.  Voilà  pourquoi 
'^      <œul  détermine  la  nature  des  unités  de  notre  formule. 

628.  Lorsque  l'on  aura  trouvé  la  valeur  de  Q  eu  décime - 

cubes  y  comme  le  décimètre  cube  pèse  un  kilogramme , 

aura  donc  le  poids  du  volume  d'eau  exprimé  en  kilo- 

mmes  ;  mais  si  l'on  opérait  à  l'aide  des  anciennes  me- 

y  il  faudrait,  pour  évaluer  le  poids  du  volume  d'eau, 

Dire  en  livres  le  nombre  de  pieds  cubes  qu'il  exprime  j  et 

HT  cela ,  il  suffirait  de  multiplier  le  nombre  de  pieds  eu- 
obtenus  par  70 ,  valeur  de  livres  d'un  pied  cube  d'eau. 

4Q9.  La  formule  437  nous  fournit  le  moyen  de  résoudre 
problème  inverse,  c'est-à-dire  de  trouver  le  temps  de  l'é- 
tdement  d'un  fluide  qui  se  maintient  toujours  à  la  même 
^^utcur;  car  celte  formule  nous  donne 
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c 


'=-7-^-7=   ■■■   (438). 

t>3o>  Pour  en  donner  une  application,  supposons  que  Is 
vase,  maintenu  toujours  plein, soit  un  cylindre  droit  qui  ail& 
pour  rayon  de  sa  base,  et  qu'on  demande  en  quel  temps  l'eaii. 
écoulée  sera  de  même  volume  que  celle  qui  est  renlermfe 
dans  le  vase. 

Dans  ce  cas ,  toutes  les  sections  horizontales  étant  égala: 
à  wb',  l'équation  (434)  donnera  ' 

Q~frb'dt, 
«t  par  conséquent 

et  en  prenant  l'Intégrale  depuis  l'orifice  jusqu'au  niveauj  ïl 
faudra  remplacer  s  par  a,  et  l'on  trouvera 

Mettant  cette  valeur  dans  l'équation  (438)  ,  on  obtiendra 

,=  -^^-. 

ou ,  en  réduisant, 

63 1 .  Si  l'on  suppose  au  second  vase  qui ,  ainsi  que  le  pr^ 
mier ,  se  maintienne  toujours  plein ,  et  qu'on  nomme  Q*  ta 
dépense  d'eau  ,  t'  son  orifice  et  a  la  hauteur  de  son  niveail 
au-dessus  de  l'orilice,  l'équation  (436)  nous  donnera 
caca»  

Si  l'on  compare  ensuite  la  mâme  équation  (43(>)  it  cett« 
decnïère,-on  établira  la  proportion  ' 
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\\ 


et  en  sapprimant  le  facteur  commun ,  cette  proportion  de- 
Tiendra 

Ce  qui  nous  montre  que  lorsque  lès  orifices  A  et  M  ont  la 
iMite  iralviCtlu^é,  fet  iiîpè)iisè&  iï'âib  W>ilt  bcAntbJè  Ito  ^tf^ 
cfiMAïniHiilBli  des  liaatenrs» 

632.  L^éqnatio^  (4^^)  ^^  ^P^'  conduire  a  un  autre  tbéo- 
rlmei  Poar  cela  nommons  h  la  hauteur  de  laquelle  tombe 
lui  moUle  dans  le  temps  /;  nous  aurons 


VI 


ér 

Mettant  cette  valeur  dans  l'équation  (436) ,  ndtts  obtiendrons 

GN^,  |/bX  étant  uiie  moyenne  j^h>{:k>rllôntiéllé  èVitli^e  <k  et  ft , 
cela  nous  apprend  que  la  dlipëtik;  d^âau  est  ^àlë  au  doublé 
'la  ivlum^d'un  cylindre  dont  la  hauteur  serait  une  moyenne 
pv'oporlionnelle  entre  la  hauteur  du  niTeau  et  la  hauteur  de 
'^'^ttélh  iih  eô^  ghite  descèfià  dam  lé  leiàpâ  u 

C3à<  G>nsidérons  maintenant  A  comme  Tariable.  Dans  ce 

9 

^^«1  ayant  égard  à  l'observation  de  l'article  617,  on  rem- 
pVa^cera  h  par  a  *—  s  dans  l'éq\iation  (433),  ce  qui  donnera 

^^  en  substituant  cette  taleur  de  u  dans  PéquationX43a),  on 
^^  tirera 


"   FLUINS.  ^^l 


u; 


»* 


i 
I 


.  tte  équation,  comme  ds 
.^  Aie  de  la  quantité  qui  est 

^  h  ,  ^  ^  nous  supposerons  {Elém,  de 

t  .'  —  2  =  a*,  ce  qui  nous  donnera 

1.  j 

*  valeur ,  on  aura  donc 

5)*rf2=  — f(a— i8)*  +  C, 
jnt  ; 

^-1  T^  {a-zy  +  C..,  (440, 

«nrmine  la  constante  C  en  supposant  que  /  soît  nul  à 
ne  des  %^  car  alors  en  faisant  s  =  o  et  /  =  o,  dans  l'é- 
m  (44  0>  ^^  obtient 

nt  cette  valeur  dans  l'équation  (440  >  nous  aurons 

kyag 

connaître  maintenant  la  dépense  d'eau ,  nous  tirerons 
rd  de  cette  équation 


a-.  =  («l-f*^.,)55 


valeur  étant  introduite  à  la  place  de  h  dans  l'équa- 
435);  la  convertira  en 
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';  ^n'iièéo&'ftosai 


dt  = 


~      kV^s 

Çr±:)' 

(illéraJica!  e 

adcoifs 

.Wi 

f -,».»-. 


(439)- 


k\/->g   \/a- 

La  quantité  s'  qui  entre  dons  cette  équation  représente  1^ 
surface  de  niveau  qui  s'abaisse  à  mesure  que  la  variable  s  aug-, 
meale.  Cest  une  fonction  de  2,  qu'on  doit  éliminer  au  mojea 
de  l'équation  de  la  surface  interne  du  vase  ;  autrement  nouj 
aurions  trois  variables  dans  notre  équation,  et  l'inlégratioi 
deviendrait  impralieable.  Quaud  on  aura  donc  substitué  Ib' 
Taleur  de  s'  et  intégré,  on  connaîtra  a  en  fonction  de  l;  et  à- 
l'on  retranche  de  a  cette  valeur  de  e,  on  aura  celle  de  h  qu'oi^ 
substituera  dans  la  formule  (435)  ,  et  en  effectoant  une  nou- 
Tclle  intégration ,  on  obtiendra  la  dépense  Q  du  réservoir. 

63^'  Prenons  pour  exemple  un  vase  dont  la  surface  in- 
terne serait  celle  d'un  paraboloïde  de  révolution.  Cette  sui^ 
face  étant  engendrée  par  la  rotation  de  l'arc  de  |iarabi>1e 
Fig.aSi-  AD  (fig.  aSi)  autour  de  l'axe  AB,  si  l'on  nomme  a  ta  di»^' 
tance  AB  de  l'orifice  au  niveau  primitif,  il  y  aura  entre  l'^b^^ 
cisae  PB  :^  a  et  l'ordonnée  PM  ^  j*  la  relation  , 

_y'  ^p{a  —  a) ,  ëqual,  de  la  parab.  rapportée  à  i'or^.  B.   ''' 

Donc,  en  représentant  par  i  ;  x-  le  rapport  du  diamètreàT«) 
circonférence  ,  le  cercle  décrit  par  PM  ayant  pour  exprei- 
sioo  ^y' ,  équivaudra  k  irp(a  —  s);  par  conséquent  nont 

.'  =  ^(0-.)...  (44o). 

Mettant  cetle  valeur  dans  t'cquation  (4^9) ,  il  ■ 
intégrer  celle-ci 

dt  ■=  -    "=     '  '-  dz  ; 
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oa>  en  réduisant , 

û?<  =  --^^  (a  — «)•&; 

635i  Pourp^nrenir  k  intégrer  cette  équation,  çprame  dz 
est j  an  signe  près,  la  jdifférentielle  de  la  quantitjjé.qui  est 
comprise  entre  les  parenthèses >  nous  supposerons  (Elém.  de 
Calcul  intégral^  art.  271)  a— -s:=a*|Ce  qui  nous  donnera 

remettant  pour  x  sa  yaleur  j  on  aura  donc 

et  par  oonséqnent 

*=-5  7^  (a-^)î  +  C...  (44«),     ' 

on  détermine  la  constante  C  en  supposant  que  /  soit  nul  à 
l'origine  des  2,  car  alors  en  faisant  s  =  o  et  ^=0^  dans  l'é- 
quation (44  Oi  o^  obtient 

mettant  cette  valeur  dans  l'équation  (440  >  ^^"^  aurons 

€5XlllU 

^oar  connaître  maintenant  la  dépense  d'eau ,  nous  tirerons 
^*4ibQrd  de  cette  équation 


_.=(,î_,i^.,)t, 


^^te  valeur  étant  introduite  à  la  place  de  h  dans  l'équa- 
^  ion  (435),  la  convertira  en 


M 


HXMU>otlttMl<iUB, 


Q=»v/^/(j-.i^%.,y.<. 


Cette  cfrualion  l'intégrant  par  '^  même  procède  qoe  novi 
avons  empk)}>A,  art.  63f^,  nons  ne  uoat  y  ai-rélerons  pw. 

636.  Cllerehonï  encore  le  temps  de  PécoulPment  d'un  lAse 
dont  )a  s^u'face  interne  serait  celle  d'un  cylindre  droil,  et 
qni  se  Titltioit  sans  réparer  ses  pertes.  Soit  b  le  rayon  de 
la  section  (1|i  cylindre  par,  un  plan  perpendiculaire  à  siin 
axe,  nous  aurons  s'  =  rh',  et  l'éqiiat,  (439)  nous  donnera 


Faisant  encore  a  —  «=-A,  inlégrant  l'é'piatioB' fr«nef(>f  ' 
mce,  et  renicttanl  ensuite  la  valeur  dit  h,  nous  trouveront 


hV's 


v/„_.  +  c-. 


déterminant  la  constante  par  la  supposition  qne  z.et  t  soient 
nuls  en  même  temps,  on  a  enfin 


,=^(v..,V. 


prenant  l'intégrale  depuis  le  point  oji  1 
oii  I  =:  a ,  on  a  pour  l'écoulement  ,t^al 


0  jusqu'i  qgJ^i 


(443). 


Si  l'on  luppoac ,  comme  dans  l'art  6%6',  qœ-PorifiCe  sMt-nn 
cercle  qui  ait  r  poup  rajon,  on  aura  k^rr*;  cette  Ta- 
leur  réduit  Rqi^tion  ,Q{43)  ^' 
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En  compnRnt  cette  valeur  à  celle  que  l'on  a  obtenue: ,  ar- 
ticle 63g,  on  Toit  que,  dans  J'hypotlièse actuelle,  le  vase  de- 
meure le  double  de  temps  à  s'écouler. 

637.  Les  formules  (44^)  et  (44^)  peuïent  servir  à  construire 
une  clepsydre  ou  horloge  d'eau.  Pour  cet  effet,  lorsque  l'on 
aura  déterminé  la  longueur  du  temps,  par  exemple,  12  heu- 
res, on  réduira  ce  temps  en  secondes;  ce  qui  donnera  ia(6o)' 
on  ia.36oo  secondes;  et,  en  substituant  cette  valeur  de  t 
dansia  formule  (44^}>  nous  pourrons  disposer  arbitrairement 
(le  trois  des  quantités /i,  ^  et  a.  Supposons  donc  que  les  deux 
premières  soient  données,  la  formule (4 43) déterminera  aiore 
la  hauteur  a  de  la  clepsydre;  il  ne  s'agira  plus  que  de  di- 
viser convenablement  cette  hauteur.  Pour  cela,  on  tirera  de 
la  formule  (44^) 

et  en  donnant  à  ^  les  valeurs  successives  1  ,  q,  3,  etc.,  ob 
aura  les  valeurs  qui  correspondront  à  1 1 ,  à  10,  à  9  beir— 
res,  etc.,  et  qui  devront  être  comptées  depuis  l'orifice.  Il 
D'est  pas  besoin  d'avertir  qu'il  peut  y  avoir  des  clepsydres 
du  toutes  les  formes. 

638.  Il  est  utile  d'observer  que  lorsqu'on  sera  arrivé  à  là 
tlemière  division  ,  à  partir  de  haut  en  l>as,  l'entonnoir  dont 
nous  avons  parlé,  art.  €oS ,  pourra  influer  sur  les  résultats^ 
c'est  pourquoi  il  est  convenable  de  ne  faire  usagequedesonte 
premii^res  divisions. 

63g.  En  général ,  les  conditions  du  parallélisme  des  tran- 
clies  et  de  l'égalité  de  vitesse  des  molécules  d'une  même 
tranche,  cessent  d'être  observées  lorsqu'on  s'approche  d'en- 
viron quatre  ou  cinq  pouces  d'un  orifice  horlKontal.  C'est 
alors  que  les  molécules  dtifluide  prennent  des  directions  plus 
ou  moins  inclinées,  et  que  l'espèce  d'entonnoir  dont  nous 
avons  parlé ,  art-  6d5  ,  se  forme.  Lorsque  le  niveau  du  lluide 


L 


de  B 


i'i 


nrDRDIITI'AMIQVE. 

e  grundi?  distance  de  l'orifice ,  w 


sîbicment  horJEontal;  et  si  l'entonnoir  tic  pnrait  pas,  c' 
que  la  vitesse  étant  d'autant  plus  grande  que  la  colonne  tl'i 
est  élevée,  cette  vitesseest  cause  que  les  molécules  du  flulile^ 
qui  d'ailleurs  se  succèdcnl  iuimcJiatemenl,  remplisECnt  d 
suite  le  vide  qui  a  lieu. 

Cet  entonnoir  est  beanooup  moins  apparent,  ou  pluIAt 
ne  se  foimc  qu'à  demi  dans  les  orifices  latéraux;  encan* 
fant-ilque  le  niveau  de  l'eau  soît  pnrvenu  a  peu  près  à  fleiff' 
de  l'oriUce.  C'est  alors  que  ce  niveau  perd  un  peu  sa  diree 
tion  horizontale,  pour  s'eulbnrer  légèrement  du  câté  de 
l'orlËce. 

Celle  tendance  des  particules  aqueuses  vers  l'orifice,  àt 
côté  duquel  elles  éprouvent  une  moindre  pression  , 
cause  que  le  jet  se  rétrécit  par  degrés  en  sartan  t  de  l'orifice, 
et  prend  la  forme  d'une  pyramide  ou  cône  tronqué,  dont  Ifti 
plus  grande  base  se  trouve  à  l'orifice.  C'est  ce  qu'on  Appell^ 
la  contraction  de  la  veine  ûuide. 

Dans  un  orifice  circulaire,la  section  de  la  plus  grande  COUP 
traction,  c'est-à-dire  la  plus  petite  section  de  la  veine  flnid^ 
est  distante  de  l'orifice  d'environ  un  demi-diamètre  de  q 

6^0.  La  contraction  de  la  veine  fluide  existe  aussi,  bti 
lorsque  l'orifice  est  latéral  que  lorsqu'il  est  horizontal;  ma 
il  y  a  cette  difiërence,  que,  dans  ce  dernier  c»s,  la  veine  £luid| 
conserve  la  même  grosseur  dans  toute  sa  longueur ,  tandtl 
que ,  lorsque  l'ouverture  est  latérale ,  cela  n'a  lieu  que  dans 
va  orifice  très  petit.  11  résulte  de  cette  observation  que  sli 
l'on  pouvait  mesurer  parfaitement  la  section  perpendicuH 
laire  à  la  veine  contractée,  on  pourrait  regarder  cette  set» 
tion  comme  le  véritable  orifice.  S'il  est  diiRcile  de  l'évalut 
avec  exactitude,  du  moins  est-il  constant  que  la  fonnij^ 
donnée  par  l'expérience  ne  difière  de  celle  que  la  tbéoria 


JE.  4a5 

représentant  par 
a  doit  avoir  pour 
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>  trouvée  que  par  la  valeur  de  jt.  Ainsi  ei 

Mfc  l'orifice  déterminé  par  l'expérience, 
^  dépeme  effectÏTe  d'un  pelil  orifice, 

i\t  lieu  de 

q=k\/^g.t\/2. 

ù^t,  L'eipérieDce  a  aussi  prouvé  que  ce  uonibre  U  élut.J 
le  même  jiour  deux  petits  orifices  percés  dans  de  m 
rois.  En  efltl ,  en  désignant  par  Q',  par  k'  et  par  a'  la  dé- 
pense, l'orifice  et  la  hauteur  d'un  second  orifice  de  ce  genre, 
on  aurait,  dam  cette  hypothèse, 

Q  :  Q'  ::  Mft  y/Tgi  \''â  :  M/i'  \/7gt  )/a\ 

proportion  de  laquelle  on  conclurait  que  les  dépenses  ef- 
fectives des  deux  orifices  sont  entre  elles  comme  les  pror 
duits  ftv  nifit /t' V'o'desairesdes  orifices  par  les  racines  car* 
réss  en  hauteur  :  c'est  aussi  ce  que  confirme  l'observation i 
qui ,  en  ce  point,  s'accorde  avec  la  théorie. 

64a.  L'abbé  Bossut  a  trouvé  que  ce  nombre  M  était  à  peu 
prèsdegjOu,  plus  exactement,  de  .C'est  par  cette  frac- 
tion qu'il  faut  multiplier  la  constante  /i,  pour  que  le  résultat 
donné  par  le  calcul  soit  celui  qu'avoue  l'espéiience.  Ainsi  la 
dépense  trouvée  par  le  calcul  pour  un  vase  toujours  plein 
étant,  équation  (435),  page  4i6, 


(i_  =  h\/o:g.t\/a, 
corrigée,  ou  celle  que  donne  l'cspérieace,  sera 
Q  =  (o,62)*l/5>,ll/5; 

Q  =  C4,8i8)t,l/5, 
en  remplaçant  V'^g  par  sa  valeur.  ':•,■'!       ■    1'!^  "' 


la  dépenst 
ou  plutôt 
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Cette  rortnule  eSl  eitcori!  applîcahle  ans   petits  ofifi^  * 
lalératix.  i 

A  l'égard  d'un  vase  qui  se  ride  gt-aduèllement,  an  ne  I 
pt^ut  rien  statuer  aur  approches  de  l'orifice;  mais  si  l'an  ae 
mesure  la  dépense  d'euu  <jue  jusqu'à  une  certaine  hauteur 
au-dessus  (le  l'oriGee,  )ar  mâma  cor-reetïon  pourra  s'appli-  I 
(jucr  à  1.-1  formule  (439) ,  qui  deviendra 


di=- 


et  à  l'uide  de  laquelle  on  détâri 

le  temps  et  ensuite  la  dépense  d'eau. 

()43-  Jusqu'à  présent,  dans  ce  qù 
tioiis,  ncHis  avons  suppoeé  que  les  oriilces  ne  pénélraïentqi^' 
de  minces  parois ,  parce  que  c'est  enuOne  un  fait  appuyé  sitf 
l'expérience,  que  dedecix  oriljccs  qui  réponih^ut  à  desbaO' 
leurs  égales,  celui  qui  a  lemuïus  d'opa'ieseur  fournit  Udé' 
pense  la  plus  grande- 

Voilà  pourquoi  lorsque  l'eau  sort  par  des  tuyaux  sddi— 
lionnels,  la  correctinn  que  nous  avons  fuit  cunoattre  pour 
Je  niiuces  oriOces  n'est  [>liis  applicable  ici.  Un  tuyau  de  et 
genre  cst'ordinnirenittnt  très  court,  comin»  de  dem  à  trnt 
pouces;  mais  il  fautqDe  l'eau'cotile  sur  scS'  parois  avant 
que  de  sortir ,  autrement  on  tomberait  dam  le  cas  desori- 
lices  ordinaires.  Or,  pour  cfue  l'eau  puisse  couler  itc  lasortèt 
il  faut,  suivant l'abbàBossut,  que  le  lujau  ailau  moins  oM 
longueur  double  de  celle  de  son  dïarutitre.  Le  même  gâo-J 
mètre  a  reconnu  que  lorsque  l'eau  sort  à  plein  tuyau  f  i 
suivant  l'expression  technique,  à  gueule  bée,  la  contractiff 
de  la  veine  Huide  avait'tôujmirs  lieu  à  l'entrée  du  tujaa,  fltq 
non  à  sa  sortie  où  l'eau  prepd  une  forme  cylindrique. 

Cette  contraction  est  assez  forte  ponr  augmenter  beaucoup  i 
la  dépense  d'eau ,  malgré  lés  effets  du  frolletncnt.' 


DB   L'ioomUUIMNT   Bl'vif;  fLVlDE.  4^7 

Au  reste,  on  a  enooreobserré,  dJBiiis  les  tuyànx-dece  gttii^, 
que  tes  dépenses  d'éab  étaient  encore  proportîonnelteis  aux 
produits  des  orifices  par  les  hauteurs  correspondantes;  maisi 
d'après  ce  quenonsTonons  de  faire  obserrer  qpuela  dépense 
d'eav:  decatujan  est  plua  forte^^  on  conçoit  que  le  nombre  M 
ne  peut  plus  être. le  même.  L'abbé  Bossut  a  encore  reconnu 
que  pour  ces  tiajaux  additionnels  le  nombre  M  était  égal 

à  -^,  ou.  plus  exactement,  à  environ .  Ainsi  la  fôrmufe 

ÏO  '^  lOO 

(436)  qui  a.  lieu, pour- évaluer  lai  dépense- d^eau  d'un  réser- 
voir toujours  plein,  éta^nt  corrigée  pour  des  tuyaux  addition- 
nels ,  deviendra 

et  comme,  ces  tuyaux  s.Qpt.oi*dmair.qn|ism^, cylindriques,  ils 
ont  UQ  cericile  pour  sciction.  Nommant  rJerrayon^ de  ce  cer- 
cle ^  fr  pourna  être  remplacé  par  «r^,  et  si' l'on  calcule  la- va- 
leur de  la  constante  (0,81}  ^V^2gj  on  trouvera 

Q=  (4,9438)  r»^V/â. 

A  l'égard  d*uu  vase  qui-se-vide>  on.  agiracomme  nous  Va- 
vons  fait  pour  lés  orifices  pratiqués  dans  de  minces  parois. 

Equations  générales  du  moui^ement  des  JluiJek . 

644*  Soient x,^,  z  trois  coordonnées  rectangulaires  qui,  en  prenant 
d^  valénrs  particulières,  déterminent  tous- les  points  d'une  masse  de 
fl(iidé.-.9î  cette  masse  est  en  mourement,  les  valeurs -qui  se -rapportent 
k'iifijn^tee  poiftt  dovvent  changer  commuellement ;  dé  soriç  que  la  po- 
sition de  ce  point 'doit  dépendre  des  qoaire  yariàMes  \z',-  y^  z  et  t.  Si 
l'on  savait  quelle^est  cette  position  à  Pexpiiaiioa  du  temps  <^  et  qu''on  eût 
le  moyended^terminerli^  vîresseV  du  point  ^onu^-êfvfbnctroh  des  quatre 
variables  Xy  y,  z  t\  t,  cette  vitesse  serait  connue.  Il  en  serait  de  même 
d€  la  densité  f  du  fluide'en-eeJîini^  et  de  la-pression  p  qui  pourrait  être 
communiquée  au  point  jt,  y^  z  par  diverses  forces  accélératrices. 

645-  I^e«  qvii^titM  V,  jh  et  p  ««roat  donp  l4s.ianop»Ofi  d(iiprol>ième, 
et  derrom  se  déteHoinef  enifdnetioitdei  coordoauéei.  t-i  y^  a  tiàn 
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uupKiiniiwJkrrti'"^'''^  V,  iUalkubHmt^nl'iDteiuHK.V 
iK-  ïufEii  pu,  c(  qu'il  oi^ifcciuin  d'en  aTOft  U^i^'cçtioiif  ce^uie^ 
dicor*  t|UO  l'.m  cuiinoi.«  lu  anglM  fl.«  S'i^uo  cell*  direction  bîl  a; 
ilr*  pnia1l6l«i  i  ilcoï  de»  airs  cootd.inoL».  ït  rauilra  Jonc  ajouter  I 
•kiTi  nouvHIwiiiL-enniui  ib  [)nibtcmc;  mnii  au  lien  dr*  trinmri*fi 
V ,  S  tl  f,  ngui  poiirroiu  prendie  It»  cunipoianli»  u,  t>,  w  tl«  la  >ild 
lutallilïinent  flUïIruû.iiiocoordonota,  Aiiwi,  leproblinic  gcn^ol  il; 
noui  cirerehoaa  la  mlntiaD  cnmpirlc  cr*.  cinr)  înconiiueB,  p,  f,  u,  •■^^ 
ci  pnT  coau!qiiei>i  iat.k:eHi[e  cinq  i/iiuulbiis  poiit  les  iWiermiiuir.  Il  M 
«■ra  doue  pcrmi»  de  tiniUr  p,  j|,  u ,  f,  iv  cauiniei]eiç[iuiiitlliia  cnliircDli 
rrmmua,  pourru  que  nooi  punenioiiti  elaUir  cet  cinq  ci^aiioDi.  N(i 
nltuiu  (l'abord  voir  eommEnt  la  oompoMalw  >i,if ,  w  de  la  *Mb 
I  riivcDt  dttcrraiucr  rcipr^MÏua  de  cotie  viuuc  aiiui  qna  m  dfreciiqii 
Voar  nia,  uiL  M  an  point  OaiAe  contidÉiï  h  Vexpindoa^  du  Icaipt  : 
<■'!  2|  7",  S  If^a  coordonneu  Je  ce  point  A  cette  mjnic  rpuqae  ,  lea'cci 
pOMiilea  u,  u  et  w  de  In  viteuo  de  ce  point  «uni  mulliplii'ei  par  I 
ipiup<  infiniment  petit  lil  qtii  mccMcra  h  t,  dooi(en)a(  les  prudl 
<idl,  vdt,  ^vdt  pour  1«  vapncca  p»rcoiinu  dans  le  (emjit  ét\  car 
doit  le  rappeler  qne  l'eipaee  ett  é%n\  au  produit  do  t4-mp«  pkr  !>' 
Ifue.  .^n  mojen  de  cci  coin{>DS3nti9,  oa  trauvera  poar  rcipaca  SQI 
Fig  35a.  ^lij;.  sSi]  purcouru  par  le  point  M  dam  l'insunt  dt ,  ail.  j6  et  Sa; , 


MM' 


=  y/u'di.*- 


m  Tnetlant  le  facteur  conmtin  At  eb  i.Âà\ 

MM'  =  J(  \/'^^ 


dunfieat. 


"-■■  WA)-^ 

et  comme  l'eipace  patconm  MM'divIië  par  dt  eai  if,A  à  là  'lileaae,  on 
Toit  ^e  le  radical  de  l'equatïou  (444)  d'"'  antre  choH  que  CCtlc  *i- 
ti-iie,  que  non*  aTuns  désignée  ci-denua  par  V,  ca  qui  eit  d'ailleun  é<i- 
denl  puisque  u,  tr ,  v"  eu  tout  les  trois  projections. 

Pou(  en  dclcrnûner  la  position,  loieni  S,  S'cl  9" les  anglei  <]Be 
MM'  fait  avec  In  axei  coordoDo^s;  ai  noQS  diiitoni  le*  etpacea  farcan- 
nu  adt,  vdt,  wdt,  par  MM',  Qoui  obtiendrons,  aprii  avoir  aappçîine 
le  facteur  commun  dt,  aux  ticux  terme*  de  chaque  fraction. 


vz^^~ 


Vi'-+7. 


Sf^'  Mais  tandis  que  le  point  fluide  M  est  liansportc  de  M  e 
dan*  l'instant  dt,  voyons  <:e  que  devient,  dans  le  minic  inst^inl 


^ 
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■    4'»^ 


pclii  jKirallcIifpipi'ilei [ecUDglo  <1t>m  Ira  (limeiKÎoiu.ierarGnf  <tr,.f(t'j  -ab  ^ 
tlk,  ft  que  l'op  lifikt:  i:ei)3idér«ri«pB»nci  l'i:léin^  de  In  Insuq  iluï 
Four  cela,  prcnoi»  doux  poïncs    tluidcs    iatinimenL  pioclics,    cbi4 
correspondent  unx  coordountes  xjj^,zttx+dj',  y  -i-dz,  z  +  c 
ri  di/iignons  cm  poinrs  pur  fM)-«  pw  f/n) .  en  jncimul  aitiït  de^  onrcn- 
ihùtet  pour  diitinguer  tes  potiil^  fliiidcs  âe  ceux  de  ) 'espace' rcpn'ieiiVts  , 
dani  la(igureiS3,parlcBDiJmeslelû'ci)Me(  ni;  et  soient  M'eim'l»  Ftg.a53; 
'«H"  o^  ^M]  et  [mj  scTOBl  itaniporn*»  m  ljo(i[  di).l«af(v  d(i,Çe|t,0oinpJj^ 
ïI'(bi)  clant  scpares  par  un  certain  espaça  liniiaire^  cet  espace  est  occupÏ!  [ 
tnrilMpaniGiiI»  flui^i  «t,  ^mmc  il  ja  caniinnit^  dsirile^daUli^  ) 
CCS  particules  se  lojiclie.-il  luinci,  mais  sont  suicef^i^cs  4ç 

lépipèduoa  l)out  du  icitiiu  f-^iJI-Cnla  potdi4ë«potlUa'Bt>lclnlfM)«^nt)> 
K  iTouïanl  en  M  cl,  en  mi  aYani  rjuc  le  leiupi  (it  >ailj  Ijyiwnmci:^  il  niHit 
pour  passer  île  Tun  b  Taulrc,  de  supposer  qucfles  coorLionnf'u  x  f  j^,  CT' 
iBi/ieaaeat.r-t-dx,y+iiy,  »-f.i/i;  aloi*l<s «tinposintci  rectanja)''""" 
de.  la  ïileuo  qui  aniraeconl  (m)  à  reïpimlion,  de  |,  ou  (jeu  d'iu 
ronclloni  u^veiw  des  coorilonnJcs'  x  ,  y,  i  dcvieîidronl  dce  fonc 
dn  c(M>idonn«rs  z  4- Jj: ,  X'^'fy''  *  +  ^-  Lu  «Oifapasanlai  u,  V 
recevront  dotic  en  m  des  nceroissemcns  que  nous  allons  deterpiiner  ; 
njajs  auparavant  nous  ferons,  remarquer  (]iLe  ces  composantes  de  la^i- 
tcsK  étant  indépendantes  les  unes  des  aulrca,  art,  3aç),  îl  en  doit  cire  de 
mi'me  des  espaces  parcourna  qui  lonl  les  jjrodaila  de  ces  vitesse»  par  di. 
6J7.  On  est  donc  fonde  ï  considérer  séparément  les  dois  cnordonnecs 
dn  poini  nt'qui  rcpri'scnienl  ces  espaces  parcourus.  ^inai,,ea  com^wn- 
çaotpar  celle  qui  est  dans  le  sens  des  jr,  «  c»  preijanf  ,p|Mur  priKiflil-^le 
point  M  (lig.  ï54),  on  voit  que  cette  coordonnée,  se  .conipo^.;l»,,j(l(:^p]_.,g(_ 
dialance  dx  qni  siipare,  sur  l'aie  des  j:,  les  prajecMioi  des  pojj)}^  M  et 
m;  ao,  du  ch«min  que  décrira  la  projection  du, pttinl  (m)  (n.  vert^.de-U     ^ 
«lesse  acquise  i  feipiratiou  de  ( ,  vitesse  qui  an^Ène.^  ca.pfîpf  Ô»J  ,4»')>  "        ^ 
en  m',  et  sa  projection  (n)  de  n  en  n'.  Or,  la  composante  d^;[t^*^ 
du  point  (M)  dans  le  sens  di'S  x  clanl  u,  elle  (leviûuln 


.  «^u  . 


dx...  (445) 


a  dn  poînl  (M)  au  point  (m) ,  dont  Tncôor  donnée ,  (ftïîî 
Il  pitis  longue  de  dx  que  ceUc  de  {Ifl).  En  oonsidi^ti  t 
d'abord  le  prcinïec  terme  u  de  reipresaioo  [44^)i  tx  [erme  nous  inilique 
dans  (m)  une  vitesse  qui,  diiigee  suîtbbi  l'aie  des  .x  ,  est  egule  il  celle 
^i  anime  {M)  suivant  le  mjme  aie. 

Ilanil  de  lAque,  dans  rinstanl  dt,  la  projection  (1)  parcourt  sur  l'axe 
en  teitu  de  celte  senle  vitesse,  uu  espec  uHt  épi  ilu  chiïihin  NN 


iictitp»tMfr6ieaxaa(K)i]B  poinifM)nr  1*  mfine  axe;  »i«ii  t^wé- 
scataat  fw  itP  (lig.  aô^)  ce  chemin  parMim  p*r  la  proiwiiM  {nj,  <n 

nP  =  HH'j 
4ft9  Mamâtaot  U  paille  romtnanc'nN',  il  reste 
-.i  ..1  .V.  F    ■  3Si'P=H™=i£ii 

^yia'  lli  prdîfliton  (n)  Jdo  point  fm}  flrriïiîe  en  V ,  doit  continuer  i  M) 

,       .  du  ,      dv  ,      dw  .  .  ■* 

pMUvMt  ra  totUi  Jei  iiicsseï  ^«ir,  j-"i  'jî       '  "*  P«"!0">irlit 

fipiA;eB  ijtie  meaurcronl  les  prodn'its  dé  ci!i  yî^eu«9 


dl.  X>c  pcuaier.du  ijM  tepaccl  ai 


iQHQ-r-àx.dt,  t 


ptoiccllonfri)  ae'ï'VQ  Q  tdufour»  .ur  1»  Jîreciion  de  Ta) 

la  tiltMa  --f-  dx  qui-agil  paralliluneiil  11  l'axe  dd  y,  mrij 

mobile  qui  mt  «n  Q  ilc  fa  aireclion  de  l'axe  des  x,  et  lui  fera  déci 

ane  ptiiu  ligne  Q^  VBwJKIe  i  l'oie  ia  y,  "  fgale  A  ~*r.A.  H* 

fin,  notre  point' de  [irojeiiioii  arrÎTo  en  R  rlifingcra  encore  dedîiectîon, 

et'ai*C[lra  une  ligne' Rn'parRMèle  à  l'aie  dei  i,  et. 'gale  i  '' 


en  or 

'Ml. 

raek 


, S  ■''■""■ 

■  'O^S.  n  mil  de  ce  ([nilii^Me  fat  qnitid  (*)  sera  en  m',  la  pr6]«lttletl  i 

(^•yAanl  le  aena  de  raie  dtt  y  sera  patrenneen  n*.  Par  Conséqntnï ,  AnS 

'  'PtnlérïâUedelrtnpiiif,  i«  prtjjectiûn»  de  (M>  «I  de  (m)  dans  le  lenè  A" 

X,  nncbttl  prit  Yci  jUliitltink  W  et  n'.  La  disilW^c  de  ces  dent  poiatl  (I 

Fi»  355   ^*i'le'*i«en'  '"  ''"^'''lalc  d'ith  patalleliJpiçide  rectangle  [fig.  a53;  doïl 

.  '  WQ .  QB  <"■  ^'  5«f"'™t  •='  «fis  arim  i  eetle  distance  anta  donc  faW 

etpreiiîdn 

l/flCP  +  PQ)'  +  QR'  +  Bn'....  (4(^5 

à  l'cgard  des  Tatcun  do  lignea  qui  entrent  soBs  Ce  ndîcal,  i 

(')  Uon.  i 

t/u  ,      ,      do   ,      ,      âw  ,      , 
-y-dx.dt,  —ûx.di,  —dx.dl; 

lunM  si  l'on  eût  pince'  eci  eipacr*  il^ns  nn  ordre  difftren 


^idcDinunt,  U'ii(>i^»lti  lliiÉocic  que  notu^aïui^i  d'i^Llù  , 

aT+pQ=.(J*Èrf')rf.=,^(.+Ê^-) ;, 

Mettant  cc)  *iilenn  Hnits  reipression  tl{^  >  "  Caiinhl  passer  le  faclenr 
coBininn  éIi'  fn  debpn  iju  ùga*  JBdioi ,  Cd  iMef  paar  U  «(»rdoni)q> 

aeM'm'daDsle»™de.  j:,  .      ■ 

■^  \/('+f-0+ (S"  ■"•+(§)■■"■-  '«"■ 

On  Totl.qnc  rvtlc  DODrdonnce  rormiinl  an.Miglé  QQ'h'tfJ'bï^  càr'à 

Elf  «)icicli:inl  p^i'  ^c  mjme  proc«^=  [es  ^atttn{n|antii«  d*  ^'f7',||f^ 
lif  scus  de  Taxe  des  >■  et  de  taxe  des  s ,  on  irouicrail  que  ce 


.'t   .1 


et  qn'eHrs  ("liciirlcnl  im  pea  de  la  dhMtioa  des  Bxcs  prirairifs.  Par  cou 
•êqDeni,  le»  trois  cda's  de  noire  iiarallfk-pipide  cliangcnl  un  peu  dtd 
cltDBHOB  :  ce  paislliil^pip^de,   d<t  rt(naiigle<qu'il  ^uil  avant  la  l«op»,J 
A,  devient  donc  obtii{u>ngle  i^aaiKl  et  temps  s*es(  licol 

649-  Mais  poor  pouvoir  nlTîitner  que,  maigre  l'ahliijuiid  de  ci-t  artia^JI 
noire  prisme  elc'oiCBjiiirc  coniene  encore  la  forme  d'un^rallilïpipW»  J 


(*]  n  n'est  pa^  inutile  de  faire  observer  qqe  l'angio  r/H'Qfnt  infini- 
ment peiil ,  car  Ici  qnaniïit-s  —-  dx.dt  cl  -j-  dx.dt,  qui  sont  les  ip  J 

leurs  de  RQei  de  n'B,  c  ta  n  t  dci  infiniment  petits  du  second  ordre, 
doit  être  de  taime  de  l'hTpolhe'niisc  n'Q  du  pclil  triangle  riclanelc  n'QR    j 
fonaé  par  cei  cftlra.  Mail  le  cbté  H'n'  de»  triangles  n'îtiPQ  c'tanl  nn  '   " 
nimenl  petit  dli  premier  ordre,  il  en  resoltt  que  l'angle  nVQ  ei 
S*iBiMit  petit. 


^3»  BirpnoirrNAMnjtiE. 

upita  i'iiHianl  *;  il  fflitt  prenrer  que  Ion*  cil  cftiM  mient  pnrallelM 

Or,  c'eil  CE  qu'il  "t  facili  de  Têrilwr  ea  cherchant  ce  que  deriumiciil  la 

componnK*  u,  y,  wàa  U  Ti(^e  lanqD''on  paiaedd  point  M  de  août 

F«.3iW.  P«'«"^''pil*''  primitif  DC  (fig.  a56)  k  Vaa  d^  ers  poinl.  B,  C.  D,  W.. 

ona  (OUI  s,  J',  ».  >  pour  vitmet  ,,^, 

Ir  point  B'qaiaoTKsponil'Bnx^aDrdaïui^  i-,^i(>ir^  «t  z  ,  ann  pur 


~dt  ' 


^d{j-  +  dx) 


Je 


d^ 


«trwpiivc^,^"  £Jcvton<r«m|>W.^,  ^  ..  _^ -.. 
Iciformiilesf^^:),  (418)  ci  (4^9).  Mais  noDsl.HoiMi  wrir  que  cWlc  itJj- 
AÏ(iiUo4c»iiDniili*^'Ki»'el&ti  »'  Toii  compare  le  t^™«  t— qnirfoltiiit 
mlaeila^  an  l«rnie  ^-  àc  U  formule  (4-!!),  on «tottoalira i  t'«Wc<te» 
fotDMilc^  [450}  et  (4^0  qu<<^i  Icrnia  ne  ilijlïi'ci^  qilc  pai:'~nn  ipHniaifiK 
pelilf|n'oii  *  le  droit  de  soppiinct,  Parcornwjaept  la  fonnale '{4f:). 
qui  donne  la  longueur  du  cAluMA  eu  bout  liu  temps  dt,  <^rîme  au»> 
bienlïlaiiguenrducAliflll^Au-hpdtduiBa^ctçfnlt^  _._  ^  ^     . 

On  pronverait  de  mime  qné  tous  lè>  aulrei  cbîc*  qt>i  ctaiCBI  p&nllticf 
dans  le  pacallelipïpfide  piimltif  tuni  cnCDru  Jgaui  ilaiii  sa  nouvcUr  |>u- 

C5o.  NcgligeauL  ]»  mfiuLment  pctj.a  du  second  orJr,:  (•),  a.Uta  qU' 
ceux  qui  composent  le  premier.  otHi  ^  et  qot  dosnecMM  lî*u.pa| Jn  aoif  ^ 
dn  ledaclions,  les  fonaulei  (447)<  (44^J  ^'  (44^ >  dnî««ieot 

cl  en  enrayant  les  raeinei  cacre'ea ,  donnent 


OOnpuur 
ladical  S  1/7. 


itcrolic  qu'on  devrait 


quantité  liaiu 


i  lupprimct  les  ialiniment  pe- 
est  que  l'eiprit  de  ce  calciil 
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'^('  +  ê'")'   ''•^(••^•^''0'    '^(>  +  ï*)--  (453). 

pour  les  trois  projections  àm  MW'(fig.  a53);  et  comme  daoft.  Tituiant  Fig.)53i 
di  Jet  extrémités  M  et  m  de  la  petite  droite  dont  dx',  djreidt  sont  les 
pcojectioDS,  arriTent  en  M'  et  en  mfj  la  distance  M.'m'  représente, donc 
ce  ({ne  devient  la  droite  Mm  au  bout  de  Pinstant  dt. 

65 1.  Ayant  ainsi  déterminé  Ips  trois  projections  de  ilifm',  si  nous  en 
formons  le  produit ,  c'est-à-<1ire  si  nons  multiplions  entre  elles  les  troi» 
quantités  comprises  sous  le  n«  4^  >  noxiM  aurons 

■  I 

d«*rrf«('+J^Ji)  0+5^'^)  O+S*) •••  «54), 

pour  ce  ({ne  sera  devenuje  para^élcpipède  dxdjrdz  au  bout  de  Pinstant 
<lc.  A  U  Vérité,  le  nouveau  parallélépipède  serait  obliquaogle  dans  la 
ligaear  mathématique,  comme  nous  Pavons  vu,  et  par  conséquent  ne 
serait  pM  égal  au  produit  de  ses  trois  arêtes  j  mais  Terreur  ne  porterait 
queldàr  les  termes  en  dt*  que  nous  avons  négligés,  parce  que  ces  termes 
soat  M  senliF  qui  écartent  ïe^  projections  de  lenrs  directions  primitives. 
Ainsi  nons  pouvons  adopter  ique  le  nouveau  parallélépipède  est  exacte- 
ment représenté  par  la  formule  (454)-  Cela  posé ,  en  formant  le  produit 
indiqué  par  cette  formule ,  et  en  effiiçant  les  termes  en  dt*  et  en  dt^, 
qai  se  troavent  compris  entre  les  parenthèses,  il  restera 

.tiSou'Si  nous  représentons  maintenant  par  f  la.  densité  du  fluide  au 
bout  dn  temps  t ,  et  par  f'  cette  densité  au  bout  du  temps  <•+</£,  comme 
la  masse  est  ^^e  au  volume  mgltiplié  par  la  depsité,  ^t  quç,  par  hypo- 
thèse ,  le  volume  dxdjrdz  correspond  au  temps  ^;'la  ma&se  fluide  ren-- 
fennée  dans  ce  volume  sera  donc  exprimée  par  pdxdydz,  et,  d'après  ce 
qui  précède,  cette  même  masse  fluide,  au' bout  du -temps  t^dt,  de- 
vieiidr.1 

dit      mc       dw 
et  en  représentant  par  A  la  quantité  -. — ^  w~  "^  "TTr  *  ^^^'^  expression 


consiste  k  ne  point  faire  de  suite  la  rédnctitm ,  parce  que,  comme  nous  le 
verrons,  les  quantités  finies  se  détruisent  mutuellement  h  la  fin  du  cal- 
col.  Le  mélange  de  ces  sortes  de  quantités  n'est  qne  moraenrané. 

Êléfn,  de  Mécanique.  7.8 


iH 

uySHOurHAMiqui.                 ^^^^^^H 

l                         prurr»  iVcrife  li 

celle  miiiiècv  aliregrc                                    ^^^^^J 

[ 

f'didy^(,  +  l,Jl).                                            ^ 

1    '               ■'  «sa.  Danàlar 
1                     dimnl  (najoun 
1                     .oit .  I»  d«»i.c  - 
1                        .i,l«rer«ra„t.^g. 

1  oh  le  fluide  «Il  ittoomprcuible,  une  masse  donak  * 
oeciipef  le  mirot  eipsce  daat  quelquij  tempt  <fae  a 

es;  dWil  m-il  qu'on  aura 

1 

p  rf^  Jjd^  =  ,  ld:r<ixdz  ( .  +  *  A)]  i                                    I 

tiduiisnt  et  iiipp 
(ant  la  nleot  qu 

o.flol  le.  factcnr.  commun.,  il  rcieta  A  =«;  c^l 
tepriiienie   A,  an.  65a,  on  sura  donc                         fl 

du       df       do- 

TcIIa  ett  la  condilinn  qui  doil  tué  »aliifaitt  pour  cpie  le  IJukIe  igit  ii- 

campceuible. 

CSj.  Dar»  le  eut  oh  le  ttni^e  en  compreuible  ou  «q^ttique ,  on  rlnft 
«garder  la  dcnsilt  qui  a  lica  uu  poiot  m' comme  nne  foDCtion  desra- 
.ir<!oini.eeii?:.j-,  t;  et  celle  ronciion  ic  deurminer»  an  oiQttumifln 

l       V,,..,. 

^"'  +  £^--^$"^-^■5''=-  Ciss,. 

^                   n»»  comme  Tir,.! 

pelil  pDiallelepipidc  eft  ifl ,  on  dura 

lir  =  udt ,     dv  ■=  fdl,     de  :=  xvdc  ; 
lempls^inl   dx-,  dy  et  dt  par  cet  "Bleuis,  l'^qttsiîon  (455)  dtiira^ 


. ,.]. 


equalion  qui  estde  U  forme 

Or,  la  deniitJ  cisnl  eu  laîion  inveiee  dn  lolume,  on  a 
f'.t".'.  dxdydi  (i  +  hdt)  :  dxdj-dt  ; 
DU,  en  meitïnt  la  valeur  de  p'^  el  en  iiippiimant  te  faclear  commun, 

p:p  +  L<I(::(i  +  *JO:ii 

l'Kalanl  Je  produîi  des  »iiémca  ï  celui  dis  Dioyeue,  aa  ■ 


-i 
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développant  et  négligeant  le  ternie  en  dt*,  qui  est  un.  inGniment  petit 
du  second  ordre ,  il  restera  • 

et  en  bupprimant  le  facteur  commun  dt ,  cette  équation  se  réduira  à 

SI  Ton  met  d»iM  ce  dernier  résnltist  les  valeurs  de  A  et  de  L,  on  ob- 
tiencbra  en6n 

(du       du    ^  d\%f\  ^  dp    ^       dû  df  dû  /,tu:\- 

.  '6554  Cette  équation  p0«t  se  simplifier;  car,  en  ocnsidéront  d'abord 
les  deux  termes  affecte's  de  u,  il  est  aisé  de  voir  qu'ils  sont  la  diffé- 
rentiélle  exacte  de  fU ,  ])ar  rapport  à  :r  et  divisée  par  dx, 

■La  même  observation  pouvant  s'appliquer  aux  denx  termes  en  f ,  et 
aux  deux  tennfes  en  ti^ ,  il  en  résdlte  qu'on  peut  mettre  l'éqnatîoif  pré- 
cédente SORS  cette  Ibntae 

656.  Cette  équation  renferme  comme  cas  particulier ,  celui  ob  Ja  den- 
site  est  constante.  En  efièt,  la  différentielle  d^une  constante  étant  nufle , 

df=:0', 

donc  le  terme  en  -p  n'exiite  pas ,  et  dans  les  autres  f  étant  constant, 

devient  un  fartenr  commun  qu'on  supprime  ;  alors  l'éqnati^rti  précédente 

se  rêdnit  à 

dû       dû      d-w 

di      dy      "Sb""'*' 

'ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  vu ,  art.  653. 

657.  L'équation  (457) ,  qui  établit  une  re^itioB  entre  la  vitesse  et  la 
densité,  est  appelée  Téquation  de  la  continuité  du  fluide,  parce  que 
c'est  diaprés  cette  kjpoUièse  qu'elle  est  fondée.  En  efièt ,  lorsque  nous 
passons  des  petites  arêtes  du  parallélépipède  an  volume  de  ce  parallé- 
lépipède, notis  admettons  que  le  fluide  qui  7  est  renfermé  participe 
au  mouvement  que  reçoivent  ces  arêtes  Or,  c'est,  ce  qui  a  lieu  s'il  n'y 
a  point  de  solotion  de  continuité  qui  empêche  les  particules  fluides 
de  se  suivre.  Cette  hypothèse  de  la  rontinuité  du  fluide  se  trouve  en 
défaut  dans  quelques  cas  particuliers.  Par  exemple,  lonque  les  mole- 

28.. 


H       436 

■ 

■ 

HYDBOnVWAMKirt. 

^^ 

"^         c.l« 

BttUrt  qu 

■uQJeMl 

'eiiD   a 

traïuport.»  d> 

mi  ratmupbère  d«cc»        l 

.Unt  . 

.ur  la  Krre 

..dle« 

•ubdi« 

i.6nl,  et,  ..ip. 

reei  par  l'aclioa  de  l'ui, 

«Ilu 

laiwïnt   ei 

lire  cllni 

.  d»  t 

font   retomber    en  pelilti 

^_                fODll 

a  d'Mu. 

Doiudi: 

temUi 

iblu  ».«  ,  U   théorie  nea^U  qae  no» 

H          ..on. 

1  eipiTiM  n 

'm  plD< 

appliq. 

lahle,  autiin'e 

■it-eile  pa»  loujouiï  d'si;- 

^B         cor.1 

.ve.  l'ex,.. 

■riencï. 

H           (.58.  L-^iisu. 

1D  >)c  lu  I 

:ooiinu 

iU  d'au  fluide  éuot  loin  de  mfGre  panr 

[rots  i 

□connufii,  noi 

11  en  allons  obtenir  iroii 

>  qui  non. 

i  >nor>l 

donnée 

s  pur  la  con>ii 

ileiDtioa  des  force»  accd- 

kr^ilr 

i«i.  Pour 

cet  cffi:! 

,  ™pp< 

,.on.  qn-on  .i 

t  r<;'duit  toutes  Un  fore» 

a«d> 

'r..IFicci  h 

IToil    CD 

"P""' 

lies  reclangiila 

irei  X  ,  Y  et   Z  ,    p«at- 

Ul« 

A  ch;,cut.  1 

des  H» 

,  et  ugi 

ixant  A  l'eipir 

filioQ  du  lerap»  t  tut  1m 

oioliii 

■„1«  Hui,le>  dont 

1»    CDD 

r<)DDne<:>   >ODt 

j:,  y,   t;  si  cei  force! 

i-elno 

jaiii  JibfciDeiil ,  eomniL'  elles  impriniBni 

ao  boHt  du  [empt  t  des 

dr    dy 

.{£ 

cltea  BccroUruii 

H       "'"' 

r.  q..i  loat 

dl'  dt 

•di' 

!nic«ï  Titeiiei  det  qnaD- 

B        .Kê. 

Xdt,  Tidt 

aZdi, 

int  Ici  vilesi» 

que  lel  forces  aecsTÙa- 

■         .rkr. 

X.  ï,   Z  .OUI  c^ 

>l,M« 

de  produire 

dans   l'inltant    dt  i   nuil 

^^1        coiame  la  point 

UuiJc  q 

.s  couiiddrons  < 

Elt  ti^aul  aolrei.elpai- 

^B 

ï  l»ur  CDiniuan  n 

loumm 

eDi,   les  Dccm 

lisstmeat  de  viteaaa,  >n 

^H        lieu  d'Jln  XJt 

,  ifi/t  Ht 

Zd(,  ^ 

•erotit  W  Bcer 

ji'-.4.±. 

dt'      dt' 

■  '4- 

^  »ç»i. 

'£" 

i;„^,. 

I  temps  dt.  Aimi ,  i  l'ei- 

^    pi,.,i 

unde^t.i 

ans  pou 

ir  les  acoroiutii 

KQïde  viteucefféctiri, 

aux  Kulea  forces  accélératrices , 
Xdt,   Ydt,  Zdt; 
ime,  d'après  le  principe  de  d'Alemberl,  les  viienes  gagnëei  oa 
ta  doivent  équivaloir  au  vitesses  que  pouiraienl  commtiniquei  les 


pour  les  viteiseï  perdaea  ou  gagnées 
daai  le  aen*  des  x.... 


Soient  maintenant  X',  ¥',  7.'  les  forces  accéléra iric»  qui,  dam  le 
is  de  l'équilibre,   d^raieni  capables  d'ioiprimet  ce*  vitctsei  au  fluide. 
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Comme  on  a  tu  art.  (298;,  qu'âne  féxce  accâeratrice  f  c'tant  donnée, 
r^ocroissement  qu'elle  est  capable  de  communiquer  à  un  mobile  dans 
l'instant  dt ,  était  représente'  par  pdt ,  nous  aurons  donc 

X'dt,  Y'dt  et  Z'dt, 

pour  les  accroissemens  de  vitesse  que  peuvent  communiquer  à  notre 
molécule  fluide  les  forces  hypothétiques  X',  Y'  et  X\  Or,  comme 
Boos  supposons  que  ces  accroissemens  sont  prccisément  égaux  aux  vi- 
tesses ga{;nées  on  perdues ^  nous  anions  donc,  d'après  le  principe  de 
d^Alembert , 

Xdt—d.i^  =  X'dt, 
dt  ' 

Ydt-^d.^=,Tdt, 
at 

dt 
et  puisque  dx ,  dy^  dz ,  sont  les  espaces  parcouras ,  on  a 

*f  =  „,.4  =  ^.  ^  =  tv...  (458). 

En  substituant  ces.valears  dans  les  équations  précédentes ,  nous  rédui- 
rons ces  équations  à 

XA  — /ftt  =  X'A^ 

ï//t  —  d»/ =  y 'd£   |...  (459). 

Zdt-'dw=Z'dt  j 

D^une  autre  part,  les  forces  X',  Y\  Z^élant  cellrsqui  sont  cspables  de 
mettre  le  fluide  en  équilibre,  satisfont  nécessairement  aux  équations 
générales  (385)  des  fluides,  page  357$  donc,  en  y  remplaçant  X,  Y, 
If  par  les  composantes  X',  Y',  Z^  on  a 


^  — iX'  -^-iy   ^=iZ' 


djr 

659.  Au  moyen  des  valeurs  de  X',  de  Y'  et  dt  Z'  fonmies  par  ces 
équations,  les  formules  HSq)  devienneut 

fax 
Ydt  ^df*=:^'/dt  y...  (460). 

Zdt  ^dw^zl^^dt 
fdz 


-AMIOff*^    BQ'    »ÉN.    DO    » 

«DV.    DM    PLVIDB 

>  Ju,  d^ftdw,  qui  «Dtren 

in  a  en  g^ner»! 

-J.  +  ,-J,+, 


J»=_it+_J,+j-«.+  3-Ai 


■%•" 

'■I- 


<i,v 


'  660.  Cei  troil  éqaatioDt  joini»  i  celle  de  la  contiDnllé  du  flatde 
Et  t  l'équation  p-^ÎIf,  qui  établit  ant  relallon  entre  la  pression  cl  la 
dcniité  (demonlrée  pnge  364)  1   'nffironl  pour  déterminer  leg  <^nq  in- 

TeJles  (ont  le*  eqaaiioni  générale!  da  motivement  de*  floidei .  éqna- 
tioni  dont  l'iBle'gniion  présente  dea  difficaltéi  qàe  l'on  n'a  pa  tiid^ 
jatqn'i  ce  jonr  qae  dani  de*  ctt  partie nlii-n.  < 


\ 
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NOTE  PREMIÈRE,  page  4. 

1 

Considérations  sur  deux  manières  différentes 
de  commencer  la  Statique. 

II.  se  présente  deux  manières  différentes  de  commencer 
la  Statique ,  selon  qu'on  démontre  à  priori  le  parallélo- 
gramme des  forces  ou  le  principe  fondamental  des  forces 
parallèles.  Cette  seconde  marche  me  paraissant  plus  natu- 
relle que  Fautre,  je  Pai  adoptée.  Cependant  ceux  qui  pré* 
féreront  suivre  la  première,  lé  feront  aisément  en  rempla- 
çant les  articles  compris  depuis  i8  jusqu'à  27  it|clusive- 
ment^  par  Pune  des  démonstrations  du  parallélogramme 
des  forces  de  MM.  Duchayla  et  Poisson ,  que  je  vais  exposer 
dans  cette  note. 

Démonstration  du  parallélogramme  des  forces    de 

M,  Duchqjla. 

Cette  démonstration  reposant  sur  les  articles  s5  et  26,  le 
lecteur  voudra  bien  en  prendre  connaissance  lorsqu'il  sera 
arrivé  à  l'article  1 7  ,  et  ajouter  ce  qui  suit  : 

1*.  Considérons  maintenant  deux  forces  égales  appli- 
quées à  un  point  A  (fig.  257),  et  dirigées  l'une  suivant  AC  Fig.aS;. 
et  l'autre  suivant  AB.  Si  l'on  représente  les  forces  P  et  Q 
par  les  parties  égales  AB  et  AC  de  leurs  directions  ^et  que 
l'on  construise  le  parallélogramme  ACDB ,  la  diagonale  AD 
partagera  l'angle  CAB  en  deux  parties  égales  ;  donc  la  résul- 
tante des  forces  P  et  Q  sera  diiigée,  art.  ft6,  suivant  la  dia- 
gonale de  ce  parallélogramme.    • 

a*.  Si  Ton  augmente  ensuite  la  force  AB  (fig.  258)  d'une  Fîg.a58 


qui  lui  soîl  égala,  et  qu'on  fornii^ 

droites  BD  et  Bb  sont  égales, 
igée  suivant  la  diagonale  BB> 
|ue  la  résultant*  R  îles  force» 
vant  la  diagonale  AR  de  leur 
iD  remarquera  que  le  point' 


^^O  Ntil'E    rHEMlÈt 

partie  £ 

lélogramme  DB6R 
leur  résultante  sera  eticort 
Cela  posé,  on  va  démouti 
AC  et  Ab  spra  aussi  dirigé 
parallélogramme.  Pour  cet 

A  tiré  par  (es  forces  égales  AB  et  AC ,  doit  se  mouToir  de  la 
même  manière,  art.  a6,  que  s!  «ne  force  unique  l'entraÎDaH 
snivatil  AD;  or,  celle  foi'ce  ne  peut  agir  sur  A  qu'à  l'aide 
d'une  suite  de  points  contigu^  lies  immédiatement  entre  etu 
et  dont  l'un,  en  s'avançant  vers  S,  contraindrait  tons  lef 
autres  à  marcher  dans  le  même  sens.  Le  point  D  faisant  par= 
tie  de  ces  points,  puisqn'il  est  dans  leur  direction  , 
qu'au  lieu  de  considérer  A  comme  tiré  par  les  forces  égales 
AC  et  AB,  c'est  ta  même  chose  que  de  supposer  que  D,, 
qui  lui  est  lié  par  les  points  mobiles  intermédiaire^!  so't 
poussé  par  les  forces  égales  CD  et  BD  dans  la  direction 
DS.  On  peut  donc,  an  système  des  trois  forces  AC,  AB  et 
B6,  sulxslituer  celui  des  forces  CD,  BD  el  Bà.'La  foroL 
BD  qui  pousse  le  point  D,  agit  comme  si  elle  entrainaît 
B;  par  conséquent  ou  a  le  droit,  art.  i*,  de  remplace 
les  forces  BD  el  B6  qui  sont  appliquées  en  B,  par  BR] 
nos  trois  forces  se  réduisent  doue  ù  deux,  l'une  dirigée  fi 
vant  CD,  et  l'autre  suivant  BB  .  or  une  force  pouvant  ton 
jonrs  être  transportée  en  tout  point  pris  sur  sa  dîrectioi 
ai't.  13,  on  peut  transporter  les  deux  forces  qui  agissent 
suivant  CD  et  BB  à  leur  point  de  concours  H,  et  ce  poiti 
B  sera  mù  comme  s'il  était  sollicité  par  l'action  simultané 
de  ces  dcu:t  forces,  par  conséquent  il  sera  un  point  de  leu 
liisultante.  D'une  autre  part,  cette  résultante,  étant  celli 
de.tout'le  système,  passe  aussi  par  le  point  A.  Ainsi  vi 
deux  points  A  et  H  par  lesquels  elle  passe,  ce  qui  sufiEit  pou^ 
en  déterminer  la  direction  el  pour  qu'on  puisae  alËnu8| 
,  ,  ij,u'6llc  agit  suivant  AR.  , 
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3*.  Par  celte  démousCraligii  un  prouve  donc  que  lorsqu'on'  i 
a  deux  parallélogrammes  CB  et  Dé  dans  lesquels  les  résuM  I 
tnotes  suiveDC  les  directions  des  diagonales  AD  el  BR ,  le  p^.  1 
rallélogramme  Cb  jouira  de  lu  même  propriété  d'indiquer 
par  sa  diagonale  AR  la  illrectioii  de  la  résultante  des  furcea  ■] 
AC  et  A.b.  ■  ' 

4*.  Construisons  les  dens  paraît élo^anini es  AD  et  lîF 
((îg.  359) ,  dont  les  côtés  AC  et  AB,  BD  et  6E  soient  égaux  ;  fig.^Sg. 
la  résultante  dans  chacun  sera  dirigée,  art.  i*,  suivant  la 
diagonale',  par  conséquent  le  parallélogramme  AF,  qui  ré- 
sulte de  leur  assemblage,  et  dont  les  côtt^s  AC  et  AE  sont 
dans  le  rapport  de  i  à  3,  aura  sa  résultante ,  art.  3*,  diri- 
gée suivant  la  diagonale  AF,  Prenons  ensuite  EG  =;  EF ,  le 
parallélogramme  AH  aura  encore,  art.  3",  sa  résultante 
dirigée  suivant  la  dia{;onale;  et  l'on  Toil  que  les  calés  AC  ■  ' 

et  AG  seront  entre  eux  dans  le  rapport  de  i  a  3.  En  conti- 
nuant à  augmenter  ainsi  l'un  des  cAtcs  du  parallélograinina  J 
de  parties  égales  a  AB ,  on  obtiendra  une  suite  de  parallélo  - 
grammes  dont  les  côtés  seroTit  successivement  dans  les  rap- 
ports de  t  à  4  f  <le  I  à  5 ,  etc-,  et  qui  jouiront  tous  de  la 
même  propriété.  Donc  en  général,  dans  un  parallélogramftie 
formé  par  deux  forces  dont  les  intensités  sont  entre  elles 
dans  le  rapport  de  Tuaité  à  un  nombre  entier  u,  la  dia- 
gonale indique  la  direction  de  la  léaultanle. 

5*.  Si  les  ciités  AK  et  AI  (lîg.  260)  d'un  parallélogramme  F 
sont  coramensurables,  c'est-à-dire  s'ils  sont  entre  eux  dans 
le  rapport  de  deux  nombres  entiers  m  et  n,  la  résultante 
sera  encore  diri{>ée  suivant  la  diagonale  AM.  EnefTet,  en  par- 
tageant AKet  AI  en  parties  égales  à  l'unité  démesure  AC, 
on  formera  une  suite  de  parallélogrammes  AL,  CL',  CL", 
CL",  etc. ,  qui  tous  ayant  leurs  côlés  dans  le  rapport  de 
AC  a  AI  ou  de  1  :  n,  jouiront  chacun,  art.  4*,  de  la  pro- 
priété requise.  Donc ,  art.  3*,  les  deux  premiers  prouveront 


I 
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qu'il  en  est  de  même  du  pamUélogramme  AL'  i^ui  résulle  de 

leur  réunion,  et  dont  les  câtès  sont  <lans  le  rapport  de  3  à  n. 

Le  parallélogramme  AL'  et  le  3*  B'L",  montreront  à  leur 

tnur  aue  la  même  propriêlé  agipartient  au  parallélogramnie 

AL",  dont  le»  câtés  font  dans  le  rapport  de  3  k  n, 

de  suite  jusqu'au  parallùlogramm^^  AM  ,  dont  les  côtés  » 

dans  le  rapport  de  m.  à  «i  ('). 

6".  Pour  traiter  le  cas  où  les  ciJtés  du  paralléld^amin 

sont  încommen.^urables ,  on  va  démontrer  préliminairemenl 

que  la  réaollanle  de  deux  forces  inégales  P  et  Q  (lig.  261  i 

262)  qui  concourent  en  un  pnial  A ,  esl  dans  l'angle  forn 

par  les  directions  de  ces  forces:  cela  se  réduit  à  prouver  ijvê 

Fig.aGi.  cette  résultante  ne  peut  agir  dans  l'espace  K  (lig.  261),  teiA 

Fig.  iGi.  Riinc  par  la  droite  indéfinie  mm',  n!  dans  l'espace  L  (fig.  262)) 

Fig.36i,  terminé  par  la  droile  indéfinie  un.  Eu  effet  (fig.  161)  ï» 

force  Q  ne  peut  faire  mouvoir  le  point  A  dans  l'espaoeK'y 

puisque  son  action  est  dirigée  dans  le  sens  de  A  vers  m;  là 

force  P  ne  peut  faire  mouvoir  ce  point  dans  Fespace  Kj 

puisqu'elle  agit  dans  un  sens  opposé ,  ainsi  rien  ne  peut  o 

tribuer  à  faire  mouvoir  A  dans  ^espace  K.  Un  même  m1^ 

sonnenicnt  s'appliquerait  ii  la  figure  363,  pour  prouvtT  que 

A  ne  peut  se  mouvoir  dans  l'espace  L. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède ,  qu'un  point  A  sollicité  p» 
deux  forces  quelconques,  doit  se  mouvoir  dans  l'angle 
formé  par  les  directions  de  ces  forces. 


[')  Si  l'on  Tonlait  te  contcnler  de»  coniideralion»  de  l'infint,  00  poŒf- 
rait  te  (tiipenser  de  Vue  lu  arlicles  C*,  7*  et  8',  el  cûnclurt  de  *uiM  dt 

K.  îSo.  droiiï»  AKei  Ai  jfig.  a6o)  sont  incommensurables  ;  eoeffi-'i ,  si  l'on  partage 
AK  en  parties  égales ,  plus  leur  nombre  sera  grand ,  pim  l'une  de  ce«  par- 
lies,  que  nous  represcnleionspari/,  sern  petite.  Or,  si- en  poHunt^  ua  cer- 
liiin  nombre  de  fois  sur  Al  un  ne  recouvre  pu  «DliireoieDt  cette  droJK, 


^ 
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7*.  Soient  deux  forces  représentées  (fig.  263)  par  les  par-  '^  ^^' 
ties  AB  et  AG  qui  leur  sont  proportionnelles  :  on  va  prou- 
Ter  que  si  l'on  augmente  la  composante  AB  d'une  partie 
Bbf  ]a  résultante  s'approchera  de  AB.  En  effet,  soit  AR  la 
résultante  inconnue  des  forces  AB  et  AG;  la  nouvelle  force 
Bi  pouvant  être  transportées  tout  point  pris  sur  sa  direct  ion, 
transportons-la  au  point  A,  en  prenant  Ab^  =  B&:  alors  la 
nouvelle  résultante  sera  la  même  que  celle  des  forces  AC , 
AB  et  AV,  Ges  trois  forces  pouvant  être  remplacées  par  ces 
deux*- ci,  AB  et  Ab\  il  suit  de  l'article  6^  que  la  nouvelle 
résultante  passera  dans  l'angle  RAfr'  formé  par  la  direction 
de  ces  forces ,  et  par  conséquent  s'approchera  plus  de  AB 
que  AR  ne  s'en  approchait. 

&*•  Considérons  maintenant  deux  forces  incommensu- 
rables AB  et  AG  (fig.  264).  Si  leur  résultante  n'était  pas  Fig.  ^. 
dirigée  suivant  la  diagonale  AD ,  elle  ne  pourrait  qu'élre. 
située  au-dessus  ou  au-dessous ,  comme  le  sont  AR'  et  AR". 
Dans  le  premier  cas ,  on  partagerait  GA  en  parties  égales 
pins  petites  que  DR';  et  en  portant  un  certain  nomhre  de  ces 
parties  sur  GD,  l'un  des  points  de  division  D' tomberait  né- 
cessairement dans  l'intervalle  compris  entre  R'  et  D;  alors 


U  j  awB  un  reste  r  moindre  que  if;  par  conteqnent  en  partageant  AI  en 
un  nombre  convenable  de  parties  cgule«,  ^ ,  et  &  plus  forte  rnisdn  r  qui 
lui  est înfe'rienr, deviendra  aussi  petit  que  Ton  voudra;  ce  qui  nous  fait 
voir  que  ce  reste  rpent  être  pris  au-dessous  de  toute  quantité  donnée ,  et 
par  conséquent  être  compté  pour  nul.  Cela  deviendra  encore  plus  évident 
si  l'en  ftit  attention  que  la  quantité  variable  r  devenant  d'autant  pi  As  pe- 
tite qu'on  augmente  davantage  les  poiota  de  division,  on  a  la  possibilité 
de  prendre  r  au-dessous  de  toute  li{;nc  donnée,  quelque  peu  dVtenJne 
qn^elle  ait.  Or,  cela  ne  revient-il  pas  h  dire  que  toute  quantité  linéaire 
qui  existe  est  an-dessus  de  r,  on ,  en  d^autres  termes,  que  r  doit  être  re- 
ftardé  comme  nul?  Il  résulte  donc  de  cette  démonstration  que  la  propo- 
ûlîon  ett  vraie  dans  toutes  les  hypothèses. 
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le  parallélogramme  AC/  aurait  ses  côtés  commensurablcl, 
donc  »a  diagonale  serait  dirigéi;  suivant  ÂD'  :  mais  il  s'en- 
suivrait qu'en  augineutanl  de  B'B  le  côlé  AB'  de  ce  paral- 
lélogramme, la  diagonale  qui  était  AD' deviendrait  AR',  et 
qu'ainsi,  au  lieu  de  s'approclier  de  AB,  elle  s'en  écarterait; 
ce  qui  est  ahaurde  par  l'article  précédcnl. 

Dans  le  second  cas,  si  la  muJtante  du  parallélogramme 
AD  était  dirigée  suivant  AR",  on  partagerait  CA  en  partiel 
égales  plus  petites  que  DR";  et  en  portant  ua  nombre  suffi- 
sant de  ces  parties  sur  la  droite  CD  prolongée,  l'un  des 
paintK  de  division  D"  tomberait  entre  D  et  R",  Alors  le 
parallélogramme  AD"  ayant  ses  côtés  co mmensu râbles ,  U 
résultante  des  forces  AC  et  AB"  serait  dirigée  suivant  AD"; 
mais  la  résultante  du  parallélogramme  AD  étant,  par  hypo- 
thèse, AR°,iI  en  résulterai  t  que  si  l'on  augmentait  AB  de  BB', 
la  résultante,  qui,  dans  le  premier  cas,  est  AR", deviendrait 
dans  le  second  AD",  et  par  conséquent  s'éloignerait  du  côté 
ABj  ce  qui  est  encore  absurde  d'après  ce  qui  précède  :  donc 
la  résultante  ne  peut  être  que  AD. 

9''.  On  démontrerait  ensuite,  comme  dans  l'article 
que  lorsque  les  composantes  P  et  Q  sont  représentées  en 
I  Fig.sGj.  tensité  par  les  droites  AC  et  AB  (  fjg    a64  )  la  résultani 
doit  l'être  par  lea  diagonales  AD. 


Démoiistratioii  du  parallélogramme  des  forces  de  M.  PcUt 
présentée  avec  quelques  modification». 


PMftM 


;  Soient  deuï  forces  égales  P  et  P"  (fig.  265)  qui  sollicil 
un  point  A,  et  qjt  l'angle  qu'elles  forment  entre  elles  :  il  y  a 
deux,  choses  à  déterminer  dans  ce  problème;  1°.  l'angle  que 
forme  la  résultante  avec  l'une  des  composantes;  2°.  l'iatea- 
sité  de  celte  résultante.  Nous  avons  vu  ,  art.  a6 ,  qu 
résultante  passait  par  le  milieu  de  l'angle  des  forces 
il  ne  s'agit  (|ue  d'en  trouver  l'intensité.  Or ,  il  est  évîi 
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t]ae  la  résultante  dépendant  de  Pangle  x  qu'elle  forme  avec 
iNeroe.des  composantes  ^  et  de  l'intensité  P  de  dette  compo- 
sante, nous  avons 

R  =  F  (P,  x). 

Représentons  (fig.  a65)  l'intensité  de  la  force  P  par  AB,  F'g-^65. 

et  l'unité  de  force  Kh  par  /  :  si  /  est  renfermé  un  certain 

nombre  de  fois  dans  AB,  quatre  fois,  par  exemple,  nous 

aurons 

P  =  4/. 

En  général  si  n  exprime  le  facteur  entier,  fractionnaire 
on  irrationnel,  qui,  multiplié  par  /,  doit  reproduire  P  , 
nous  aurons 

P=:/l/. 

lia  question  est  de  trouver  la  longueur  inconnue  AR  de 

la  résultante,  et  par  conséquent  le  nombre  de  fois  que 

A6  =  /  est  renfermé  dans  AR.  Soit  %  ce  nombre ,  nous 

aurons 

K  =  zl\ 

on  tire  île  ces  équations, 

P_/i7 
R~«/' 

Si ,  au  lieu  de  l=^kb^  on  prend  une  droite  arbitraire  p 
pour  unité  de  force,  et  qu'on  représente  par  m  le  nombre 
qui ,  multiplié  par  p ,  doit  reproduire  / ,  nous  aurons 
/  =  mp.  Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précé- 
dente ,  on  obtiendra,   après  avoir  supprimé  les  facteurs 

communs  ^ 

P  _n 

R~a' 

p 
Ce  résultat  nous  montre  que  le  rapport  ^  est  indépendant 

de  l'unité  de  force  représentée  par  p. 


K^lhm-,..    .      NOTE  piuMikmi. 
.    C«U  p>sé,  R  étant  une  fooctioa  de  P  et  de  x,  onlv 
is  cette  ToDctioa  par  rapport  aux  pBÏuance»  d«  f,  iM 

R  =  A+  BP  +  CP*  +  DF  +  etc., 

I  ^visant  par  P  ,  il  Tiendra 

1=^  4.  B+CP+ DP* +  «(«:.. 

I  ^t  en  mettant  ilans  le  second  membre  de  cette  éqiutioBll 
valeur  de  Pi  on  obtiendi'a 

\  =  -=-  4-  B-+  Cm.np  +  Dm'n'p'  +  etc. 

I  ijBr ,  p  devant  être  indépendant  A&p,\\  faut  que  les  lenB»' 
k  ifiV^clés  Ae p  s'évanouissent^  Aotik 


les  puissances  de  P  étant  en  évidence  dans  le  développeaient 
de  B,  il  s'ensuit  que  Best  une  quantité  qui  ne  contîentpasP: 
donc  P  ne  peut  renfermer  que  x;  ainsi  nous  supposeioni 

B  =  f)c, 

hypothèse  f|ui  n'empêche  pas.  que  .^x  ne  soit  «m>  qsw 
tante ,  si  le  cas  l'esige  :  cette  valeur  ^taat  mue  tlaM  l'éqoa' 
tion  précédente,  la  convertit  en 


d'où  l'on  tire 


OcCi 


R  =  Pcx. . 


.    (462). 


^^A.•■|/^'Mo-t>ous  maintenant  à  déterminer  la  forme  defz 
KLg.  aGB.  Pour  cela,   re{;ardons  P  et  P'  {fig.   266)  comme   les  fésul 


\ 
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Untes  de  quatre  forces  égales  Q>Q\  Q*>  Q*  qui  forment 
chacane  un  angle  s  ayec  P  ou  P';  noiis  aurons 

QàQ'  =  22 ,     Q'AQT  =  as. 

Or,  par  la  même  raison  que  la  résultante  R  des  forces 
égales  P  et  F'  qui  forment  entre  elles  un  angle  2X,  est 
donnée  par  l'équation  (462) ,  la  résultante  des  forces  égales 
Q  et  Q',  qui  forment  entre  elles  un  angle  2« ,  nous  sera 
donnée  par  l'équation 

P=:Q(pz (463). 

Les  forces  Q  et  Q*  étant  aussi  égales  à  Q ,  et  comprenant 
entre  elles  un  angle  QAQ'^  =  QAP  +  PAF  +  P'AQ* 
=  sjrj-  xr  -^  zz^a  (x-^z)  y\a  résultante  de  ces  forces  sera 
représentée  par 

Qp  (jp  +  O- 

De  même  les  forces  Q'  et  Q"  égales  à  Q ,  qui  forment  entre 
elles  un  angle  Q'AQ*  =  PAP'  —  PAQ*  —  P^AQ"  =  ax  —  as 
s:  a  (x  -~  s) ,  auront  pour  résultante 

Nqus  ayons  yu  i  art.  a6  ^  que   lorsque  les  forces  étaient 

^les,  leur  résultante  passait  par  le  milieu  de  l'angle  de 

œi  forces^  il  suit  de  là  que  les  résultantes  des  forces  Q 

et  Qf  y  Q'  et  Q*'  coïncideront  ;  par  conséquent  il  sui&ra  de 

les  ajoater  pour  former  la  résultante  totale  R;  nous  aurons 

lono 

R  =  Q^(x+«)+Q^(x-«) (464). 

« 
il  maintenant  nous  éliminons  P  entre  les  équations  (46a) 

t  (463)  ,   nous  trouyerons  cette  autre  valeur  de  la  ré- 

nltaote    . 

Rzz^Q^s.^x. 


i'éc]  nation  (464)  ,  et  divÎMint 
>  obtiendrons 
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Sulwlituiint  celte  vsleu 
par  Q,  facteur  cumitfui 

çt.  f a:  t:^  *  {x  +  a)  +  p   (_x  —  z). 
DÉTeloppaot  le  second  membre  par  la  formule  de  Xayli 
(Èléawns  de  Caicut  différentiel,  page  3â) ,  on  obtient 


dx 


dx"   a 


d**   2.3^ 


(/■^«i»     d^>ex 


,d*<px 


— ^-?  +  etc.. 


et  en  réduisant, 


/        ,  d*ipx  «■'   .   rfiji* 


2.3.4 


4-  etcA 


s  de  'cette  équation 


Or,  l'angle  <  est  indépendant  de  ]'angle  x  des  forces  P 
ft  P';  car  cet  angle  s  peut  être  tloiiné  ai'bitrairem^cit ,  et  l'o)! 
conçoit  qu'il  peut  exister  deux  forces  égales  Q  et  Q',  qui 
formaiit  chacune  avec  P  un  angle  z ,  produiront  ensemble 
le  même  effet  que  P.  A  la  vérité  l'intensité  Q,  nécessaire 
pour  produire  cet  effet,  ne  sera  pas  connue;  mais  nous 
n'avons  pas  besoin  ici  de  la  connattre  :  a  pouvant  donc 
être  ipris  à  volonté ,  est  indépendant  de  l'angle  «  qui  ré- 
sulte nécessairement  des  directions  données  des  forces  ; 
d'où  il  suit  que  f  z  est  une  quantité  indépendante  de  x  ; 
car  si  s  était  égal  à  une  fonction  de  x  que  je  représen- 
terai par  X,  alors  ^ï  deviendrait  $X ,  et  par  conséquent 
dépendrait  de  x. 

Cela  posé ,  le  développement  de  ^s  se  trouvant  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  de  z,  If  s  coffltoiensquî  y  entrent 
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ne  peuvent  y  par  cela  même,  renfermer  que  des  x  et  des 
constantes.  Or,  nous  venons  de  ptouver  que  dans  le  dé- 
veloppement de  ^s;  il  n'entrait  aucun  terme  en  x]  donc 
ces  cœfficiens  sont  oonstans ,  et  nous  avons 

d^x  -        d^^x  

çxdx^         '     ^xdx^         ' 

.La  première  équafion  nous  donne 

différentiant  deux  foii  de  suite  cette  équation ,  et  divî- 
sant  par  dx^,  on  en  déduit 

ds^~^'dF'' 

le  second  membre  djp  cette  équation  se  réduit ,  au  moyen 
de  la  précédente  I  à  b*^x\  donc 

çxdx*  ' 

déterminant  de  même  les  autres  constantes,  on  en  mettra 
les  Talenrs  dans  le  déreloppemént  de  ^s,  et  l'on  obtiendra 

-    ♦•  =  ^C^  +  T  +  rM+0:4XB+*S- 

Si  Fan  fait  b^  —  a*,  on  trouvera 

(aV  .     a*s*  aV  .         \ 

i -—> a   /  g  g  +  etc.  )  : 
a       ^'S.^      a. 3. 4-5. 6  /' 

cette  valeur  de  çs  est  précisément  le  développement  de 
a  cos  as,  ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  en  réduisant  en  série 
a  cos  os  par  la  formule  de  Maclaurin  (JÈlimênB  de  Calcul 
différentiel^  page  21) }  donc 

JSUm,  de  Mécanique.  39 


45. 

■ 

NOTB  rasMikii*. 
ça  =  11  cotas; 

1 

changeant 

%  en  w  dans  cette  équation,  on  * 

Vl 

Çx  =  acoiOx^ 

substituant  cette 

TDieur  dsns  celle  de  R,  on  obtient 

ennn 

R  =  2Vco, eu....   (465). 

Pour  déteri 

miner 

la  constante  a  ,  soit  «f  =:  200"  1 

ilor>  <■ 

et  P"  se  trouTenl  directement  oppysési  et  comme  ces 

î  forces 

sont  égales 

,  elles 

se  font  équilibre;  la  résultante  est  donc 

nnUe  iam 

ce  cas 

,  et  l'on  a 
iPcoK«Xioo)  =  o. 

et  en  supprimant 

le  &cteur  2P,  il  reste 

^ 

».(<.  XI  =«)  =  «. 

Or,  le  cosinus 

qui  est  nul  ne  peut  appartciiii-  qu 

i'i  l'un 

rif..e9.  de  ces  arcs 

(fig.  : 

'69), 

BE, 

BEiF,     BEAFBE,     etci 

W0I 

100,     3.100,     5.100,     etc.; 
donc  a  ne  peut  être  qu'un  nombre  impair. 

Je  dis  maintenant  que  a^j;  car  aucune  autre  hypo- 
thèse de  nombre  impair  ne  peut  subsister.  Par  exempte, 
(i  l'on  faisait  <t  =  3,  commex  est  arbitraire,  on  pourrait 


et  l'angle  zx  des  farces  deviendrait 
i.ioo       2 


r 
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ces  forces  formant  alors  un  angle  moindre  «(ue  200",  au- 
raient une  résultantci  car  il  faudrait  que  leurs  ttirections 
se  confondissent  pour  qu'il  n'y  en  eût  pas. 

D'une  autre  part,  l'hypothèse  de  a  =ï  3  et  de  x  =  — — 
change  Véqnation  (465)  en 
L  R  =  aPcos  too, 

1^,   en  observant  que  le  cosinus  de  100°  est  nul,   cette 
éqaatlon  se  réduit  à 

R  =  o, 

résultat  qui  est  en  contradiction  atec  le  préeédenl,  car 
nous  avons  vu  que.,  dans  cette  hypothèse,  les  forces  au- 
raient une  résultante;  donc,  puisqu'on  ne  peut,  sans  ab- 
surdité, prendre  pour  le  nombre  impair  a  une  autre  va- 
leur que  l'unité ,  conclaons  que  a  =  1 ,  et  que  l'on  n 

R  =  2P  cos  *. 

Si  l'on  construit  maintenant  la  losange  BAQ'D  (fig.  267),  Fig. 
le  côté  AB  étant  représenté  par  P,  et  l'angle  BOA  par  *, 
on  a  évidemment 

AO  =  Pcos*i 

9A0     ou     AD  1=  sP  cos  X. 

Il  est  facile  maintenant  de  démontrer  que  la  proposition 
est  vraie,  lorsque  les  forces  P  et  P'  sont  inégales  et  rec- 
tangulaires. En  cfiet ,  ayant  achevé]  le  parallélogramme 
PAP'D  (  fig.  268  ) ,  on  mènera  la  parallèle  EF  à  la  dia-  Fig.aM. 
gonale  PP',  et  les  parallèles  PE ,  FF  à  la  diagonale  AD. 
Cela  posé,  les  diagonales  PP'  et  AD  se  coupant  en  quatre 
parties  égalei  au  point  O,  on  aura 

AO  =  OP. 


b 
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D'une  «Mire  part,  le»  droites  OP  et  EA  étant  égales  cAnint 

parallèles  comprises  entre  parallèles,  il  s'ensuit  qu'on  a 

AO  =  EA  ; 

le  parallélogmmme  EAOP  est  donc  une  losange  qui  a  AP 
pour  diagonale  ;  par  consijquent ,  en  Tertu  du  théorème 
précédent,  on  peut  substituer  à  la  force  AP  les  deux  forcei 
égales  AE  et  AO. 

On  prouTerait  de  même  qu'on  peut  remplacer  AP'  par 
les  forces  égales  AO  et  AF",  donc,  au  lieu  du  Njsième  ^ei 
forces  AP  et  AP',  on  peut  mettre  celui  des  forces  2AO , 
AE  et  AF;  ces  deus  dernières  forces  se  détruisent  comme 
directement  opposées  et  égales  cliacune  à  la  moitié  de  PF. 
Ainsi ,  il  ne  reste  plus  que  aAO  pour  la  résultante  de  A? 
etde  AP'.  Or. 

2AO  =  AO  +  CD  =  AD  ; 

donc  la  résultante  des  forces  AP  et  AP'  pfeut  être  repré- 
sentée par  la  diagonale  du  parallélogramme  PAP'D. 

Dans  le  cas  oii  les  forces  sont  inégales,  mais  non  rec- 
tangulaires ,  la  proposition  est  encore  vraie  ;  car  soient  A? 
Fif-sCg,  et  AP'  (fig.  269)  ces  deux  forces,  on  substituera  à  AP  les 
deux  composanles  rectangulaires  AC  et  AD;  alors  le  sys- 
tème des  forces  AP  et  AP'  sera  le  mémo  que  celui  des  forcps 
AD  -f-  AP'  -h  AC.  Or ,  AD  étant  égal  à  P'F,  on  peut  met  tre 
AF  à  la  place  de  AD  -|-  AP*,  et  il  ne  s'agira  plus  que  de 
déterminer  la  résultante  des  forces  AF  et  AC.  Cette  résul- 
tante, d'après  ce  qui  précède,  est  évidemment  AE;  et 
comme  AE  est  la  diagonale  du  parallélogramme  APEP', 
il  s'ensuit  que  la  proposition  est  vraie  quel  que  soit  l'angle 
des  forces. 


K 
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NOTE  DEUXIÈME,  page  21. 

Démonstration  dont  le  but  est  de  prouver  que  la 
I  ,  somme  des  carrés  du  sinus  et  du  cosinus  est 
L  .  égale  à  l'unité. 

On  parviendrait  encore  à  démontrer  de  la  manière  sui- 
vante ,  que  la  somme  des  carrés  des  cosiuus  des  anglet 
formés  par  les  composantes,  est  égale  à  l'unité.  Soit  ç 
l'angle  DAC  formé  par  la  droite  AD  (lig.  29)  avec  sa  projec-  Fig.  ag. 
tioo  AC  sur  le  plan  xAy ,  et  9  l'angle  BAC  que  celle  projec- 
tion fait  avec  l'axe  Ax;  les  triangles  ABC,  ADC,  rectangles 
C,  nous  donnent 

AB  =  AC  co!  9  ,     BC  =  AC  sin  9  , 

AC  =  AD  cos  ç,     DC  =  AD  sin  9. 

tire  de»  trois  premières  de  ces  quatre  équations , 

Afl  =  ADc08(icosB,     BC  =  ADcos$sinfl. 

Substituant  CP9  valeurs  et  celles  de  DC  dans  les  équations 
{•})  et  ffi),  page  ai ,  et  supprimant  le  facteur  commun ,  il 


cos  •  ^  cos  ç  Cl 
Ces  équations,  élevées  i 
l'équation  (8). 


cosC  = 


:  cos  ç  sin  S ,    cos  y  =  sin  Ç. 
•ré  et  réduites,  reproduisent 


ROTE  TROISIEME ,  page  27. 

Nouveau  procédé  pour  déterminer  les  équations  de 
la  résidtante  des  forces  appliquées  à  un  point. 

Voici  un  moyen  très  simple  de  trouver  les  équations  de 
U  résultante.  On  sait  qu'une  droite  dans  l'espace,  atsujettia 
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à  |ias»er  par  un  point  dont  les  coordonnée*  lont  ■ 
a  pour  équations 

.-.■  =  A(.-.-).    .-.■  =  B(^-y)...  (466). 
Soppowns  rgae  les  coordonnées  des  pointa  extrêmes  «le  la 
droite  qui  représente  en  intensité  la  résultante,  soient  res- 
pectivement x',  y,  s'  et  x',  y',  z",  les  équations  (466) 
nous  donneront 

."  —  /^ACi'  — y),    «'  — .'=sBO'"  — y); 
d'oii  l'on  tirera 

Or ,  il  est  évident  que  les  diiTiîrence)  *"  —  *',  y"  —  y  , 
•  »*  —  s  des  coordonnées  des  points  eïtrêmes  de  la  résul- 
tante ne  sont  autre  chose  que  les  projections  X ,  T  et  Z 
de  cette  droite  sur  les  axes  des  x,  des  y  et  des  a;  par  con' 
iéquent  les  équations  (4^7)  peuvent  s'écrire  ainsi , 


A=ï 


B  = 


substituant  ces  Talenri  dans  les  équations  (4^))  0°  *ura 

•  — »'=^(*  — jO.    «  — »'  — yCt  — ^O' 


NOTE  QUATRIÈME,  page  Sa. 

Réflexions  sur  les  équations  tf  équilibre. 

Les  équations  (52),  (53)  et  (54)  j  P*g*  ^^  •  "Ous  of- 
frent des  conséquences  remarquables.  En  considérant  d'à 
)ii>rd  les  deuL  premières,  on  reconnaît  celle*  que  non: 


V 
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avons  trouve  éti'e  nccessnires,  art.  4"  ^t  /\S ,  pour  quo 
les  forces  soient  en  équilibre  autour  d'un  potut  fiie;  c'est 
ce  qui  résiille  îmméiliatemecit  de  la  théorie  que  nous  avons 
exposte;  car  en  supposnut  que  l'équation  (54)  soit  satis- 
faite ,  les  forces  du  système  concourent  nécessaireuieut  en 
un  point,  et  si  l'on  transporte  toutes  les  forces  du  sys- 
tème en  ce  point ,  un  pourra  les  décomposer  en  deux 
groupes  de  forces,  les  unes  parallèles  à  l'a\e  des  x,  et 
les  autres  parallèles  à  l'aie  des  _*.  Ces  nouvelles  compo- 
santes auront  les  mêmes  intensités  que  lorsque  les  forces 
étaient  appliquées  en  différens  points,  parce  que  ces  forces 
ayant  été  transportées  paraltèlenient  à  elles-mêmes,  art.  92, 
les  parallélogrammes  n'ont  pas  changé.  11  suit  de  là  que  si 
la  somme  des  composantes  parallèles  à  chacun  des  ax.es  est 
nulle,  le  point  de  concours  qui  est  sur  la  résultante  ne 
pourra  se  mouvoir  dans  aucun  sens  ;  car  s'il  avait  cette 
faculté,  le  système  des  forces  aurait  une  résultante,  et  cette 
résultante  serait  décomposable  en  deux  forces  X  cl  Y,  pa- 
rallèles aui  aies  coordonnc:i;  or,  par  la  nature  des  équa- 
tions (  52  ]  et  (  53  ) ,  les  composantes  parallèles  aux  axes 
coordotmés  étant  nulles,  nous  tom1)erioas  dans  une  con- 
tradiction. 

Lorsque  l'équation  (54)  n'est  pas  siilisfaite,  les  équa- 
tions C^3)  et  (53)  ne  suffisent  pas  pour  obtenir  L'équi- 
libre. En  effet,  soit  R  lu  résultante  de  toutes  lej  forces, 
hors  P  et  P'i  ayant  réduit  le  système  aux  trois  forces  P, 
P'et  R,  ces  forces  ne  pourront  concourir  eu  nn  point, 
)K)rce  que  l'équation  (  54  )  "'^**  P"*  satisfaite  ;  par  consé- 
quent le  point  de  concours  B  (  lig.  270)  des  forces  P  et  Fi^ï7i^. 
P*  ne  sera  pas  le  même  que  le  point  d'application  A  de 
la  force  R.  Nommons  R'  la  résultante  des  forces  P  et  P'; 
et  supposons  que  R  et  R'  forment  respectivement  avec 
les  axes  coordonnés  des  angles  a ,  b ,  et  a,  b',  nous  au- 


R'  cos  «'  =  P  COI  •  +  P"  cos  ■', 

B'  cos  i'  =  P  cos  C  +  P'  cos  f , 

11  cos  a  =P°cos-'+  P"cos  ■"+  etc., 

B  ùosb  =P'cosr+P"cosC*+elc. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  les  équations  [5a)  el  (53)  de- 
viendrout 

Bcoso  =  — B'coaa', 

R  cos  i  =  —  R'  cos  b'. 

Cp%  composantes  étant  égales  et  de  signes  contraires ,  il 
suit  de  là  que  sî  R  cos  a  et  R  cos  b  sont  représentés  par 
les  droiti?s  AC  et  AD  ,  les  deui  autres  composantes  le 
seront  par  les  droites  BE  et  RF,  respectivement  égales  à 
AC  et  à  AD;  par  conséquent  les  rectangles  CD  et  E F  se- 
ront G^aux.  D'où  il  résulte  que  les  fjrces  R  et  R'  repré- 
sentées par  les  diagonales  de  ces  rectangles,  seront  éf^ale» 
et  parallèles.  Ainsi,  en  supposant  que  les  forces  R  et  R' 
agissent  par  pulsion,  In  force  R  transportera  le  point  A 
en  A',  tandis  que  R'  transportera  le  point  B  en  B'  ;  et 
comme,  d'après  ce  qui  précède,  ces  forces  ont  la  même 
intensité  ,  les  points  A  et  B  parcourront  des  chemins 
égaux;  de  sorte  que  l'effet  de  ces  force»  sera  de  faire 
prendre  à  la  droite  AB,  la  position  A'B',  et  par  consé- 
«[uent  lui  imprimera  un  mouvement  de  rotation  autour 
du  point  O. 

On  a  donné  aux  équations 

£Pcosa  =  o    et    zPcosC^o, 

)e  nom  A'équationB  d'équilibre  de  transtalion,  et  à  l'é- 
(juatîon 

jiPp=  o, 

rt.'lui  ^rquation  d'équilibre  de  roiation. 
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HOTE  CINQUIÈME,  page  76. 

Manière  de  réduire  toutes  les  forces  situées  dans- 1 
le  plan  des  x ,  y ,  à  deux  résultantes. 

Voici  de  quelle  manière  on  peut  esécuter  cette  opéra- 
tion. On.rêduira  d'abord,  art.  1 14,  loule  les  forces  situées 
dans  le  plan  des  * ,  y  à  deux  résultantes  MA  et  NB  (fig.  271)  PÎB-'7'- 
rgnies  et  dirigées  en  sens  contraires;  on  en  Fera  autant 
à  l'cgard  des  forces  parallèles  a  l'ase  des  z,  et  il  ne  s'agira 
plus  que  de  coni))oser,  deux  à  deux,  les  quatre  résultantes 
qu'on  aura  ainsi  obtenues. 

Pour  cela,  soient  P  et  Q  les  points  où  les  deus  résul- 
tantes parallcles  à  l'aie  des  s  l'encontrent  le  plan  des  x ,  y\ 
il  Taudra  faire  en  sorte  qu'en  changeant  les  directions  de 
MA  et  de  RB,  ces  forces  passent  par  les  points  P  et  Q.  On 
parviendra  à  ce  but  par  la  construction  suivante  ;  Sur  le 
prolongement  de  PM  ,  on  formera  le  parallélogramme 
AMDC,  et  en  prenant  NE^MD,  on  formera  le  second 
parallélogramme  BHEF  :  alors  on  pourra  substituer  au 
sysicme  des  forces  MA  et  NB  celui  des  forces  MA,  HB, 
MD  et  NE,  parce  que  ces  dernières,  direclemeut  oppo- 
sées, se  détruisent.  Remplaçant  ces  qnatre  forces  par  les 
dia^jouales  MC  et  HF,  ces  diagonales,  d'après  notre  cons- 
truction, seront  égales  et  dirigées  en  sens  contraires;  et 
comme  alors  la  direction  de  MC  passera  par  le  point  P  , 
on  y  transportera  le  point  d'application  M  de  cette  force. 
Par  le  mâme  procédé,  on  changera  la  direction  de  NE,  et 
l'on  transportera  le  point  d'application  de  celte  force  ou 
point  Q.  De  cette  manière,  le  système  des  forces  situées 
dans  le  plan  des  x ,  v,  se  réduira  à  deux  forces  êj^ales  di- 
rigées en  sens  contraires  ,  qui  rencontreront  ans  points 
P  et  Q  les  forces  de  mêiiio  genre  PZ'  et  QZ',  parallèles  à 
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l'axe  (le«  &;  piir  conséquent  la  résultante  des  deiix.  forcei 
ïjlui:es  au  point  P,  sera  L-gale  à  la  réaultaiite  des  forces  li- 
tuces  en  Q,  et  agira  en  sens  contraire. 


NOTE  SIXIEME,  page  ;6. 

Démonstration  qui  tend  à  prouver  que  la  projec- 
tion dune  aire  sur  un  plan  est  égale  au  prodiM. 
de  cette  aire  par  le  cosinus  de  l'inclinaison. 

On  pourrait  démontrer  cette  proposition  par  in  simple 
considération  des  triangles  rectangles  ,  en  prouvant  que 
loule  ordonnée  qui,  dans  la  projection,  serait  perpendi- 
culaire à  la  consniune  section  du  plan  de  projection  et 
de  la  surface  plane  projetée  est  égale  à  l'ordonnée  corres- 
pondante de  cette  surface,  multipliée  par  le  cosinus  de 
riiiclinaisou,  mais  nous  ne  nous  y  arrêterons  paa  :  nooi 
pi-érérona  démontrer  ce  tliéorème  en  faisant  voir  que  si 
l'on  décompose  la  suiTace  projetée  en  triangle»,  chaqna 
triangle,  multiplié  par  le  cosinus  de  l'inclinaison  des  plans, 
sera  égal  au  triangle  de  projection.  Pour  le  prouver,  soit 
I,  ABC  (Ëg.  272)  l'un  de  cP^  triangles;  sa  projection  DEF  esl 
déterminée  par  les  pieds  des  perpendiculaire) 
CF  qui  sont  abaissées  dessus. 

Cette  projection  DEF  peut  être  regardée 
d'un  prisme  triangulaire  tronqué,  dont  AD ,  BE  et  CF  aor 
raient  les  trois  arêtes.  Or  on  sait ,  par  la  Géométrie,  que  là' 
volume  de  ce  prisme  est  égal  au  produit  de  l'aire  de  la 
base  par  le  liers  de  la  somme  des  trois  perpendiculairea 
aliaissées  des  sommets  A,  B  cl  G  sur  celte  base;  ces  per-s- 
pendiculai  rcs  n'étant  autre  cliose  que  les  trois  arêtes  AD 
lïE  et  CF,  te  volume  dç  notre  prisme  aura  pour  expressiam' 
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airt  DEF  X  5  (AD  +  BE  +  CF) . . .  (468). 

Mais  y  en  posant  le  prisme  sar  le  triangle  ABC,  ce  triangle 
en  deviendra  la  Bouvelle  base,  et  le  prisme  aura  pour  me- 
anre  le  produit  de  ABC  par  le  tiers  de  la  somme  des  trois 
perpendiculaires  Dd ,  £<? ,  F/*  menées  des  extrémités  D ,  E , 
F  sur  le  plan  ABC;  de  sorte  que  la  solidité  de  notre  prisme 
tronqué  aura  encore  pour  expression 

airtABCX^ÇDd  +  Ee +  ¥/)...  (469). 

Cela  posé 9  les  droites  Dd,  Ee,  Frétant  perpendiculaires 
aa  plan  ACB  sont  parallèles ,  et  font  les  mêmes  angles  avec 
les  anciennes  arêtes.  Or,  AD  et  Dd  étant  deux  droites  per^ 
pendiculaires  aux  plans  DEF  et  ABC ,  mesurent  Pangle 
d'inclinaison  de  ces  plans  ;  nommons  (p  cet  angle  d'incli- 
saison,  nous  aurons  donc 

angle  ADd  =  ç  ; 

par  conséquent  le  triangle  ADûf  rectangle  en   d,  nous 

donnera 

Dd  =  AD  cos  9. 

On  prouverait  de  même  qu'on  a 

£tf  =  6Écos^,      F/=CFcos^; 

substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (469)»  on  ob- 
tiendra 

aire  ABC  X  j  (AD  +  BE  +  CF)  cos  ^; 

et  comme  cette  expression  du  yolume  du  prisme  est  égale 
k  celle  qui  est  désignée  par  (468);  nous  trouverons  enfin  j  en 
les  égalant  et  en  supprimant  le  facteur  commun  , 

aire  DEF  =  aire  ABC  cos  ^ , 

ce  qui  démontre  notre  proposition. 
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KOTE  SEPTIÈME ,  pagt 

^«/-  la  mesure  de  l'angle  formé  par  deux    • 
plans. 

Voici  de  quelle  manière  on  pourrait  tléniontrer  (joft, 
l'angle  fortné  par  deux  plans  se  mesure  par  l'angle  coni^ 
pris  entre  deux,  perpendiculaires  uiences  d'un  même  point 
Fig.aaS.  C  (  (ig.  73  )  à  cliacun  de  ces  plana  :  Ayant  mené  d'un  , 
même  point  C  les  deux  perpendiculaires  CK  et  CH  ans^ 
plans  AIF  et  EN  ,  nous  pourrons  ,  d'après  les  principes  àai 
la  Gcométrii;,  faire  passer  un  plan  K.CH  par  ces  deu» 
droites.  Ce  plan,  à  cause  des  perpendiculaires  qu'il  rei^ 
li'rme,  sera  perpendiculaire  ù  chacun  des  plans  MF,  EiSf- 
il  ie  sera  donc  à  leur  commune  section  EF.  Réciproque* 
ment,  EF  doit  être  perpendiculaire  aux  interseiilioo* 
KD,  DH,  formées  par  le  plan  KCH  ;  donc  l'angle  RDH 
mesure  l'inclinaison  des  plans  MF  et  EN.  Cela  posé,  1&  ' 
somme  des  angles  ilu  quadrilatère  CKDH  valant  quatefr 
angles  droils,  si  l'on  en  retranche  les  angles  R  et  H  qui 
sont  droits  par  hypothèse,  il  restera 

KDH  +  KCH  =  deux  angles  droits  ; 

mais   ACK  +  K.CH  éqoiïaut  aussi  à  deux  angles  droit». 
lletraDchant  la  partie  commune  KCH ,  il  reste 
ACK  =  KDH; 

et  comme  KDH  mesure  l'aiiglji  des  deux  plans ,  il  en 
doit  Être  de  même  de  l'angle  ACK  formé  par  les  deux  per- 
pendiculaires. 


^ 
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NOTE    HUITIÈME,   page   ia3. 

Observations  sur  le  lei^ier. 

Kou8  ayons  dit,  art.  2l5,  que  si  la  puissance  P  (fig.  1 15)  Fig.  ii5. 
était  dirigée  en  sens  contraire  de  la  résultante ,  la  charge 
du  point  d'appui  serait  ]^-{-S— ^P'.  Si  l'on  en  axait  quelque 
doute,  soit  R  la  résultante  de  P+  S;  le  système  des  forces 
•era  remplacé  par  celui  de  la  figure  2^3.  Le  point  d'appui  Fig.a73. 
étant  pressé  par  CB ,  fait  résistance  à  ce  levier  ;  par  con- 
séquent C  a  l'effet  d'une  force  qui  agirait  suivant  CL.  Soit 
L  cette  force,  nous  aurons 

L  +  F  =  R; 
donc 

L  =  R  — P': 

mettant  pour  R  sa  râleur  P  +  S ,  il  yicndra 

L  =  P  +  S  — F. 

Or,  il  est  évident  que  la  force  L,  qui  tend  à  entraîner  le 
point  C,  a  la  même  intensité  que  la  force  qui  pousse  le  \e^ 
vier  contre  le  point  d'appui;  par  conséquent  l'intensité  de 
L  mesure  la  pression  que  supporte  le  point  d'appui. 


NOTE  NEUVIÈME ,  page  194. 
Sur  les  composantes  de  la  vitesse. 

La  yitesse  étant  représentée  par  la  droite  mm'  (fig.  274)1  Fig.'274. 
ai  Ton  abaisse  des  extrémités  m  et  m'  les  perpendiculainrs 
mn  et  m'n'  sur  l'axe  des  a:,  il  est  possible  que  ces  perpen- 
dicnlaires  ne  soient  plus  parallèles;  mais  cette  ciroonstanco 
n'empêche  pas  que  l'on  n'ait  encore 

nn  =s  mm'  cos  «• 


I 


{6fl  liorm  rnnnàKB. 

Vuici  de  quelle  manière  je  le  démoBlre  :  le  fai»  pnsier 
par  lei  poinU  n  et  n'  les  plaDS  KL  et  KL,  perpendi-* 
.  culaires  à  nn'  :  alors  toutes  les  perpendiculaires  menéei 
aux  points  n  et  n  de  l'axe  des  :> ,  doivent  se  trouver 
dani  ces  plaus  )  donc  les  perpendiculaires  mn  et  ntn'  j 
seront  rentermées.  Cela  posé,  si  par  le  point  m  nous  menon 
jusqu'il  la  rencontre  du  plan  K'L',  une  parallèle  mo  a  l'an 
des  X,  les  droites  ma  et  nn'  seront  égales  comme  paral- 
lèles intercepti-es  par  des  plans  parallèles,  et  le  triauglc 
m  ma  sera  rectangle  eu  o ,  parce  que  mo  étant  perpen» 
diculaire  au  plan  K'L',  devra  l'être  à  toute  droite  Xrtfit' 
dans  ce  plan  par  le  point  o.  11. suit  de  là  qu'on  a 

mo  :=  mm'  cos  m'mo  ; 
or,  l'angle  m'mo  étant  égal  à  ■,  cette  équation  devient 

mo  =  mm'  coa  ■  ; 
et  connue  nous  avoiu  vu  que  mo  était  égal  à  nn,  nom 
avons  donc  aussi 


NOTE  DIXIÈME,  page  278. 

Sur   l'intégration  dune  fonction   radicale  et 
exponentielle. 

Pour  obtenir  l'int^ale  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (3o5),  j'intègre  par  parties,  ce  qui  me  donne 

p,VT+f^pVT^-f^,..  (4,.). 

D'une  autre  pari,  je  multiplie  et  divise  dp  ^ i  +p*  par 
\/  I  +/>',  et  j'obtiens  l'éqoatioa  identique 


^ 
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»H  en  i^tép/mt,  je  tronre 

Ajontant  cette  équation  à  Féquation  (47o)>  et  divisant 
par  a,  j'ai  ce  résultat 

f^  i/rT?~ i p  v^iT? + ^f  Jl.-. . .  (472). 

Pour  intégrer      ^JL^jn*  îe  fais 

•    tf  où  je  déduis  

différentiant  et  réduisant  au  même  dénominateur ,  je  ti  outc 


par  conséquent 

d^       dît 

intégrant,  fai 

■ 

Cette  intégrale  peut  se  mettre  sous  nne  autre  forme;  car 
l'équation  identique  i  +/>*—/>*  s=  i ,  décomposée  en  fac- 
teurs, nous  donne 


on  tire  de  cette  équation , 


H   <<M 

KOTB                                         ^H^^H 

m 

'    •.  +  .•+.  ^^ 

^K     Au  moyea  de  cette  valeur ,  l'iot^ale  que  noua  fflà«IH[ 
V    d'obteuir  deYicut                                                                 1^ 

'*^V^.+^.  +  ^     logCl/.  +  ^+rf,  1 

^B     et  l'équatioQ  (472)  peut  être  changée  en                                | 

^      fdp\/x+p- 

=  ;  p  l/i +;>*  +  i  log  C  */ I  + /,*+j>> 

A  l'égara  de  1 
(3o5) ,  i'ob&erT 

que  puisqu'on  a  en  général 

comparant  *""' 

i/s  à  cette  formale,  oa  obtient 

/-==■ 

On  parTÏendrait  encore  plus  prompt«ment  a  trouTer 
l'intégrale  qui  entre  dans  le  secpad  msnilH-e  de  l'équation 
(473) ,  en  opérant  de  la  manière  suivante:  on  mifltlplierait 

— ■  ■  par  p-^V ^■\- p*,  ce  qui  donnerait,  en  rédni- 


l/i  +  p- 
sant 


=  +  *■ 


Mais  pour  détruire  l'effet  de  cette  multiplication ,  on  di- 
viserait ce  résultat  par  p  -f-  \/ \  +/i',  et  l'on  obtiendrait 
une  fraction  dans  laquelle  le  numérateur  serait  la  diffà- 


\ 
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renlielle  du  dénominateur  p-^^y  i  +/>';  par  conséquent 
on   verrait  que  l'espression  a   pour   intégrale 

K»+P' 

log  (/>  +  V^  '  +  P')  •  Taleu»"  qu'on  substituerait  d^os  l'é- 
quation (270). 

NOTE  ONZIÈME,  page  387. 

Démonstration  pour  prouver  que  les  masses  sont 
en  raison  inverse  des  vitesses. 

En  général,  supposons  que  l'on  ait 

M  :m'  ::/)  :  y; 

on  représentera  par  m  l'iinité  de  ma&se,  et  par  V,  V  et  v 
les  TÏteswB  respectives  qui  animent  les  masses  M ,  M' et  m, 
et  l'on  aura 


M; 


M' 


d'où  l'on  tirera 

M  :  M'  ;  :  V  ;  V. 

Mais  si  les  masses  M  et  M'  aont  incommensurables,  re- 
présentons par  m  une  masse  très  petite  qui  ne  soit  pas 
contenue  un  nombre  juste  de  fois  dans  le»  masses  M  et  M', 
et  appelons  />  et  y  les  quoliens  de  M  et  de  M'  par  m ,  el 
if,  J'  les  restes,  nous  trouverons 

M=pm  +  J', 
et 

M':=ym  +  f. 

Nommons  V  et  V  les  vitesses  qui  animent  les  ataaies  pm  et 
qm,  on  auTA,  dsns  le  cas  où  elles  se  font  équilibre, 

\:\'::3n.:pm. 

Or,  plus  m  sera  petit,  pins  J  et  ^'  le  seront;   de  sort* 


\ 
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(ju'en  regiii^ilant  i"  et  i"'  comme  au-dessous  de  tonte  quaif' 
tité  donnée,  on  pourra  mettre  M  et  M'a  la  place  de />» 
et  (le  cm  ;  ce  qui  donnera 

V  :  v  ::  m'  :  m. 


NOTE  DOUZIEME  ,  page  3i5. 

Déiermination  des  momens  dineiiie  des  surfaces 
et  des  volumes. 


La  détermination  des  raomena  d'inertie  devant  s'appli' 
ijiter  a  des  corps  plutât  qu'à  des  lignes  et  à  des  surfaces. 
qui  ne  sont  que  des  abstractions,  proposons-nous  de  trou- 
ver le  moment  d'inertie  d'un  covps  terminé  par  une  sut' 
face  dont  l'équation  serait  donnée  Mats  avant  que  de  ré^ 
soudre  ce  problème,  nous  allons  nous  occuper  du  suivant, 
qui   bervira  à  en  faciliter  la  solution. 

Trouver  le  moment  d'inertie  d'une  surface  plane  BAC 
5.  (fig'  *75)  comprise  tntre  les  axes  recUtngulaires  As  et 
Aj,  dont   le  plan  serait  perpendicalaire   à  l'axe  fixe  Az 
mené  par  l'origine. 

Pour  cet  effet,  soit  M/)  une  trancbe  élémentaire  paral« 
Icle  à  l'axe  des  y;  nous  pourrons  regarder  cette  tranche 
comme  un  assemblage  de  petits  élémens  rectangulaires  posét 
les  uns  sur  les  autres.  Représentons  par  dm  l'un  de  ces 
élémens,  et  par  mA  sa  distance  à  l'axe  fixe;  le  moment 
d'inertie  de  dm.  sera  évidemment 

Am  X  dm , 
et  en  remplaçant  dm   par  drdj-,  el  Am  par  x^ -}- y^, 
nous  aurons  pour  le  moment  d'inertie  de  dm', 

{x'  +  y*)dxdy...    (4,3). 
Soit  dm'  un  second  élément  qui  reposerait  sur  dm,  et  qui 
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correspondant  à  la  mente  abscisse,  aurait  y  pour  ordoat- 
née;   le  raornent  d'inertie  de  dm  serait 

(*•  +  y)  rf*rfy. 

En  général ,  soient  y,  y',  y",  y',  etc. ,  les  ordonnées  suc- 
cessives d'une  suite  d'élémena  qui  reposeraient  les  uns  sur 
les  autres,  et  f[ui  correspondraient  à  la  même  abscisse;  la 
somme  des  momens  d'inertie  de  ces  élémens  sera  exprimé^ 

(*•  +y')  dxdy  +  (!•  Jry'*)  dxdy'-{-  (x'  +_y'")  dxdj" 
-^{x'+y-')dxdy°'+e\.c.; 
X  et  dx  étant  Xm  mêmes  dans  cette  suite  de  (croies ,  oif 
peut  l'écrire  de  cette  manière, 

x''dx  (dy  ■+-  dy'  -\-  dy'  +  dy*  ■+■  etc.) 
+  dx  iy^dy  +  y"dy'  +  y"''dy"  +  y'*dy'.^  etc.) 

Ces  expressions  reviennent  évidemment  à 

^•dxrdy+d.r]'''j----  (474), 

et  n'expriment  autre  chose  qae  l'expression  (473),  qu'on 
int^erait  en  y  regardant  x  et  dx  comme  des  constantes. 
<       En  eflectuant  les  intégrations  indiquées,  on  trouve 


x.yJrdx.^. 


Cette  expression,  prise  entre  !< 
donnera  pour  le  nioment  S\:\ 
taire  M/) , 

x^dx  X  PM  +  (/*  X 


limites  v=:o  et  ^yïsPM, 
rtie  de  la  tranche  élémenr^ 


PM^ 


C475J- 


Considérant  maintenant  la  surlace  ABC  comme  composés 
de  tranches  élénientsires  parallèles  à  l'ordonnée  PM  ;  lori-, 
qu'on  passera  de  l'une  de  ces  trancties  à  l'autre ,  l'ordonnés 
PM  qui  entre  dans  l'expression  (4^5),  variera  en  raiioç 
de  la  valeur  qu'on  donnera  à  s;  par  conséquent  on  detr^ 


ij68  COTE 

regarder  PM  comme  nne  fonctioa  <le  x  :  cette  l'onctioa  éen 
iloiinée  par  l'équation  de  la  courbe.  Ainsi,  en  supposant 
que  cette  équation  toit  représentée  par 

il  faudra,  dans  l'expression  (475),  changer  PM  en  Jx, 
et  nous  aurons  pour  le  moment  d'inertie  de  l'élémeat  de 
la  surface  plane  ABC, 

Cette  expression  étant  intégrée  entre  les  limites  «  =::  o  et 
X  =  AB ,  nous  donnera  le  moment  d'inertie  de  la  surface 
plane  ABC 

Si  la  courbe,  au  lieu  d'être  renfermée  dans  l'angle  ^A-c, 
s'étendait  d^n s  les  autres  angles  formés  par  le  prolongement 
des  ases  coordonnés,  le  moment  d'inertie  de  l'aire  de  cette 
courbe  se  déterminerait  de  la  même  manière ,  mojenniÉnt 
que  les  intégrales  fussent  prises  entre  les  limites  conve- 
nables. 

La  même  marche  que  nous  avons  employée  pour  détei- 
miner  le  moment  d'inertie  d'une  surface  courbe  donnée  par 
une  équation,  peut  être  suivie  lorsqu'on  veut  obtenir  le 
moment  d'inertie  d'un  volume  terminé  par  une  surface 
courbe  dont  l'équation  serait  donnée. 
Ig.a-fî.  ^^  effet,  soit  ABCD  (fig.  396)  un  solide  compris  eatrd 
trois  plans  rectangulaires  coordonnés  et  une  surface  courbe.' 
BeprésentOQS  l'équation  de  cette  surface  pai 


/(i,:f,  «)  = 


■  (476); 


on  regardera  le  solide  comme  composé  de  parallélépipMer 


élémentaires  posés  les 
nertie  de 


t  sur  les  autres;  le  moment  d'i- 
de  ces  parallélépipèdes  par  rapport  à  l'aie' 
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intégrant  en  ne  fainnt  yarier  que  z ,  on  trouvera 

et  en  prenant  l'intégrale  entre  les  limites  s=^o  et  s:=PM, 
on  obtiendra  pour  re:ipressiun  du  moment  d'inertie  du  pa- 
rallélépipède élémentaire  dont  PM  sera  la  hauteur, 

(x'-f-y)ictfyxPM. 
Si  l'on  suppose  que  l'équation  (47^)  *^^  ^^  courbe  étant  ré- 
solue par  rapport  à  2,  donne 

=  ='P(x.  v), 
on  remplacera  PM  par  cette  valeur  de  a,  et  l'on  aura 
Ca:»  +  y)rfjcdyX?(*,  y): 

alors,  en  regardant  x  et  dx  comme  constans,  l'int^rale  de 
cett«  exprcsaion  représentera  le  moment  d'inertie  d'une  por- 
tion de  tranche  élémentaire,  disposée  parallèlement  au  plan 
des  sy;  l'intégrale  obtenue  dans  cette  hypothèse  ne  pourra 
être  qu'une  fonction  de  la  variable  y  et  des  constantes  x  et 
dx,  dont  la  dernière  n'entrera  dans  la  fonction  que  comme 
facteur  commun  ;  par  conséquent  cette  fonction  aura  évï- 
demment  la  forme 

F(,,  j.)xi....   (475), 

et  pour  qu'elle  représente  toute  la  tranche  élémentaire  abc, 
il  faudra  prendre  cette  intégrale  depuis  le  point  a  ou 
V  =  o ,  jusqu'au  point  c  ou  y=^ac.  Or,  ac  n'est  autre 
chose  que  l'ordonnée  y  de  la  courbe  CcD,  dont  Aa  ^  x 
serait  l'abscisse^  l'équation  de  la  courbe  CcD  s'obtient  en 
faisant  «  =  0  dans  l'équation  (47^)  d^  la  surface  courbe, 
<iui  dottne  alors 

mettant  cette  valeur   à    la  place   de  y  dans  l'esprcssion 


f 


(377))  on  obtient)  pour  U  moment  d'inertie  de  la  tranclie 
clémcDtairc  bac, 

ou  plus  simplement  dxFx.  Regardant  maintenant  s  comme 
variable,  et  intégrant  entre  les  limites  x  =  o  et  xi=^  AD, 
on  aura  eufiu  le  moment  d'inertie  du  volume  proposé. 


I 


NOTE  TREIZIÈME,  page  371. 

Nouvelle  démonstration  qui  tend  à  prouver  que 
les  forces  horizontales  des  fluides  se  détruisent. 

Voici ,  je  crois ,  de  quelle  manière  on  pourrait  démon- 
Irer  que  les  forces  horizontales  se  détruisent.  Imaginons 
que  le  corjis  qui  est  plongé  dnns  un  tlnide,  sait  partagé 
en  Irandiea  très  minces  par  les  plans  parallèlcA  horizon- 
taux coupés  par  des  plans  paralIMes  verticaus  ;  la  partie  du 
oorpa  comprise  entie  quatre  de  ces  plans,  c'est-à-dire  entre 
'■  les  deux  plans  parallèles  horizontaux  AB'  et  DC'  (fîg.  Z77I, 
cl  les  deux  plans  parallèles  verticaux  AD'  et  BC*,  sera  dé» 
terminée  par  les  surfaces  ABCD  et  A'B'C'D';  ces  surface* 
ont  en  général  des  inclinaisons  différentes,  puisque  le  corps 
est  quelconque,  et  pcuTcnt  être  considérées  comme  planes, 
)>3rce  que  les  plans  étant  très  rapprochés,  elles  sont  inli- 
aiment  petites.  Cela  posé,  la  pression  qu'exerce  le  fluide 
étant  la  même  sur  tous  les  points  du  corps,  !es  pressions 
P  et  P'  que  supportent  les  surfaces  ABCD  ,  A'B'C'D',  au 
ront  pour  expressioas 

P  — ;j  X  ABCD  ,     P'  =  /.  X  A'B'C'D', 

Remplaçant  les  parallélogrammes  ABCD ,  A'B'C'D',  par 
les  produits  AB  X  mn  et  A'fi'  X  "l'n'  des  bases  par  les 
hauteurs,  nous  aurons 


et  comme  les  largeurs  AB  et  A'B'  sont  les  mêmes ,  ïî  y 
aura  égalité  entre  les  produits  p  X  AB  et  ^  x  A'C  ; 
nommons  Q  l'ua  de  ces  produits,  les  éqnatHHtS  précé- 
dentes deviendront 


P  =  Qm 


■  (475)- 


Or,  les  pressions  P  et  P'  étant  perpendiculaires  à  leur» 
surfaces  respecliTcs,  et  par  conspuent  aux  droites  mu  et 
m'n,  nous  pouvons  représenter  ces  pressions  par  les  droites 
IH  et  l'IT  (fig,  278)  ;  décomposons  chacune  de  ces  forces  fjg 
en  deux  autres  IR  et  IL,  l'K,'  et  l'L',  l'une  liorîiontale  et 
l'autre  verticale,  et  menons  les  perpendiculaires  mr  et 
Tn'r  entre  les  plans  horizontaux ,  nous  formerons  des 
triangles  semblables  mnr ,  nin'r  aux  triangles  IRH  et 
Ift'H',  comme  aj'ant  des  câtés  perpendiculaires.  On  en 
déduira  donc  les  proportions  suivantes: 


m 


P  :  IK  :  IL  ::  /««  :  mr  :  nr, 
F;rK':rL'::mV:mV:nV; 


IK  =  PX~,         1L  =  PX^-^ 
l'K'=P'x^,     I'L'=P'xî^ 


Mettant  les  valeurs  de  P  et  de  P",  données  par  les  équa- 
tions (477)  >  on  obtiendra 


IR  =  Q  X  -7 
I'R'=  Q  X  n 


IL=  Qxnr, 
rL'  =  QXnV. 


BOr,  les  droites  mr  et  m'r  étant  égales  comme  parallèles 
Ffmmprises  entre  parallèles,  on  voit  que  les  pressions  lia~ 


f 

m 
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rixonUles  IK  et  l'K'  «ont  é^êlea  ot  stt  «létruUcut ,  uui) 
qu'elln  «gisMnt  en  scni  opposé.  Il  n'en  est  pas  de  miia 
du  pressions  verticales  IL  et  l'V  ({ui,  k  t»me  du  faotai 
commun  Q ,  sont  entre  cllws  dnns  la  rapport  dei  projce 
tious  nr  et  n'/  de»  longueurs  nm  et  r'ii'. 
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